ALGEBRA 2 Grado en Fisicas Hoja

(7-3-2013) Curso 2012—-13 n® 2

Diagonalizacion de endomorfismos.

1°. Dados los siguientes endomorfismos

f1 : R2 HR{

fi(z,y) = (y,2),
fo: C*—C?, fa(z,y) = (y, ),
fz: Q@ — Q7 fs(z,y) = (# —y/2,y — 22),
fa IF% — IF%? f4(xay) = (l’,l‘—l—y),
fs : R3 — R3, fs(x,y,2) = By +92,2/3 + 5z,2/9 + y/3),
fe : Q3 — Q3, folz,y,2) = (62 — Ty — 20z, —8z,x — y),
fr: C®— C3, fr(z,y,2) = 2x +y + 2,2z + 3y + 22,4z + 4y + 32),
fs : F§ — T3, fs(z,y,2) = (+y, o+ 2,y +2),
fo : Rg[a] — Rala], fo(p(2)) = p'(z),

a b 0 a+b
© My(Fy) — My(Fy), = :
fro: Ms(F2) 2(F2), fuo <c d) <a+b+d b+c+d>

fir oo W — W, fui(z,y,2) = Bz +y,2z,y —x), donde W = {(z,y,2) € R® |z +y+ 2 = 0}.
Se pide para cada endomorfismo lo siguiente:
(i) Calcular los autovalores y autovectores.
(ii) Estudiar si es diagonalizable o no sobre el cuerpo base.
(iii) En caso de que sea diagonalizable:
1. Encontrar una base B formada por autovectores.

2. Escribir la matriz diagonal D del endomorfismo con respecto a B.

3. Dar explicitamente la relacién entre la matriz D y la matriz del endomorfismo que hayas
utilizado para calcular el polinomio caracteristico.

2°. Determinar en cada caso una base de R™ (o de C") en la que las matrices dadas a continuacién

diagonalicen.
-1 =2 1 -1 7T 4 2 -1 3 5
A — Ay = Ay = Ay = Ay = ,
5 3 -3 1 1 2 1 6 3 0o -2 2
A¢=|3 -3 —-1],47=|-1 1 2],4=|2 2 2 |,4=|-3 1 3

-3 -1 -3 -2 -2 1 1 2 -1 -1 1 3

3°. Dadas las matrices de M5(R)
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Se pide:
(i) Demostrar que ambas tiene los mismos autovalores.

(ii) ¢Pueden representar el mismo endomorfismo de R3, quizds en bases distintas?



4. Estudiar segtin el pardmetro a € R la diagonalizacién del endomorfismo de R? que, en la base canénica,

tiene la matriz

-1 -3 -3

3 5 3

-3 -3 a

5°. Dadas las matrices
1 1 11
5/2 -1 0 2 1 1
A = Ao = ,

! <3 —1> Y 2o 01 0
01 1 2

calcula:

(i) A% para k=1,2.

(ii) lim,— o A} para k =1,2.
6. Sea V un K-espacio de dimension n, f : V — V un endomorfismo de V, A la matriz de f con
respecto a alguna base de V' 'y ps(x) = det(A — zI,,) el polinomio caracteristico de f. Entonces

(i) pr(x) = (1) +(-1)"Yraza(A)z" "'+ - -+det(A), donde traza(A) es la suma de los elementos
de la diagonal de A.

(ii) Demostrar que si B es otra matriz de f con respecto a otra base de V, entonces traza(B) =

traza(A), y por lo tanto podemos definir traza(f) = traza(A) que no depende de la matriz elegida.

7. Sea A una matriz cuadradada con coeficientes en un cuerpo K. Demuestra que A y A? tienen el mismo
polinomio caracteristico y por tanto los mismos autovalores (en K o en “el cierre algebraico de K”).

8°. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y f : V — V un endomorfismo diagonalizable.
Demuestra que V = Ker(f) ® Im(f).

9. Si A es una matriz triangular de orden n cuyos elementos de la diagonal principal son todos diferentes,

probar que A es diagonalizable.
10. Sea r, la rotacién de angulo « en el plano. Estudiar para que dngulos o € R, r, es diagonalizable.

11. Sea R, la rotacién de dngulo a, en el espacio R3, alrededor del eje Z. Estudiar para que dngulos
a € R, R, es diagonalizable.

12. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y f : V — V un endomorfismo. Sea k un entero
positivo. Demuestra que si v es un autovector de f, también lo es de f*. Ademaés si B es una base de V
formada por autovectores de f, entonces B diagonaliza también a f*.

13. Sean a, € Ry las matrices de Ms(R) siguientes

S:<a 6), con o + %2 =1,
8 —a
PZ(; 1?@), con o+ 5% =q.

Hallar sus autovalores y autovectores. ;Existe alguna interpretacién geométrica de las aplicaciones aso-
ciada a estas matrices?



14°. Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y f : V — V un endomorfismo. Demuestra:
(i
(ii

) f es biyectiva si y sélo si 0 no es valor propio de f.

)
(iii) Si f? = f, entonces {valores propios de f} C {0,1}.

)

)

A es valor propio de f si y s6lo si —\ es valor propio de —f.

(iv) Si f2= fy f es biyectiva, entonces 1 es el tinico valor propio de f.

(v) Si f? = id, entonces {valores propios de f} C {1,—1}.

15%. Sean W1, Wy C V dos subespacios vectoriales de modo que W, @ Wy = V. Si u = v; + vo con

v1 € Wi y vy € Ws, definimos las funciones

m: V. — V s: V. — V
u = m(u) = Y u = s(u) =vl—0v2
(i) Demuestra que 7; y s son lineales y que 77 = m; y 5% = id.
(ii) Si By = {w1,...,wm}t vy Ba = {wmy1,...,w,} son bases de Wy y Wy respectivamente escribe la

matriz de m; y de s respecto a la base B = B; U Bs.
(iii) Si la suma Vi + V5 no fuera directa: ¢se podrian definir las aplicaciones 7 y s de manera similar?

16*. Sea V un espacio vectorial de dimensién n. Se dice que un endomorfismo s : V. —> V es una simetria

2 = 7. Se pide:

si 52 =idy y que m: V — V es una proyeccién si
(i) Demostrar que s y 7 son diagonalizables.

(ii) Demostrar que para s (resp. ) existen Wi, Wa C V dos subespacios vectoriales de modo que
Wi @ We = V. Asi, si u = v1 +vg con vy € Wy y va € Wa, entonces s(u) = vl — v2 (resp.
m1(u) = v1). Observar que Wy y Wy dependen de s y .

17. Llamaremos matriz estocdstica a una matriz cuadrada M = (p; ;) € M, (R) con coeficientes p; ; > 0
y tal que la suma de los elementos de cada columna es 1, es decir Z?:l pi; =1paracadaj=1,...,n
(observa que esto implica 1 > p; ; > 0). Por otra parte, dado un vector v = (z1,---x,) € C" definimos
la norma infinito de v como

lvlloo := méx{|a;| :i =1, -+ ,n}.
Si M es una matriz estocdstica, demuestra:

(i) 1 es autovalor de M

(ii) Para cualquier v € C", se tiene || M| < [|v]|oo. (OJO: aqui la matriz es M*, que es “estocéstica

por filas”.)
(iii) Cualquier autovalor, real o complejo, A de M* satisface || A]| < 1.
(iv) Cualquier autovalor, real o complejo, A de M satisface ||A|| < 1.
(v) (1,...,1) es autovector de M?, ;para qué autovalor? ;Es (1,...,1) necesariamente autovector de

M?

18°. Supongamos que tenemos dos depdsitos de igual volumen con agua comunicados por un doble

conducto por el que circula el agua como sigue:

NaCl

NaCl

Inicialmente, en el primer depdsito hay NaCl disuelto al 1%, y en el segundo hay NaCl disuleto al 2 %.
Cada minuto pasa un 5% del volumen del primer depédsito al segundo y viceversa. Decide de manera
razonada la concentracién de NaCl que habra en cada uno de los depdsitos después de 120 minutos.

{Qué prevés que suceda a largo plazo?



