EXAMEN PARCIAL TEORIiA DE NUMEROS CURso 2007-2008

23 de Noviembre 2007 (SOLUCIONES)

1. Sean pq, p2, p3 nimeros primos tales que p; < py < ps:

(a) Demostrar que no es posible que pipap3 = p? + p3 + p3 .

Solucién: Sea n = pipaps = pi + py + p3. De aqui obtenemos p3 = n — p} — p3 y tomando
raiz ctibica a ambos lados de la igualdad tenemos ps = </n — p? — p3 < n'/3. Asi que tenemos:

p1 < p2 <p3< ”1/3, (1)

de lo que se deduce:
2/3

1/3 n n n
p1p3 n-=-=pi D1

que implica

que contradice (1).

(b) {Qué se puede decir de pipsps = p? + p3 + p3?

Solucion: Distinguiremos dos casos, dependiendo de si uno de los primos es 3 o no.
Supongamos en primer lugar que uno de los primos es 3 y llamemos a los otros dos primos p y
q. Entonces tenemos que n = 3pq, es decir, n = 0 (mod 3). Por otro lado, n = 3% + p* + ¢*> =
1+ 1= 2(mod3) que contradice lo anterior.

Ahora supongamos que ninguno de los primos es 3, por lo tanto n #Z 0 (mod 3) y por otro lado
n=pl+pi+pi=1+1+1=0(mod3), que contradice lo anterior.

Por lo tanto concluimos que tampoco es posible este caso.

2. Encontrar el menor entero positivo n tal que {/n/7 y /n/11 son ambos enteros.

Solucién: Como n es divisible por 7 y 11, podemos escribirlo de la forma n = 7%11°. Ahora n/7 =
7%7111% ha de ser una potencia septima de un entero, por lo tanto a = 1 (mod 7) y b = 0 (mod 7). Por
otro lado, n/11 = 7¢11°~! ha de ser una potencia onceava de un entero, por lo tanto a = 0 (mod 11)
y b=1(mod 11). Asi que tenemos los dos sistemas de congruencias siguientes

a=1(mod 7) b= 0(mod 7)
{aEO(modll) Y {bzl(modll)

Resolviendo estos sistemas de ecuaciones utilizando el teorema chino del resto obtenemos a =
22 (mod 77) y b = 56 (mod 77). Por lo tanto, n = 7%211°%. O lo que es lo mismo:
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3. En una carta a Christian Huygens en 1659, Fermat escribié que habia encontrado todos

los enteros de la forma 3k — 1 que a su vez son de la forma 2? + 3y°. ;Ciales son estos
enteros?

Solucion: Buscamos las soluciones x,y, k € Z de la ecuacién diofantica
v? +3y* =3k —1. (2)

Reduciendo esta ecuacién médulo 3 obtenemos z? = —1 (mod 3). Pero —1 no es residuo cuadratico
moédulo 3, ya que se puede comprobar que los cuadrados médulo 3 son {0, 1}.

Por lo tanto la ecuacién (2) no tiene soluciones enteras x,y, k. Es decir no hay enteros que son a la
vez de la forma 3k — 1y 2% + 312

. Determinar para qué primos p es 6 un residuo cuadratico médulo p.
Solucion: Si p = 2 6 3, entonces 6 = 0 (modp) y por lo tanto es un residuo cuadratico médulo

6
p. Supongamos p > 3, entonces 6 es residuo cuadratico si y solo si el simbolo de Legendre | — | = 1.

Ahora utilizando que el simbolo de Legendre es multiplicativo, la Ley de reciprocidad cuadratica y
la segunda ley suplementaria, obtenemos

=)~ Q) - ).

Por lo tanto:
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O de forma equivalente:

(p=1,7(mod 8) y

6 p=1,7(mod8) y
(_):1@
p=3,5(mod 8) y

=1(mod4) y p=1(mod 3)

3(mod4) y p=2(mod 3)

3(mod 4) y p=1(mod 3)

[eNh < BN oNL <o Nk !
Il

| p=3,5(mod8) y p=1(mod4) y p=2(mod3)

Se sigue de las leyes suplementarias y de que los cuadrados mod 3 son 0 y 1.

Ahora vamos a trasladar estas condiciones a médulo mem(8,4,3) = 24. De la primera condicién
tenemos que p = 1(mod 4), asi que p = 1,5,9,13,17,21 (mod 24). Como hemos de tener p =
1 (mod 3), obtenemos que la primera condicién es equivalente a p = 1,13 (mod 24). Ahora como
p=1,7(mod 8), deducimos p = 1 (mod 24). Anédlogamente el resto de los casos.



Juntéandolo obtenemos:
([ p=1(mod 24)
4

6 p = 23 (mod 24)
(—) =1 6

p =19 (mod 24)
6
p =5 (mod 24)

\
Por lo tanto concluimos:

6 es residuo cuadratico médulo p <= p =263 6 p = +1,45(mod 24).

. Calcular las soluciones enteras de la ecuacién diofantica y? = 23 + 7.

Solucion: En primer lugar reescribimos la ecuacién de la forma siguiente:
V' +1=(x+2)((x—1)°+3). (3)

Ahora veamos que si z,y € Z es una solucién, entonces x es impar. Supongamos que r = 2n para
algin entero n. Entonces la ecuacién anterior se transforma en

¥ +1=28n"+38.

Pasdndolo a mod 8 obtenemos que y?> = —1 (mod8). Pero se puede comprobar que los cuadrados
moédulo 8 son {0, 1,4}.

Por lo tanto, x es impar. De aqui se deduce que (z —1)* + 3 = 3 (mod 4). As{ que existe un primo p
tal que p|(z — 1)2 +3 y p= 3 (mod4).

Reduciendo la ecuacién (3) médulo p obtenemos:
y*> 4+ 1 =0 (modp).

Es decir, —1 es un residuo cuadratico mod p con p = 3 (mod 4). Pero esto es imposible por la primera
ley suplementaria.

. Calcular el ntimero de soluciones de la congruencia 1512 + 12n — 6 = 0 (mod 2066715).
Solucidén: Para encontrar las raices de f(n) = 15n% 4+ 12n — 6 en Z/mZ para m = 2066715 lo
primero que hemos de hacer es factorizar m, obteniendo m = 3'° -5 - 7. As{ si denotamos por
Cy={n€Z/NZ| f(n) =0(mod N)},
se tendréd
02066715 ~ 0310 X C5 X C7 .
Obsérvese que f(n) factoriza sobre Z[n] como f(n) = 3(5n* + 4n — 2). Un simple cdlculo demuestra

03:{07172} 05:{3} y 072{1}'

Vamos usar el lema de Hensel para ver si podemos construir todas las soluciones médulo 30 a partir
de las de médulo 3. En nuestro caso se tiene f'(n) = 3(10n + 4), asi que f'(0) = f'(1) = f'(2) =
0 (mod 3). Por lo tanto hemos de utilizar la versién ampliada del Lema de Hensel. Tenemos

fl0)=—6=-2-3 f(1)=21=3-7 y f(2)=78=2-3-13
Asf que f(i) # 0 (mod 3%) parai = 0,1,2 y k > 1. Por lo tanto se tiene que Csi0 = (). Asi concluimos
#C2066715 = 0.



7. Sean a,b € Z y m,n € N. Demostrar que el sistema de congruencias

o)

tiene solucién si y sélo si (m,n)|(a —b).

Solucion: Como = = a (mod m), existe k € Z tal que © = a+ km y por lo tanto a+ km = b (mod n).
Por lo tanto existe j € Z tal que a+ km = b+ jn, es decir, km — jn = —(a —b). Ahora, como (m,n)
divide a m y n, se tiene (m,n)|(a — b).

Demostremos el reciproco. Asumamos que (m,n)|(a — b). Entonces existe M € Z tal que a — b =
M (m,n) y por el teorema de Bezout sabemos que existen ky, ko € Z tales que (m,n) = kym+ken. Por
lo tanto si tomamos k = —k; M y j = koM tenemos a—b = —km++ jn. Asi obtenemos a+km = b+jn.
Es decir que si tomamos x = a + km tenemos que z = a (mod m) y como x = a + km = b+ jn se
tiene x = b (mod n).



