ExXAMEN FINAL TEORIA DE NUMEROS CURso 2007-2008

4 Febrero 2008 (SOLUCIONES)

1. Demostrar que hay infinitos primos congruentes con 7 médulo 8.
Solucion: Supongamos que hay un ntmero finito. Sean dichos primos py,...,p,. Sea

N=(p-p)—2

Entonces los tinicos primos que dividen a /N son 2 y aquellos que no son congruentes con 7 médulo 8.
Ahora queremos ver que todos estos primos son congruentes con 1 médulo 8. Sea p un primo impar

tal que p|N, entonces
2
p

ya que como p|N se tiene N = 0 (mod p), es decir, (4p; - - - p,)*> = 2 (mod p). La 2* Ley Suplementaria
nos dice que entonces p = 1 6 7(mod8). Como sabemos que lo segundo no puede ser, obtenemos
que todos los primos impares que dividen a N son congruentes con 1 moédulo 8. Por lo tanto N =
2 (mod 8). Por otro lado, como N = (4p; - - - p,)?—2 tenemos N = —2 (mod 8) que es un contradiccion.

2. Determinar para qué primos p es 11 un residuo cuadratico médulo p.
Solucion: Si p = 11, entonces 11 = 0 (mod p) y por lo tanto es un residuo cuadratico médulo p.
Analogamente para p = 2, aunque en este caso se observa que todo numero es residuo cuadratico
médulo 2. A partir de ahora supongamos p # 11, entonces 11 es residuo cuadratico si y sélo si el

11
simbolo de Legendre (—) = 1. Ahora utilizando la Ley de reciprocidad cuadréatica obtenemos
p

= ()= () - o (7).

Por lo tanto:

O de forma equivalente:

1 p=1(mod4) y p=1,3,4,59(mod 11)
(—>:1<:> 0

p p=3(mod4) vy p=2,6,7,8,10(mod 11)

Se sigue de que los cuadrados mod 11 son {0, 1,3,4,5,9}.

Ahora utilizando el teorema chino de los resto vamos a trasladar estas condiciones a médulo 44, ya que
(4,11) = 1. De la primera condicién tenemos que p = 1 (mod 4), asi que p = 1,5,9, 13,17, 21, 25, 29, 33,
37,41 (mod 44). Como hemos de tener p = 1,3,4,5,9 (mod 11), obtenemos que la primera con-
dicién es equivalente a p = 1,5,9,25,37 (mod 44). Anélogamente con segundo caso obtenemos
p=7,19,35,39,43 (mod 44).



Juntéandolo obtenemos:

11
(—) =1 <= p=+1,+5,49, 425,437 (mod 44)
p

Por lo tanto concluimos:

11 es residuo cuadréatico médulo p <= p =11 6 p=+1,45,+7, 49, 19 (mod 44).

. Enunciar y demostrar el primer caso del Ultimo Teorema de Fermat para p = 5.
Solucion: El primer caso del Ultimo Teorema de Fermat para un primo impar p conjetura que la
ecuacién diofantica P + y? = zP no tiene soluciones enteras tales que zyz # 0 y plryz. Vimos un
resultado de Kummer que nos asegura que esta conjetura es cierta si p es un primo regular. Es decir,
s1 p * hQ(Cp)'

En nuestro caso p = 5. Por lo tanto hemos de calcular el nimero de clase de Q((;). Para ello en
primer lugar calculemos la cota de Minkowski de Q((5). Recordemos la férmula del discriminante de
Q(¢): A, = (—1)®=1/2pp=2 En nuestro caso como p = 5 obtenemos As = 5. Ademds Q((5) es un
cuerpo cuartico (n = 4) totalmente imaginario (¢ = 2), por lo tanto

4\ ? 4!
Mo = (-) E\/'E’B' =1'7.

™

Por lo tanto todo ideal es equivalente a un ideal de norma igual a 1, es decir, hg() = 1. Es decir,

51 hg() = 1. Utilizando el anterior resultado de Kummer se demuestra el primer caso del Ultimo
Teorema de Fermat para p = 5.

. Determinar la estructura del grupo de clase de Q(v/35).
Solucion: Sabemos que todo ideal de Ok, para K cuerpo de nimeros, es equivalente a uno de norma
menor o igual a la cota de Minkowski:

AN\ n!
My = <;> TV Ak,

donde
2t = numero de inmersiones complejas de K,
n = [K:Q]
A = discriminante de K.

En nuestro caso K = Q(+/35) es un cuerpo cuadratico (n = 2) real (¢t = 0) con d = 35 libre de
cuadrados tal que d # 1(mod 4). Por lo tanto Oy g5 = Z[f] con ¢ = V35, fo(z) = 22 — 35 el
polinomio minimo de 6 y AQ(\/@ = 4 - 35. Asi obtenemos My 35 = 5'91. Asi todo ideal de OQ(\/@
es equivalente a uno de norma < 5.

Sabemos que para todo ideal I de O = O35, se tiene Ny 35 (1) € I. Por lo tanto (Ng/35,(1)) C 1,
es decir, I aparece en la factorizacion del ideal (NQ( vas )). Asi que hemos de calcular la factorizacién
de los ideales generados por 1,2,3,4,5. Para ello vamos a utilizar el resultado que nos dice que si
K es un cuerpo de numeros y Ok = Z[0], entonces si fyp(x) € Z[z] es el polinomio minimo de 6,
p€Zesun primoy fo(z) = f, (x)---f, () la descomposicién en polinomios irreducibles de f(z)
en [F,[x]. Obtenemos que la descomposicién en ideales primos de O del ideal (p)Ok es

YOk = (p, [1(0))" - {p, [s(0))",
donde f;(z) € Z[x] es un levantado de f;, i =1,...,s.

Apliquemos este resultado a nuestro caso. Tenemos 6 = /35, fy(z) = 22 — 35:



e p=2: Tenemos fy(z) = (z + 1)? (mod 2), por lo tanto
2)0=(2,1+ \/£>2 — p2,
con ps ideal primo de O de norma 2. Ya que
4 = Nov35)(2) = Ny(va) ((2)0) = Nyyas (p2)*.

e p = 3: Tenemos fy(z) = 2? + 1 (mod 3), por lo tanto (3)O es primo y su norma es 9, ya que
No(vas)(3) = Noas) ((3)0) = [Ng(yas) (3)] = 3%
e p =5: Tenemos fo(x) = x? (mod 5), por lo tanto

(5)0 = (5, V) =,

w

con ps ideal primo de O de norma 5. Ya que

25 = No(ya5)(5) = Nog(ya5)({5)0) = No(yas) (b5)°
Por lo tanto tenemos que si [ es un ideal de O de norma 1,2,3,4 6 5 ha de ser:

e 1: 1 =0.
2: 1 = Pa.
3: No hay ideales de norma 3

4: (4) = p3. Asi I = p3 = (2). Como (2) es principal, es equivalente a O. Asi I ~ O.
5.1 = p5.

Concluimos que cualquier ideal de O es equivalente a uno de los siguientes ideales:

O, p2, 95

Por lo tanto el niimero de clase es menor o igual a 3, es decir:

L < howms) <3

Sea p un ideal de O de norma n. Si p ~ O, entonces es principal. Es decir, existird o = a+bv/35 € O
tal que p = (@)O y por lo tanto n = Ny g5 (p) = [Ng(zs ()| = [a® — 35b%|. Veamos si existen
elementos de norma 42 y +5:

e n = +2: Siexisten a, b € Z tal que a>—35b*> = +2, entonces médulo 5 se tendrd a* = +2 (mod 5).
Pero los cuadrados médulo 5 son {0,+1}. Por lo tanto no hay elementos de norma 2 ni —2.
Concluyendo: ps £ O.

e n =45
o Si existen a,b € Z tal que a® — 350? = 5, entonces médulo 7 se tendrd a? = 5 (mod 7). Pero
los cuadrados médulo 7 son {0, 1,2,4}. Por lo tanto no hay elementos de norma 5.

o Siexisten a,b € Z tal que a® — 35b* = —5, entonces médulo 4 se tendrd a? +0* = 3 (mod 4).
Pero los cuadrados médulo 4 son {0,1}. Por lo tanto no hay elementos de norma —5.

Concluyendo: p; ¢ O.



Asi hemos visto
2 < ho(vam) <3

Sélo nos queda ver si py v p5 estan relacionados. Supongamos que lo estan, entonces pops ~ O. Es
decir, paps = (@) donde o = a + bv/35 satisface |a? — 35b%| = 10. Se comprueba que el elemento
a =5+ /35 tiene norma —10. Se comprueba pops = (5 + v/35). Por lo tanto py ~ ps.

Concluimos con hQ( V) = 2 Por lo tanto
Hovas = {10, [p2]} = Z/27.

. Determinar si el anillo de enteros de Q(v/35) es una dominio de factorizacién tnica.
Solucion 1: Veamos que O = Og 35 = Z[V35] no es un dominio de factorizacién tnica. Para ello
basta con ver que las siguientes factorizaciones en irreducibles de 34 no son asociadas:

(1+35)(1—+35)=34=2-17.

Para ello hemos de ver que los elementos 2,17,1 + /35 y 1 — +/35 son irreducibles y las dos factori-
zaciones son no asociados. Sea « € O irreducible tal que «|2 (resp. 17,1 + /35,1 — v/35). Entonces
NQ(\/@(aHNQ(\/@@) = 4 (resp. 17%,34,34). De aqui se deduce que todo se reduce a ver que no existe

a € O de norma £2 6 £17. Sea a = a+bv/35 tal que a? —35b% = £2, +17 entonces médulo 5 obtene-
mos a* = £2 (mod 5). Pero los cuadrados médulo 5 son {0, +1}. Ahora se ve que las factorizaciones
son no asociadas ya que las normas de los irreducibles de la izquierda es 34 y los de la derecha son
4y 172

Solucién 2: Se tiene que O es un dominio de ideales principales (DIP) si y sé6lo si es un dominio de
factorizacién unica (DFU). Para ello basta con ver que existe al menos un ideal que no es principal.
En el ejercicio 4 hemos visto que el ideal ps no es principal. Por lo tanto O no es un DIP y por lo
tanto no es un DFU.

Solucion 3: En el ejercicio 4 hemos demostrado que hg /g5 = 2 # 1 por lo tanto O no es DFU.

. Calcular las soluciones enteras de la ecuacién diofantica w* = t* 4 35.

Solucién 1: En primer lugar obsérvese que podemos escribir la ecuacién de la forma w* —t* =35 y
asf factorizarla como (w? — t?)(w? + t*) = 5 - 7. Ahora como w,t € Z se tiene que w? — %, w? + ¢
son factores enteros de 5 - 7. Por lo tanto

(’lU2 - t27 'lU2 + tz) S {(17 35)7 (35, 1)7 (_L _35)7 (_357 _1>7 <5a 7)7 (_5a _7)a (77 5)7 (_77 _5)}
Es decir, que hay que resolver los siguientes sistemas de ecuaciones

wr—t? = 1, 35, -1, -35 5, -5 7, —T.
w2+ = 35 1, -35 -1, 7, -7, 5, —5.

Sumando las ecuaciones de cada sistema obtenemos 2w? = 36, 36, —36, —36, 12, —12, 12, —12 res-

pectivamente. Claramente se observa que entonces w ¢ Z. Por lo tanto, la ecuacién dioféntica
w* = t* + 35 no tiene soluciones enteras.

Solucion 2 (Gabriel Mora): Sea w,t € Z tal que w* = t* + 35. Entonces médulo 8 se tendrd w? =
t* + 3 (mod 8). Pero esto es imposible ya que las potencia cuartas médulo 8 son 0 y 1. Por lo tanto,
la ecuacién diofantica w* = t* 4 35 no tiene soluciones enteras.



