PROBLEMAS DE TEORIA DE NUMEROS CuURrso 2006-2007

Hoja 3b
(1) En Z[/—5] definimos los ideales

p = <2,14++vV-=5>,
q = <3,1+vV-5>,
t = <3,1-v-5>.

(a) Demostrar que son ideales maximales, por lo tanto primos.

(b) Mostrar que

p? = <2>,

< 3>,
<14++vV=5>,
= <1—v-5>.

q-t
b-q
p-t

(c) Demostrar que las factorizaciones de 6:
6=2-3=(1+vV=5)(1—-+V-5),
provienen de diferentes agrupamientos de la factorizacion en ideales primos:
<6>=p’q-t.

(d) Calcular las normas de los ideales p,q y .
(e) Demostrar que p,q y t no son principales.

(f) Demostrar que los ideales < 2 > y < 3 > estan generados por elementos irreducibles pero que los
ideales no son primos.

(2) Encontrar todos los ideales de Z[v/—5] que contienen el elemento 6.
(3) Encontrar todos los ideales de Z[v/2] con norma 18.

(4) En Z[v/—29] tenemos
30=2-3-5=(1+v—29)(1 — v/—29).

(a) Demostrar que
<30>Cp:=<2,14++v-29 >

vy que p es un ideal primo de norma 2.
(b) Ver que 1 — /=29 € p y deducir que < 30 >C p?.
(c) Calcular ideales primos q,q’,t,t' con normas 3 y 5 tales que
<30>Cq-qd y <30>Crt-v.
(d) Deducir que p?-q-¢q -t -t'| < 30 > y calculando normas, o de otro modo, demostrar que
<30>=p%-q-q -¢v-v.

(e) Comentar como estd esto relacionado con las dos factorizaciones:

<30> = <2><3><H >,
<30> = <1+vV-29><1+v-29>.



(f) Calcular todos los ideales de Z[v/—29] conteniendo al elemento 30.

(5) En Z[v/—5] definimos, como en el ejercicio (1) los ideales

p = <2,14+v-5>,
q = <3, 1+V-5>,
T = <3,1—-vV-5>.

Sea ‘H el grupo de clase. Demostrar que en H se tiene:

y deducir que p, q y t son equivalentes. Demostrar también que p, q y t son equivalentes haciendo los célculos
explicitos.

(6) En Z[v/—6):

(a) Demostrar que todo ideal es equivalente a uno de norma menor o igual que 3.

(b) Comprobar que < 2 >=< 2,1/—6 >2 < 3 >=< 3,v/—6 >2 y concluir que los tinicos ideales de normas
2y 3son <2,4/—6>y <3,v/—6 > respectivamente.

(c) Deducir de lo anterior que h < 3 y utilizar que < 2 >=< 2,4/—6 >2, o cualquier otro modo, para
probar que h = 2.

(d) Encontrar ideales principales p y q tales que
p<2vV—6>=q <3,vV—6>.

(7) Para cada uno de los cuerpos siguientes, factorizar los ideales que se indican en sus respectivos anillos de
enteros:

(a) Q(V3):<2>,<3>,<5>,<10>,<30 >.
(b) Q(V5) : <2>,<3><5> <12>,<25>.
(c) Q(e*/5) : <2>,<5>,<20>,< 50 >.

(8) Encontrar la estructura del grupo de clase para cada uno de los cuerpos cuadréticos Q(v/d) con d libre de
cuadrados y —30 < d < 30. La Tabla siguiente indica los valores de h (donde h™ es el ntimero de clase de

Q(d) y h™ el de Q(v=d)).
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