EXAMEN PARCIAL TEORIA DE NUMEROS CuURrso 2006-2007

24 de Noviembre 2006 (SOLUCIONES)

(1) Sea n un entero compuesto. Demostrar:

(a) Existe un factor primo p de n cumpliendo p < \/n.
Solucion: Como n es compuesto, podemos escribirlo comon = a-bdonde a,b € Ztalque 1 < a < b < n.
As{ obtenemos a < /n, ya que de lo contrario tendrfamos /n < a <byn=a-b> \/ny/n = n. Sea
p un divisor primo de a, entonces p < a < y/n. Como pla, se tiene p|n. Por lo tanto n tiene un factor

primo p tal que p < \/n.
(b) Si el factor primo p mas pequeno de n cumple p > ¥/n, entonces n/p es primo.
Solucidn: Sea p el factor primo més pequetio de n. Supongamos que p > /n. Entonces

()

Si n/p es compuesto, por el apartado (a), n/p tiene un factor primo ¢ tal que ¢ < /n/p Entonces por
(1) tenemos g < n. Ahora, como ¢|(n/p), entonces g|n. Asi que hemos encontrado un factor primo ¢
de n mas pequeno que p, que contradice la suposicién de inicio. Asi que n/p no puede ser compuesto y
como n es compuesto, tampoco puede ser 1. Asi n/p que ha de ser primo.

(2) Encontrar los tltimos dos digitos de 20%,

Solucion: Hemos de calcular 2!9%° (mod 100). Es decir, hemos de encontrar € {0,...,99} tal que z =
21900 (mod 100). Factorizando 100 = 22 - 52, utilizando el teorema chino del resto, obtenemos que hemos de
encontrar la solucion al sistema
x = 21990 (mod 22)
{ x = 2199 (mod 52)
De la primera ecuacién se obtiene que z = 0 (mod 22). De la segunda, obsérvese que (210)190 = (1024)190 =
(—=1)19 (mod 52). Por lo tanto, z = 1 (mod 52). También podemos llegar a la misma conclusién aplicando
el lema de Hensel al polinomio f(z) = = — 2190, Ya que (22)°%° = (4)%%° = (-1)%%° = 1 (mod 5). Asi que
f(1) =0 (mod 5) y como f'(1) =1 # 0(mod 5), obtenemos que = = 1 es la tinica raiz de f(x) mod 52. Otra
forma serfa utilizando el teorema de Euler-Fermat. Como ¢(5%) = 20 y (2,52) = 1, tenemos 22 = 1 (mod 52).
Asi que 21090 = (220)30 = 1 (mod 52)

Por lo tanto, hemos de resolver

{ x = 0 (mod 22)
r =1 (mod 52)

Por la primera condicién tenemos x = 4k. Por lo tanto nos queda por resolver 4k = 1 (mod 52). O lo que
es equivalente, 6(4k) = 6 (mod 52), es decir, —k = 6 (mod 5?). Por lo tanto, k = —6 = 19 (mod 52). Por lo
tanto, z = 4(19) = 76. Es decir:

21000 = 76 (mod 100).

Asi se concluye que los dos tltimos digitos de 21990 son 76.

Otra forma:
21000 —  107150860718626732094842504906000181056140481170553360744

375038837035105112493612249319837881569585812759467291755
314682518714528569231404359845775746985748039345677748242
309854210746050623711418779541821530464749835819412673987
675591655439460770629145711964776865421676604298316526243

86837205668069376
n—1

(3) Sea n € N. Demostrar H a = =+1(mod n)
a=1

(a,n)=1



Solucion: Sea a € {1,...n — 1} tal que (a,n) = 1, entonces a es una unidad mod n. Es decir, existe
be{l,...n—1} tal que ab = 1(mod n). Si b # a, cada pareja (a,b) aporta un 1 al producto. Si b = a,
entonces (—a)a = —1 (mod n). Asi que la pareja (a, —a) aporta un —1 al producto. Asi que sélo nos queda
el caso en que a = —a (mod n), es decir 2a = 0 (mod n). Y como a € {1,...n—1}, tendriamos que a = n/2,
pero (n,n/2) # 1. Asi que el producto es = +1 (mod n).

7
(4) Sea p un primo impar. Calcular | —

p
Solucion: Supongamos p # 7. La ley de reciprocidad cuadratica nos dice:

()= o= (1),

Por lo tanto:

<7) (-7 =1 y (&)=1 p=1(mod4) y p=1,24(mod7)
- | =1+= 6 = 6
p (_1)%1:_1 y (8)=-1 p=3(mod4) y p=3,506(mod?7)

Ya que los cuadrados mod 7 son 0,1,2 y 4.

De la primera condicién tenemos que p = 1 (mod 4), asi que p =1,5,9,13,17,21, 25 (mod 28). Como hemos
de tener p = 1,2,4 (mod 7), obtenemos que la primera condicién es equivalente a p = 1,9,25 (mod 28).
Andlogamente la segunda condicién nos asegura que p = —1, —9, —25 (mod 28).

Andlogamente se harfa para <§> =—1.

Juntandolo obtenemos:
7 1 si p=41,+43,49 (mod 28)
<> =< —1 si p=45+£11,413 (mod 28)
0 si p=7.
(5) Calcular las soluciones de las siguientes ecuaciones:

(a) 2?2 =101 (mod 225)
(b) 22" =76 (mod 225)
(c) 237 =176 (mod 225)

Solucién: En primer lugar factoricemos 225, obteniendo 225 = 32 - 52. Por lo tanto,

a (mod 32)
a (mod 52)

n — l‘n
2" = a(mod 225) <— o

Como p = 3,5 son primos impares tenemos un resultado que nos dice:

s(")
2" =a(mod p") <= a a

= 1(mod p") donde d = (n,¢(p")).
Ademas dicho resultado nos asegura que si tiene solucién, entonces tiene d soluciones.

Asi que aplicado a nuestros casos tenemos:

(a) (n,a) = (22,101). Para p" = 9 tenemos ¢(9) = 6, d = 2 y a = 2(mod 9). Por lo tanto, tenemos
23 = —1# 1 (mod 9). Por lo tanto no hay solucién.

(b) (n,a) = (27,76) Para p" = 9 tenemos ¢(9) = 6, d = 3 y a = 4(mod 9). Por lo tanto, tenemos
42 =7 # 1 (mod 9). Por lo tanto no hay solucién.

(¢) (n,a) = (37,176). Como n = 37 es primo con ¢(9) = 6 y ¢(25) = 9, obtenemos que hay una tnica
solucién mod 9 y mod 25. Por lo tanto hay una tinica solucién mod 225. Para calcular dicha solucién
utilizemos el lema de Hensel aplicado a f(z) = 23" — 176. En primer lugar, obsérvese que 176 es primo
con 3y 5. Por lo tanto 0 no es solucién ni mod 3 ni mod 5. Por lo tanto como f'(z) = 37x3%, tendremos
que las soluciones de f(z) = (mod 3,5) nos darédn soluciones f(x) = (mod 32, 5?). Tenemos = = 5 es
solucién mod 32 y x = 1 es solucién mod 52. Por lo tanto, por el teorema chino del resto obtenemos
x = 176 es la tnica soluciéon mod 225.



