EXAMEN PARCIAL TEORIiA DE NUMEROS CURrso 2006-2007

19 de Enero 2007 (SOLUCIONES)

(1) Sea O el anillo de enteros de Q(v/—17).

(a)

(b)

(c)

(d)

Calcular O, una base entera de O, U(O) y Ag(,/=17)-

Solucion: El cuerpo de numeros Q(1/—17) es un cuerpo cuadratico con d = —17 libre de
cuadrados y tal que d #Z 1 (mod 4). Por lo tanto O = Z[/—17]. De aqui se deduce que una

base entera es {1,v/—1T7}, ya que Z[y/—17] = 1-Z @ /—17 - Z. El discriminante es Ag/—17) =
4(—17) = —68. Como d < 0y d # —1,—3 se tiene que las unidades de O son U(O) = {£1}.

Calcular la norma y la traza de los siguientes elementos de Q(v/—17): 3, 1 ++/—17y
$(1+3V=17)

Solucion: Las inmersiones de Q(\/—_17 ) en Q vienen determinadas por
01(a+b\/—_17) =a+b/—17 vy 02(a+b\/—_17) =a—bv/—17.
Por lo tanto si a = a + by/—17 € Q(v/—17), se tiene
No=1m)(a) = o1(a)oa(a) = a? + 17v? vy Trow=im(a) = oi(a) + o(a) = 2a.

Aplicandolo a nuestros casos obtenemos

N@(\/—17)<3) =9 TTQ(\/—N)(S) = 6
N@(ﬁ)(}"’\/_l?) = ¥78 TTQ(\/TN)(}—F\/—l?) =
N@( /7_17)<§(1 + 3\/ —17)) = 5 TTQ( /7_17)(5(1 -+ Vv —17)) = 1

Encontrar todos los elementos de O de norma p donde p =2, 3,5.
Solucidn: Sea v = a + by/—17 € O, entonces Ny —17)(a) = a® + 17b*. Si buscamos o € O tal
que Ny J—T?)(a) = p para p = 2,3,5. Hemos de buscar las soluciones enteras a las ecuaciones
diofanticas

a’ + 170 = p, p=2305.

Si b = 0, entonces p = a?, que es imposible ya que p es primo. Si |b| > 0, entonces a® = p—17b* <
0sip=2,3,5 Asique en este caso tampoco hay solucion. Por lo tanto no hay elementos en O
de norma 2,3 6 5.

Demostrar que O no es un dominio de ideales principales.

Solucion 1: Si O es un dominio de ideales principales entonces es un dominio de factorizacién
tnica (DFU). Veamos que no es un DFU. Para ello basta con ver que las siguientes factoriza-
ciones en irreducibles de 18 no son asociadas:

18=2-3-3=(1+V-17)(1 —v/~17).

Para ello basta con ver que los elementos 2,3,1 + 1/—17,1 — 1/—17 son irreducibles. No hace
falta ver si son asociados ya que en la primera factorizaciéon aparecen tres factores y en la
segunda sélo dos. Sea o € O irreducible tal que a|2 (resp. 3,1 ++/—17,1 — /—17). Entonces
No(v=17) ()| Ng(y=17)(2) = 4 (resp. 9,18,18). De aquf se deduce que Ng,/=7) () = 2 (resp. £3,




(e)

(f)

+2 6 £3, £2 6 £3) ya que a no es una unidad y Ng/=77) () > 0. Concluyendo que no puede
existir & € O por el apartado (c).

Solucion 2: El Teorema de Heegner-Stark nos asegura que OQ(\/@ para d < 0 es DFU si y s6lo
side {-1,-2,-3,-7,—11,—-19,—43, —67, —163}. Como —17 no esta en ese conjunto tenemos
que O no es DFU y por lo tanto no es DIP.

Solucion 3: Veamos que existe al menos un ideal que no es principal. Utilizando el apartado (e)
tenemos (2)O = p3. Por lo tanto

Nov=17(93) = Nov=—r (92)* = Nov=17((2)) = Ny (2) = 4.

Es decir, Ng/=17)(p2) = 2. Si py fuera principal existirfa o € O tal que p; = (). Por lo
tanto | Ng,/=17) ()| = N/~ ({@)) = Ng(y=17)(p2) = 2. Pero esto es una contradiccién por lo
demostrado en el apartado (c).

Factorizar los ideales (p)O como producto de ideales primos de O para p = 2,3, 5.
Solucion: Sabemos que si K es un cuerpo de nimeros y O = Z[f], entonces si fy(z) € Z[x] es

el polinomio mfnimo de ¢, p € Z es un primo y fo(z) = f' (z)--- f."(z) la descomposicién en
polinomios irreducibles de fy(x) en F,[z]. Obtenemos que la descomposicién en ideales primos
de Ok del ideal (p)Of es

(P)Ox = (p, f1(0))™ - (p, £s(0))",

donde f;(z) € Z[z] es un levantado de f;, i =1,...,s.

Apliquemos este resultado a nuestro caso. Tenemos K = Q(+/—17), O = Z[/—17], 0 = \/—17,
fg(l‘) = 2? + 17.

o p = 2: Tenemos fy(x) = (z + 1)? (mod 2), por lo tanto
(2)0 = (2,14 V—-17)* = p3,

con py = (2,14 1/—17) ideal primo de O.
o p = 3: Tenemos fy(x) = (x + 1)(z — 1) (mod 3), por lo tanto

(3)0 = (3,1 +v—17)(3,1 —/—17) = p3qs,

con ps = (3,1 ++/—17) y q3 = (3,1 — v/—17) ideales primos de O.
o p=5: Tenemos fp(x) = x? 4+ 2 (mod 5), que es irreducible en Fs[z] por lo tanto (5)O = p;
es un ideal primo de O.

Demostrar que todo ideal de O es equivalente, en el grupo de clases de O, a uno
de los ideales que aparecen en la factorizacion del apartado anterior.

Solucion: Sabemos que todo ideal de O, para K cuerpo de numeros, es equivalente a uno de
norma menor o igual a la cota de Minkowski:

4\" n!
My = (;) SV |Ak|,

donde

t = mnumero de inmersiones complejas de K,

no= [K:Q)

A = discriminante de K.



(g)

(h)

En nuestro caso K = Q(v/—17) por lo tanto n = 2, t = 1y Ag /=7 = —68. Con lo que
obtenemos Mg,/=17) = 5'2. Asf todo ideal de O es equivalente a uno de norma < 5.

Sabemos que para todo ideal I de O se tiene Ng,=7 () € I. Por lo tanto (N, =) (I)) C I,
es decir, I aparece en la factorizacién del ideal (Ng(, =7 (I)). Asi que hemos de calcular la
factorizacién de los ideales generados por 1,2,3,4,5. Utilizando el apartado (e):

o1: I =0.
< >O p2 con NQ (pg) que N@(m)(Q) =4. Asi ] = po.

3: (3)O = p3q3 con NQ(\/_—)(pg) = N@(\/_T?)(qg) = 3 ya que Ng,/=7(3) = 9. Asi [ = p3

o

(@)

(@)

4: ( YO = p3. Asi I = (2)O que es principal y por lo tanto equivalente a O.

5)0 = p; por lo tanto Ng/=17)(p5) = Ny(/=17)(5) = 25. Por lo tanto no hay ideales de
Q(v-17 Q(v-17)
norma 5.

o

Concluimos que cualquier ideal de O es equivalente a uno de los siguientes ideales:

07 p27 p37 qs.

Encontrar todos los ideales de O de norma 30.
Solucion: Hemos visto en el apartado anterior que si I es un ideal de norma 30 entonces [
factoriza al ideal (30)O, cuya factorizacién es:

(30) = (2)(3)(5) = P3psasps.

Pero ningtn factor del ideal (30) tiene norma 30.

Por lo tanto no hay ideales de O de norma 30.

Encontrar todos los ideales de O que contienen al elemento 6. Y al 17.
Solucidon: Sea I un ideal de O tal que 6 € I, entonces (6)O C I. Por lo tanto I es cualquier
ideal que aparece en la factorizacién de (6)O. Tenemos

(6) = (2)(3) = p2psas.

Por lo tanto I € {07p27p37 q37p%7p2p37p2q37p3q37p§p37pgq37p2p3q37pgp3q3 = <6>O}
Para el caso de 17 hemos de descomponer el ideal (17)O. Como f 7 (x) = 2* (mod 17), por lo

tanto
(17)0 = (17, V=17)* = (V-17)* = pi,
Si I es un ideal de O tal que 17 € I entonces I € {O, p17,p3, = (17)O}.

Calcular el niimero de clase de Q(1/—17).

Solucion: Hemos obtenido en el apartado (f) que cualquier ideal de O es equivalente a uno de
los siguientes: O, po, p3, q3. Veamos en primer lugar que pso, p3, g3 no son equivalentes a O.
Para ello basta con ver que si p es cualquiera de estos tres ideales, entonces no es principal. Sea
a € O tal que (a)O = p, entonces [Ng(,/=17)(a)| = Ng(/=17)(p) = 2 6 3. Pero hemos visto en
el apartado (c) que no hay elementos de norma 2 ni 3. Por lo tanto ninguno de estos ideales es
equivalente a O. Asi obtenemos

2 < hory=my <4
Veamos que py no es equivalente a ps3. Si pa ~ p3, entonces p2 = (2)O ~ pops. Asi se tendria que
paps es principal. Sea o € O tal que (a)O = pap3, entonces | Ny =17) ()| = Ng(,/=17)(P2p3) =
No (=7 (p2) No(y=17)((p3) = 2 - 3 = 6. De forma andlogo al apartado (c) se demuestra que no
hay elementos de norma 6. Por lo tanto py » p3, de forma andloga ps ~ q3. Asi:

3 < homm) <4



(2)

Utilizando que (2)O = p3 se tiene que [py] tiene orden 2 en Hg/—57). Asi que 2|hg(,—7)-
Concluyendo

ho=im) =4
De aqui se deduce que p3 ~ g3

(j) Determinar la estructura del grupo de clase de Q(v/—17).
Solucion: Hemos visto que el orden de Hg, /=17 es 4. Por lo tanto

Moyt = Z/2Z X ZJ2Z 6 AL

En el apartado (f) vimos que (3)O = p3q3 y en el (i) hemos obtenido p3 = q3 por lo tanto el orden
de [p3] es mayor que 2 y es par ya que hg(/=17) = 4 por lo tanto ha de ser 4. Asi que concluimos

Determinar las soluciones enteras de la ecuacién diofantica C : y? 4 17 = 3.

Solucion: Factorizando C' obtenemos (y++/—17)(y —+/=17) = 2°. Esto indica que hemos de trabajar
sobre el cuerpo cuadratica Q(v/—17) cuyo anillo de enteros es O = Z[/—17].

Vamos a trabajar con ideales. Sea p C Z[v/—17] ideal primo tal que p divide a (y + /—17) y a
(y — v/—17). entonces dividira a la resta: (2¢/=17) = p,2p17. Asi p =po 6 p = p17.

Supongamos p = py, entonces p? | (y +/—17)(y — /—17) = (z3) = (z)3. Por lo tanto 2|z. Es decir,
z = 0(mod 2) y mirando en la ecuacién obtenemos y = 1 (mod 2). Ahora mirando la ecuacién
modulo 4 se tendria 2 = 0 (mod 4). Asi que p = py7.

Tenemos (y++/—17) = p¥.q donde q C O ideal primo con p7. Conjugando obtenemos (y — /—17) =
ﬁ]f7ﬁ = p¥.q ya que p;; = p17. Como el tnico ideal primo que puede dividir a (y + /—17) y
(y —/—17) es py7, tenemos que ¢ y q son primos entre si. Asi que tenemos

(2)* = (y + V=1T){y — V-17) = pizq@.

Utilizando que hay factorizacién tnica en ideales de O tenemos

Q

2k =0 (mod 3) es decir, k = 0 (mod 3)
g=1% dondetr C O ideal.

Agrupando tenemos que existe un ideal s C O tal que (y + +/—17) = s3. Por lo tanto el orden de [s]
en Hy(,/=17) divide a 3. Por otro lado dicho orden ha de dividir a hg,/=17) = 4. Asi obtenemos que s

es principal, por lo tanto existe & = a+by/—17 € O tal que (y ++/—17) = (?*). Con lo que tenemos
Y+ V=17 = u(a + bv/—17)* donde u € U(O) = {£1}.
Como las unidades son cubos podemos incluirla dentro y tenemos el sistema:

y = a®—5lab?
1 = b(3a® — 170%)

De la segunda ecuacién obtenemos que o bien b = 1y 3a>—17b*> = 1, o bien b = —1 y 3a®>—170*> = —1.
Es decir, a®> = 6 6 3a*> = 16. Pero entonces a ¢ Z. Por lo tanto este sistema no tiene solucién. Asi
que nuestra ecuacion diofantica no tiene soluciones enteras. Es decir:

C(z)=0.



