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Consideremos f una funcién analitica univalente
(inyectiva) en el disco unidad D.
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Consideremos f una funcién analitica univalente
(inyectiva) en el disco unidad D.
Por ejemplo f una funcién de Mdbbius,

f2) = az+ 3

- 5 — .
pony S 8 # 0

Satisface que

[f(a) = )] = la = b]/[f(a)|f'()].

Es decir, sabemos exactamente qué tan grande es la
distancia entre dos puntos de la imagen en términos de
la distancia euclideana y la derivada en dichos puntos.
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¢, QUé es un teorema two-point distortion?
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¢, QUé es un teorema two-point distortion?

Estimar | f(a) — f(b)| para a y b en D, pero en términos de la
distancia euclideana o hiperbdlica de a y b, y la derivada
de f en dichos puntos.
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La distancia hiperbdlica entre a y b en D estd dada por:
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La distancia hiperbdlica entre a y b en D estd dada por:

g

X

d(a,b) = tanh~(p(a,b)) = ~ log (

: 1+p(a,b)>7

1- p(a, b)
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La distancia hiperbdlica entre a y b en D estd dada por:

g

X

donde
a—>

1—abl|’

pla,b) =
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C. Blafter (Comment. Math. Helv. 1978) prueba que, si f
es univalente, entonces
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C. Blafter (Comment. Math. Helv. 1978) prueba que, si f
es univalente, entonces

@) — F)2 > sinh?(2d(a, b))

a)? 2y
> S{cosh(dd(a,p))) @)+ EEY)

R(z) = (1 = [z)|f'(2)].
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Si consideramos una subclase de las funciones
univalentes, tales como las funciones convexas, esto es,
funciones que mapean conformemente D en un dominio
convexo del plano complejo.
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Si consideramos una subclase de las funciones
univalentes, tales como las funciones convexas, esto es,
funciones que mapean conformemente D en un dominio
convexo del plano complejo.

Kim & Minda (PJM 1994) prueban para f(D) convexo que

- tanh(d(a,b))

[f(a) = f(b)] = 5 (R(a) + R(b)).
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Sea f localmente univalente (f' # 0), se define la
derivada Schwarziana como:
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Sea f localmente univalente (f' # 0), se define la
derivada Schwarziana como:

NAVNEYIAY
Sf_(f’) 2<f'>‘
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Sea f localmente univalente (f' # 0), se define la
derivada Schwarziana como:

NAVNEYIAY
Sf_(f’) 2<f'>‘

oaz+
vz 46

Sabemos que

Sf=0< f(z) =
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Sea f localmente univalente (f' # 0), se define la
derivada Schwarziana como:

NAVNEYIAY
Sf_(f’) 2<f'>‘

oaz+
vz 46

Nehari (BAMS1949) demuestra que

ISFIl = sup [Sf(2)I(1 — [2[*)? < 2
zeD

Sabemos que

Sf=0< f(z) =

entonces f es univalente.
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Chuaqui & Pommerenke (PJM 1999) muestran que
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Chuaqui & Pommerenke (PJM 1999) muestran que

ISFI <2 & |f(a) = f(b)] = d(a,b)v/ R(a)R(D).
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Chuaqui & Pommerenke (PJM 1999) muestran que

ISFI <2 & |f(a) = f(b)] = d(a,b)v/ R(a)R(D).

Ma, Mejia, & Minda (CAOT 2014) prueban que
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Chuaqui & Pommerenke (PJM 1999) muestran que

1Sfll <2« |f(a) = f(b)] = d(a,b)\/ R(a)R(D).
Ma, Mejia, & Minda (CAOT 2014) prueban que

sinh (d(a,b)v/1 — 1)

1SF <2t = [f(a) = f(b)] = N

R(a)R(b).
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¢, Cudl es la situacion para la derivada Pre-Schwarziana?

Rodrigo Herndndez Two-point distortion theorems



¢, Cudl es la situacion para la derivada Pre-Schwarziana?

Sea f localmente univalente, se define Pf como:
"

Pf=p
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¢, Cudl es la situacion para la derivada Pre-Schwarziana?

Sea f localmente univalente, se define Pf como:

Pf=p

J. Becker (Crelle’s 1972) demuestra que

|Pf|| = sup |Pf(2)|(1 - |2|*) < 1= f univalente.
zeD
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¢, Cudl es la situacion para la derivada Pre-Schwarziana?

Sea f localmente univalente, se define Pf como:

Pf=p

J. Becker (Crelle’s 1972) demuestra que

|Pf|| = sup |Pf(2)|(1 - |2|*) < 1= f univalente.
zeD
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Sea f localmente univalente deinida en D, normalizada
con f(0) =0y f'(0) = 1. Se define su orden como:

ord(f) = a = i:gi '(1 1) o
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Sea f localmente univalente deinida en D, normalizada
con f(0) =0y f'(0) = 1. Se define su orden como:

ord(f) =a = sup1 '(1 — \z|2)
zeD 2

También se puede escribir de la siguiente manera:

ord(f) = a = sup|az(fa)|,
a€hD

/ (1Zjaaz> — /)
(1—lal?)f'(a) ~

donde

fa(z) =
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Asi, aplicando la conocida férmula del crecimiento de
estas funciones, esto es,

() =) zven= 5, (- (151)):
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Asi, aplicando la conocida férmula del crecimiento de
estas funciones, esto es,

2 (F5) 1) 2wz (- (50) )

lo cual es equivalente, en términos de la métrica
hiperbdlica, a

L (exp(20d(z,0)) — 1) > [(2)] >

50 (1 — exp(—2ad(z,0))),

&

a la funcién f, tfenemos que
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Asi, aplicando la conocida férmula del crecimiento de
estas funciones, esto es,

1 [((1+]7] 1 1—]2[\*
- I > — (1= —=
o ((1501) 1) zven=g, (- (153) ).
lo cual es equivalente, en términos de la métrica
hiperbdlica, a

oo (©p(2ad(z,0)) = 1) > |f(2)] > 5 (1~ exp(~2ad(=,0))),
a la funcién f, tfenemos que
7(a) ~ FO)] > (1 — exp(~2ad(a, ) max{ R(a), R(b)}.
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No es dificil probar que si f satisface el criterio de Becker,
entonces su orden es menor o igual a 3/2.
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No es dificil probar que si f satisface el criterio de Becker,
entonces su orden es menor o igual a 3/2.

De esta manera obtenemos que

Fla@) — £(0)] > L= EPCINED) (), R,

donde R(z) = (1 — |2[*)|f'(2)].
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No es dificil probar que si f satisface el criterio de Becker,
entonces su orden es menor o igual a 3/2.

De esta manera obtenemos que

Fla@) — £(0)] > L= EPCINED) (), R,

donde R(z) = (1 — |2[*)|f'(2)].

¢{QUé pasassi f es una funcidn armodnica compleja?
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Funciones arménicas complejas

2

Sea f = u + v tales que Au = Av = 0, es decir 868 = 0.
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Funciones arménicas complejas

2
Sea f = u + v tales que Au = Av = 0, es decir 868 = 0.
Salvo por constante aditiva, existen Unicas h y g analiticas

tales que
f=h+g
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Funciones arménicas complejas

2
Sea f = u + v tales que Au = Av = 0, es decir 868 = 0.
Salvo por constante aditiva, existen Unicas h y g analiticas

tales que
f=h+g

Podemos ver que el jacobiano de f estd dado por
Ty =W =g
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Funciones arménicas complejas

2
Sea f = u + v tales que Au = Av = 0, es decir 0 ff = 0.
020%
Salvo por constante aditiva, existen Unicas h y g analiticas

tales que

f=h+g
Podemos ver que el jacobiano de f estd dado por
Ty =W =g

Lewy (BAMS 1936) prueba que f es localmente
univalente siy s6lo si Jy # 0.
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Funciones arménicas complejas

2
Sea f = u + v tales que Au = Av = 0, es decir 0 ff = 0.
020%
Salvo por constante aditiva, existen Unicas h y g analiticas

tales que

f=h+g
Podemos ver que el jacobiano de f estd dado por
Ty =W =g

Lewy (BAMS 1936) prueba que f es localmente
univalente siy s6lo si Jy # 0.

Consideraremos f que preserva la orientacion, esto es
Jy > 0. Esto implica que 1’ # 0 y la segunda dilatacion
complejaw =¢'/h' : D — D.
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Funciones arménicas complejas

Duren, Hamada & Kohr (TAMS 2011) prueban que si
f = h + g es univalente, enfonces
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Funciones arménicas complejas

Duren, Hamada & Kohr (TAMS 2011) prueban que si
f = h + g es univalente, enfonces

f(a) = f(b)] = %(1 — exp(—4d(a, b)) max{ R(a), R(b)}.
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Funciones arménicas complejas

Duren, Hamada & Kohr (TAMS 2011) prueban que si
f = h + g es univalente, enfonces

f(a) = f(b)] = %(1 — exp(—4d(a, b)) max{ R(a), R(b)}.

Ahora
R(z) = (1= [zP)(IN'(2)] = |g'(2)])-
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Pre-Schwarziana y Schwarziana para f = h + g.

Sea f = h + g una funcidn que preserva la orientacion.
M.J. Martfin & RH (JGA 2015) definen las derivadas
Pre-Schwarziana y Schwarziona como:

Rodrigo Herndndez Two-point distortion theorems



Pre-Schwarziana y Schwarziana para f = h + g.

Sea f = h + g una funcidn que preserva la orientacion.
M.J. Martfin & RH (JGA 2015) definen las derivadas
Pre-Schwarziana y Schwarziona como:

h// ch'

0
pr="" Y Daegy).
Y 1—|wlz2 02 o8 (/)

0 Lp L@ (N 3 WE
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Pre-Schwarziana y Schwarziana para f = h + g.

En este mismo trabagjo se prueba el criterio de Becker
para esta Pf, esto es:
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Pre-Schwarziana y Schwarziana para f = h + g.

En este mismo trabagjo se prueba el criterio de Becker
para esta Pf, esto es:

2/ ()1~ [2?)
- w@E

entonces f es univalente. La constante 1 es éptima.

(1= [2l*)[=Pr(2)] +
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Pre-Schwarziana y Schwarziana para f = h + g.

Teorema (Bravo, Venegas, & RH 2022)
Si f satisface el criterio de Becker, entonces

[f(a) = F(b)| = 3 (1 — exp(=3d(a, b)) max{R(a), R(b)}.
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Pre-Schwarziana y Schwarziana para f = h + g.

Teorema (Bravo, Venegas, & RH 2022)
Si f satisface el criterio de Becker, entonces

[f(a) = F(b)| = 3 (1 — exp(=3d(a, b)) max{R(a), R(b)}.

Proof.

Para cada A en el disco, se tiene que ) = h + \g
satisface el criterio de Becker.

Rodrigo Herndndez Two-point distortion theorems



Pre-Schwarziana y Schwarziana para f = h + g.

Teorema (Bravo, Venegas, & RH 2022)
Si f satisface el criterio de Becker, entonces

[f(a) = F(b)| = 3 (1 — exp(=3d(a, b)) max{R(a), R(b)}.

Proof.

Para cada A en el disco, se tiene que ) = h + \g
satisface el criterio de Becker.

3
Entonces se puede probar que el orden de ¢, es 5"
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Pre-Schwarziana y Schwarziana para f = h + g.

Teorema (Bravo, Venegas, & RH 2022)
Si f satisface el criterio de Becker, entonces

[f(a) = F(b)| = 3 (1 — exp(=3d(a, b)) max{R(a), R(b)}.

Proof.

Para cada A en el disco, se tiene que ) = h + \g
satisface el criterio de Becker.

3
Entonces se puede probar que el orden de ¢, es 5"

Por GHtiMo, f(a) — £(b) = h(a) — h(b) + (g(a) — (b)) =
h(@) = h(b) + A(g(a) — g(b)) = @x(a) — wa(b). =
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Pre-Schwarziana y Schwarziana para f = h + g.

Teorema (Bravo, Venegas, & RH 2022)
Si f satisface el criterio de Nehari, entfonces

|f(a) = f(b)| = d(a,b)/ R(a)R(b).
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Pre-Schwarziana y Schwarziana para f = h + g.

Teorema (Bravo, Venegas, & RH 2022)

Si f satisface el criterio de Nehari, entfonces

|f(a) = f(b)| = d(a,b)/ R(a)R(b).

Si f satisface || Sf|| < eo. entonces || Sy, || < 2.
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Pre-Schwarziana y Schwarziana para f = h + g.

Teorema (Bravo, Venegas, & RH 2022)
Si f satisface el criterio de Nehari, entfonces

|f(a) = f(b)| = d(a,b)/ R(a)R(b).

Proof.
Si f satisface ||Sf|| < 9. entonces ||Spa|| < 2.

Aligual que antes, se usa el feorema conocido de
two-point distorfion para funciones en la clase de
Nehari. O

Rodrigo Herndndez Two-point distortion theorems



Pre-Schwarziana y Schwarziana para f = h + g.

Chuaqui & RH (UMAA 2007) prueban que si h mapea
conformemente el disco unitario en un dominio convexo,
entonces f = h + g es univalente.
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Pre-Schwarziana y Schwarziana para f = h + g.

Chuaqui & RH (UMAA 2007) prueban que si h mapea
conformemente el disco unitario en un dominio convexo,
entonces f = h + g es univalente.

Teorema (Bravo, Venegas, & RH 2022)

Si h es convexa (h es convexa), entonces f = h+g
satisface que

£(@) = F(B)] > (1 — |[w]|oo) tanh(d(a, b)) (W) '
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Pre-Schwarziana y Schwarziana para f = h + g.

|f(a) = f(b)] > |h(a) — h(b)| — [g(a) — g(b)|.
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Pre-Schwarziana y Schwarziana para f = h + g.

o) - (N>W() h(b)| ~ lg(a) ~ g (b)]

(h=Y(w))
960 = 90 = | [ #0ae| = | [ £8 B aul,
dondeye]]))uneaconbyr h(vy).
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Pre-Schwarziana y Schwarziana para f = h + g.

\f(a) ()\>\h() h(b)] = lg(a) = g(b)].

(h=Y(w))
960 = 90 = | [ #0ae| = | [ £8 B aul,
dondeye]]))uneaconbyr h(vy).

Asi, tenemos que
lg(a) —g(b)| < Ileloo/F|dw| < |lwlloc|A(a) — h(b)|-
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Pre-Schwarziana y Schwarziana para f = h + g.

\f(a) ()\>\h() h(b)] = lg(a) = g(b)].

(h=Y(w))
960 = 90 = | [ #0ae| = | [ £8 B aul,
dondeve]]))uneaconbyr h(vy).

Asi, tenemos que
lg(a) —g(b)| < Ileloo/F|dw| < |lwlloc|A(a) — h(b)|-

Usando el teorema de two-point distortion para funciones
convexas, se obtiene el resultado.

Ol
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Pre-Schwarziana y Schwarziana para f = h + g.

Chuaqui & RH (UMAA 2007) prueban que si h es
c-linealmente conexay |w| < 1/c, entonces f es
univalente.
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Pre-Schwarziana y Schwarziana para f = h + g.

Chuaqui & RH (UMAA 2007) prueban que si h es
c-linealmente conexay |w| < 1/c, entonces f es
univalente.

Teorema (Bravo, Venegas, & RH 2022)

Si f = h + g es tal que h es una funcién normalizada
c-linealmente conexa tal que |w|« < 1/c, entonces

£(a) — ) > Tl

donde M(a,b) = max{Ry(a), Rn(b)}.

(1 — exp(—2ad(a,b)))M (a,b),
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Pre-Schwarziana y Schwarziana para f = h + g.

Problema Abierto

Sea h c-linealmente conexa. Esto significa que h(D) es un
dominio c-linealmente conexo, esto es, que para todo a y
b en el dominio, existe una curva v que une estos puntos y
que satisface que ¢, < cla — b|.
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Pre-Schwarziana y Schwarziana para f = h + g.

Problema Abierto

Sea h c-linealmente conexa. Esto significa que h(D) es un
dominio c-linealmente conexo, esto es, que para todo a y
b en el dominio, existe una curva v que une estos puntos y
que satisface que ¢, < cla — b|.

¢, Cudl es el orden de éstas funciones?
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Pre-Schwarziana y Schwarziana para f = h + g.

Problema Abierto

Sea h c-linealmente conexa. Esto significa que h(D) es un
dominio c-linealmente conexo, esto es, que para todo a y
b en el dominio, existe una curva v que une estos puntos y
que satisface que ¢, < cla — b|.

¢, Cudl es el orden de éstas funciones?

¢, Cudl es el teorema de two-point distortion?
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