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NUMEROS

Problema 1 Sea p un niimero primoy a€ Z. Si a no es multiplo de p, demuéstrese que

(@ a”’ — aP es divisible por p;

(b) Para p > 2, (a+ p)” y aP son congruentes médulo p?, pero no médulo p3. ;Qué ocurre
sip=22?

SOLUCION. Para dos niimeros naturales m, n, denotemos por (m, n) su maximo comun
divisor. Siendo p primo, tenemos (a, p) € {1, p}. Puesto que a no es un multiplo de p, se
sigue que (a, p) = 1y, por tanto, también (a”, p) = 1. Por el pequeiio teorema de Fermat,
concluimos que

(aP)P = aP (mod p);

es decir, p | a” —aP.

(b) El pequeno teorema de Fermat es inutil aqui, ya que s6lo nos permite concluir que
(a+ p)P y a” son congruentes moédulo p y nada mas. Por eso, para p > 2, utilizaremos la
férmula binomial de Newton:

(a+p)f-af = (i’)a”_lp+(§)a”_2p2+...+(g)a”_3p3+...+(plzl)app_1+pp

— pZap—l +Np3 ,

’29 ) = ppT_l es divisible por p, siendo éste un nliimero natural
y siendo p y 2 nameros coprimos (lo que implica 2 | (p — 1)). Los demaés términos son todos
obviamente divisibles por p?, ya que p = 3.
Lasuma p?aP~'+ Np? es claramente divisible por p?, pero no por p3,yaque (a”~!,p) = 1.
En el caso p =2, el nimero a tiene que ser impar y, por lo tanto, tenemos (a + p)P —a” =
(a+2)?-a?=4(a+1), que es divisible por 8 = p>. m

ya que el coeficiente binomial (



Problema 2 Demostrar que los polinomios XP + YP y (X + Y)P son iguales en el anillo de
polinomios 7, X, Y] para p primo.

SOLUCION. Por un razonamiento parecido al del apartado (b) del ejercicio anterior, todos
los coeficientes binomiales

p) i=1,2,...p—1
(] ;] y &y p ’

son divisibles por py en Z, se tiene: np = 0; por consiguiente,
p-l ; ;
(X+Y)P=XP+Y ( ’]? )XJ YPI 4 YP = XP 4+ YP
j=1

enZ,[X,Y].

iOjo! El grado de un polinomio no se puede reducir ni por el teorema de Fermat ni por
ningln otro razonamiento. Si X es una variable, entonces X” # X (esto es solamente cierto
para los valores de X cuando éste es un elemento de Z,). En estos dos casos concretos, los
polinomios considerados ya no se pueden simplificar mas. m

Problema 3 Denotemos por ¢ la funcion de Euler. Sean p, q dos primos distintos y m, n dos
ntimeros naturales cualesquiera. Calctilese el valor de p(p™q").

SOLUCION. Recordemos que para k € N, k = 2, ¢(k) es el cardinal del subconjunto de
{1,2,...,k—1} formado por los nimeros coprimos con k. También conocemos la propiedad
multiplicativa de ¢ (vista en clase): ¢ (kl) = @ (k)@(l) para (k,I) = 1. Asi pues,

(P q" =p(p™eq")

y el problema se ha reducido a hallar ¢ (p™), el nlimero de coprimos con p’” entre los ntime-
ros k tales que 1 < k < p". Considerando el conjunto complementario (de los ntimeros que
tienen algun divisor comtn > 1 con p), nos damos cuenta que éste consiste precisamente
en los niimeros divisibles por p y menores que p” = p"™~! - p, que son precisamente los de
la forma k- p, donde 1 < k < p™" 1. Por lo tanto, hay precisamente p”*~! —1 de esos, lo que
implica

|[{menores que p"'}| — |{menores que p™ y divisibles por p}|
(p"-D-(p" -1
— pm—l(p _ 1) .

p(p™)



La respuesta final es
e(p"q" =p" (p-1q" " (q-1).

POLINOMIOS

Problema 4 Estudiar la reducibilidad de los siguientes polinomios:
(@)6X+3enQ[X] yZ[X].

(b) 2% X5 +200X* — 7w X + v/3'9 en R[X].

SOLUCION. Recordemos: un elemento es reducible si se puede escribir como producto
de dos elementos de los que ninguno es una unidad (elemento invertible).

(@)Si6 X+3=P(X)Q(X),entonces 1 = gr(6X+3) =gr(P)+gr(Q).Porlotanto, gr(P) =1
y gr(Q) =0 6 al revés; se sigueque 6 X +3=a(bX+c),a, b,ceQ.ya, b#0. Entonces a es
invertible en Q. Conclusion: el polinomio es irreducible en Q[ X].

En Z[X] tenemos 6 X+3 =3 (2 X +1) yninguno de los polinomios P(X) =3, Q(X) =2X+1
es invertible en Z[X] (hay que comprobarlo para el segundo de ellos, pero es facil). Por lo
tanto, 6 X + 3 es reducible. jOjo con estos casos!

(b) Recordemos una proposicion vista en clase: un polinomio cuyos coeficientes son
reales siempre tiene las raices complejas emparejadas (las “verdaderas”, que no son niimeros
reales): z es una raiz si y sélo si z lo es. (Es imprescindible que los coeficientes sean reales;
conviene buscar contraejemplos en el caso de algiin coeficiente complejo). Pero nuestro po-
linomio es de grado cinco y debe tener 5 raices complejas. Por lo tanto, una de ellas seguro
que es real: a € R (puede ser que 3 de ellas, o las 5, sean reales.) Entonces el polinomio tiene
un factor X — a. Despues de dividirle por éste, se obtiene otro factor con coeficientes reales,
por lo cual nuestro polinomio es reducible. m

Problema5 Descompéngase el polinomio P(X) = X*+3X? + 4 en factores irreducibles en
QIX], R[X], C[X] y Z71X].

SOLUCION. Utilizaremos el viejo truco de representar P(X) como diferencia de cuadra-
dos:
P(X)=(X*+4X?+4) - X* = (X*+2* - X’ = (X*+2+ X)(X*+2-X).

Esta es la descomposicién en factores irreducibles en Q[X] y R[X] ya que los dos factores,
siendo polinomios cuadraticos sin raices en R, no pueden descomponerse més en ninguno
de esos anillos. Por supuesto, cada uno de ellos tiene dos ceros en C: los ceros de X2+ X+2



songyp=—-3+%
sicibn completa es

ﬁl

, mientras que X? — X + 2 tiene como raices E3/4 = % + % La descompo-

PX)=(X-e)(X-e2)(X—€3)(X—€4).

En Z; el polinomio X? + X + 2 tiene un cero: 3, que es doble:
X*+X+2=(X-3)(X+4) = (X-3)*=(X+4)?;

lo mismo sucede con X2 — X +2:
XP—X+2=(X-H(X+3)=(X-4*=(X+3)*.

Por lo tanto,
P(X)=(X-3)2(X-4)°=(X+4*X+3)°.m

Problema 6 ;Es reducible en Q[X] el polinomio P(X) = X* —2X3 +2X — 32 Justificar la res-
puesta.

SOLUCION. El polinomio es primitivo, por lo cual es reducible (o irreducible) simultanea-
mente en Q[X]y Z[X] (por el teorema de Gauss). Estudiaremos entonces su reducibilidad en
Z[X].

Es facil ver que P(X) no tiene ningun cero en Z: todas las posibles raices enteras tendrian
que ser divisores de 3 (que son 1, -1, 3, -3), pero ninguno de estos nimeros es una raiz de
P(X). Esto, por supuesto, no implica la irreducibilidad del polinomio (puede tener factores
cuadraticos), pero nos hace pensar en esa posibilidad.

Desafortunadamente, no se puede aplicar directamente el criterio de Eisenstein, a falta
de un primo p conveniente (ni con p =2 ni con p = 3 se cumplen las condiciones del teore-
ma). No obstante, recordemos que los polinomios P(X) y P(X + 1) son reducibles (o irredu-
cibles) simultaneamente (visto en clase). Por lo tanto, probaremos esta otra posibilidad, lo
que nos permite cambiar los coeficientes:

PX+D=X+D*-2X+1D3+2(X+1)-3=Xx*+2x3-2.

A este polinomio ya podemos aplicarle Eistenstein con p = 2: observamos que 2 | 2, 2 | (-2),
pero 22 |/(=2).
Conclusioén: P(X) es irreducible en Z[X] yen Q[X]. m

Comentario: si no funcionan los razonamientos con P(X), P(X + 1), también se puede
probar con P(X —1), P(X +2), etc., dependiendo del caso particular.



Problema 7 (a) Estudiar la reducibilidad de P(X) = X' —11 X + 45 en Q[X].
(b) Descomponer P(X) en factores lineales en Z5[X].

SOLUCION. (a) No funciona el razonamiento con P(X + 1), ya que el coeficiente inde-
pendiente que se obtiene no es divisible por 11. Sin embargo, funciona la misma idea con
P(X-1):

PX-D=x"-11) (-n'J ( : ) X/ +55.
j=2 Y
Todos los coeficientes binomiales son divisibles por 11, siendo éste un nimero primo. Por el

criterio de Eisenstein (con p =11), los polinomios P(X + 1) y P(X) son irreducibles.
(b) En Z5[X] tenemos

PX)=X"-X=XxX"-D=xX°-DX°+D)=XX-1)°(X+1)°,

otra vez debido a la propiedad de los coeficientes binomiales y nimeros primos. m

. . . . 2
Problema 8 ;Existe algiin a € R para el cual el polinomio P(X) = X° — wT“X3 +5a*X - 8a®
tiene un cero de orden exactamente 3?2 Razonar la respuesta.

SOLUCION. Para que P tenga un cero triple ¢, el mismo nimero c tiene que ser un cero do-
ble de la derivada P'(X) (por un teorema visto en clase; puede verse directamente, escribien-
do P(X) = (X-¢)3Q(X), donde Q(c) # 0, y considerando P'(X) = 3(X-¢)?Q(X)+(X—-¢)3Q'(X)
y luego P’(c)). Esto nos proporciona la condicién siguiente:

P'(X)=5X*-10a’ X% +5a* =5(X*-2a*X +a*) =5(X* - a®>)?* =5(X - a)*( X+ a)* =0.

Por lo tanto, hay dos posibles valores parac: c=ay c = —a.
En el primer caso tenemos

8 8
0=P(a) = §a5—8a3 = 5a?’(az—s) :

por lo tanto, a=0, a=v/3 6 a=—/3. En el caso a = 0 el polinomio P(X) tendria un cero de
orden 5, lo cual es imposible. Los dos casos restantes son posibles (jcomprobarlo!).
En el caso ¢ = —a tenemos

8 8
0=P(-a) = —§a5 +8a° = _§a3(a2 —-3)

y otra vez aparecen las mismas posibilidades - no hay nada nuevo que considerar.
La respuesta final es: para a = v/3 el polinomio P(X) tiene un cero triple X = /3, y, para
el valor a = —/3, también se tiene un cero de orden tres: X = —v/3. m



Problema 9 EI criterio de reduccion modulo p dice lo siguiente: si P(X) es un polinomi méo-
nico con coeficientes enteros, p es un niimero natural primo 'y P(X) es irreducible en 7 ,[X],
entonces P(X) es también irreducible en Z[X] (y, por tanto, tambieén en Q[X]).

(a) Demuéstrese que X* +5X + 12 es irreducible en Q[ X].

(b) Utilicese el mismo polinomio del apartado (a) para comprobar que si P(X) es reducible
en Z,[X], no se puede concluir lo mismo en Z[X] (es decir, el criterio de reduccion modulo p
nos es util si y solo si podemos obtener un polinomio irreducible después de la reduccion).
Hay que tener mucho cuidado con esto, ya que en muchos exdamenes se han visto “soluciones”
(incorrectas, por supuesto) de este estilo.

SOLUCION. (a) Aplicaremos el criterio de reduccién médulo 5 (primo). El polinomio se
convierte en X* + 2. Es facil ver que éste no tiene raices en Zs y, por tanto, no puede tener
factores lineales con coeficientes en Zs. Se deja al lector comprobar que cada una de las
posibles factorizaciones

X 42=(X?+aX+2)(X?’+bX+1), X*'+2=(X?’+aX-2)(X*’+bX-1)

(a, b € Z5) nos lleva a la contradiccion. Por consiguiente, el polinomio dado es irreducible en
Z5[X] y, por tanto, también en Z[X] y en Q[X]. (Obsérvese que 2 =1-2 = (1) - (—2) son las
tnicas factorizaciones de 2 en Zs, ya que en este caso —2=3etc)

(b) Reduciendo médulo 3, se obtiene X* +2X, un polinomio obviamente reducible; sin
embargo, el polinomio X* +5X + 12 es irreducible en Z[X] (demostrado en (a)). Ejemplos
semejantes a este se pueden construir para cualquier otro primo p.m

ANILLOS. IDEALES. CUERPOS

Problema 10 ;Son primos o maximales en Z[X] los ideales < X2 3> <X,3> y < X>?Expli-
car. También estudiar los cocientes Z[X]/ < X?,3>,Z[X]/ <X,3> yZ[X]1/ < X>. Decidir si son
dominios de integridad o cuerpos y si algunos de ellos pueden ser isomorfos.

SOLUCION. Primero demostraremos que el ideal < X?,3 > no es primo. Para ello, obser-
vemos que X>-9=1-X?-3-3e<X?3>y X?-9=(X-3)(X+3), pero que ninguno de los
polinomios X —3, X +3 pertenece al ideal < X 23> (y ninguno de ellos es una unidad del ani-
llo Z[X]). Por ejemplo, si X—3 pertenecieraa < X2 3> esto implicaria X—-3 = X2P(X) +3Q(X)
para algunos polinomios P(X), Q(X). Comparando los coeficientes, se puede ver facilmen-
te que P(X) tiene que ser identicamente cero, lo que nos deja con X —3 = 3Q(X) y esto es
una contradiccion, ya que los coeficientes de Q(X) son enteros (jescribir todos los detalles!).
Conclusion: < X2,3> no es un ideal primo y, por consiguiente, tampoco es maximal. Por un

6



teorema visto en clase, el anillo cociente Z[X]/ < X?,3> no es un dominio de integridad (por
lo tanto, no es un cuerpo).

Veremos ahora que < X,3> es un ideal maximal. Para ello, observemos que < X > es un
ideal en el anillo < X,3 > (que a la vez es un ideal del anillo Z[X]). Por el Segundo Teorema
de Isomorfia para los anillos, tenemos

ZIX]I <X,3>= (ZIX]] <X>)/(<X,3>/<X>);

pero Z[X]/ < X >= Z (las clases en el anillo cociente son ay+ a1 X +...+ a, X" = ay, ya que
X = 0; un isomorfismo entre Z[X]/ < X > y Z viene dado por ¢(ay+ a1 X +...+ a,X") =
p(ap) = ap) y <X,3>/ <X >= 3Z (puesto que todos los polinomios son del anillo Z[X];
el isomorfismo es parecido al ¢ anterior). Por lo tanto,

ZIX]I <X,3>=7/32)= 73

y éste es un cuerpo. Por lo tanto, el ideal < X,3> es maximal.

Ya sabemos que Z[X]/ < X >= Z (dominio de integridad, pero no cuerpo) y, por tanto,
< X > es un ideal primo y no es maximal. También lo podiamos haber comprobado directa-
mente: < X>c<X,3> (si P(X) e<X>, entonces P(X) = XQ(X)=XQ(X)+0-3e<X,3>)y
<X>#<X,3> (por ejemplo, 3 <X >), lo que nos dice que existe un ideal mas grande que
<X >. Luego < X > es primo, ya que si P(X)Q(X) = XR(X) con P, Q no invertibles (es decir,
P, Q # £1), facilmente se deduce que X | P(X) 6 X | Q(X).

Las propiedades “ser un dominio de integridad” y “ser un cuerpo” son preservadas por
los isomorfismos de anillos. Puesto que tenemos un anillo cociente que no es un dominio
de integridad (ni un cuerpo), otro que es un dominio de integridad, pero no cuerpo, y un
tercero que es un cuerpo, es evidente que no puede haber dos de ellos isomorfos entre si.

Comentario: el caso de Z[X] es muy distinto de Q[X]: siendo @ cuerpo, todos los idea-
les en Q[X] son principales (generados por un elemento) - visto en clase. Luego, a cualquier
ideal de Q[X] que contenga una constante, necesariamente le tiene que pertenecer el ele-
mento 1, por lo cual el ideal es igual a Q[ X]. m

Problema 11 (a) ;Son isomorfos los cuerpos Q[v/14] y Q[v/'15]? Justifiquese la respuesta.
(b) Demiiestrese que
I= {14m+n\/ﬁ: m,neZ,}cZ[\/ﬁ]

es un ideal del anillo Z[v/14]. ¢Es principal o no? (Busquese el razonamiento mds sencillo
posible.)
(c) ;Cudntos ideales distintos tiene el anillo Q[v/14]?



SOLUCION. (a) La respuesta es NO. Supongamos que si. Sea ¢ : Q[v/14] — Q[v/15] un iso-
morfismo. Entonces sabemos que ¢(1) = 1. Por lo tanto, 14 = ¢(14) = ¢((v/14)?) = (¢(v/14))?
por las propiedades bdsicas de isomorfismos. Sea (p(\/ﬁ) =a+bv15,donde a, b € Q. En-
tonces se sigue

14 = (a+bV15)* = 2abV15 =14 - a* - 15b°

y esto es imposible: si a, b # 0, entonces V15 € Q (contradiccién); si a = 0, entonces 14 =
15b2, 1o cual es imposible (b € Q), etc.

(b) Para ver que I es un ideal, hace falta comprobar que para todo r, s € I y para todo
x € Z[/14] se cumplen las condiciones r — s € I y rx € I (jy nada mds!). Luego hay que ver
que estéd generado por un solo elemento. Hay una manera rapida de verlo todo a la vez: un
elemento cualquiera de I puede escribirse de la forma siguiente:

1dm+nvi1d=v14d(n+ mv14).
Puesto que n + mv/'14 es un elemento tipico del anillo Z[v/14], se sigue que

I={V14a: acZ[V14]} =<V14>,

el ideal generado por v/14. Por definicién, I es un ideal principal en Z[v/14].

(c) Siendo K = Q[v/14] un cuerpo, tiene solamente dos ideales: {0} y K. (Si ] c K es un
ideal # {0} de un cuerpo K, existe un x € K, x # 0; entonces x e Ky, porlo tanto, 1 = x1xe
I, 1o que implica I = K.) Esto significa, por ejemplo, que el “ideal” definido por

I={14g+1rV14: q,1r € Q}
es lo mismo que Q[v/14].m

Problema 12 Hallar todos los posibles automorfismos del anillo Z[v/3] y comprobar que lo
son.

SOLUCION. Sea ¢ : @[\/5] — @[\/5] un automorfismo. Ya sabemos que ¢(1) = 1 es cierto;
aplicando esta propiedad, obtenemos 3 = ¢(3) = ¢((v/3)?) = (¢(v/3))%. Sea ¢(v/3) = a+ bV/3,
donde a, b € Z. Entonces se sigue

3=(a+bV3)? = 2abV3=3-a*--3b* = ab=0, a*+3b*>=3.

Puesto que la hipotesis b = 0 facilmente se reduce al absurdo, se deduce que a =0y b =
+1. Por lo tanto, los tnicos candidatos para ser la imagen de v/3 son ++v/3. Por lo tanto, )
s6lo puede ser una de las aplicaciones dadas por ¢(v/3) = V3 (= @(a+bv3) = a+bV3)y
»(V/3) = —V3 (= ¢(a+ bV3) = a— b\v/3) respectivamente. Es facil (e importante) comprobar
que ambas aplicaciones son automorfismos de verdad. m



Problema 13 (a) En los anillos Z, Z[X], Z[\/3], ses cierto que todo ideal principal también es
primo?
(b) Verificar que
I={8m+nv3: mnezcZ[V3]

es un ideal primo del anillo Z [v/3].

(c) Demostrar rigurosamente que Z[v/3]/1 = Z3 y concluir que, de hecho, I es maximal.

SOLUCION. (a) Evidentemente, el ideal <6> en Z es principal y no es primo, ya que 6 €<
6>, 6 =2-3 y ninguno de los nimeros 2, 3 le pertenece.

(b) Sean a + bv/3, ¢ + d+/3 € Z[v/3] dos elementos con la propiedad (a+ bv/3) (c+dv/3) €
I. Entonces existen m, n € Z tales que (a + bv3) (c + dv/3) = 3m + nv/3. Desarrollando el
producto, se obtiene 3m + nv3 = (ac+3bd) + (bc + ad) V3. Igualando los coeficientes, se
obtiene 3m = ac +3bd 6 ac = 3(bd — m). Se sigue que 3|ac y, siendo 3 un namero primo,
o bien 3|a 6 3|c. Por lo tanto, al menos uno de los elementos a + bv/3, ¢ + dv/3 pertenece al
ideal I, lo cual demuestra que I es primo.

(c) Definamos la aplicacion

F:7Z[V3]—Z3, F(m+nv3)=m (mod3).

Hace falta comprobar que F es un homomorfismo sobreyectivo cuyo nucleo es N(F) = I. Por
el primer teorema de isomorfia se tiene

ZIV3]/ <I>=Z[V3]/N(F) = Z;

y, por lo tanto, Z[v/3]/ <I> es un cuerpo, lo que implica la maximalidad del ideal . m

Problema 14 Recordemos que un elemento a de un anillo A se denomina nilpotente si a # 0
ya =0 para algiin n € N. Demostrar que, si A es un anillo conmutativo, a € A es nilpotente y
u € A es una unidad (esto es, un elemento invertible), entonces u— au también es una unidad.

SOLUCION. Primero, u—au = u(1—a) y para demostrar que éste es una unidad, solamente
hace falta demostrar que 1 —alo es (el producto de dos unidades siempre es invertible). Para
ver eso, observemos que (por una férmula elemental) a” = 0 implica

1=1-d"=0-aQ+a+d*+...+a" ).

n-1

Esto nos dice que ambos 1 —ay 1+a+a?+...+a" ! son unidades.

Pregunta: ;dénde hemos utilizado la conmutatividad? m



GRUPOS. SUBGRUPOS NORMALES. CENTRO

Problema 15 Si G es un grupo de orden par, demostrar que el niimero de sus elementos de
orden 2 es impar.

SOLUCION. Los elementos de G pueden dividirse en dos clases disjuntas: Q = {x € G :
x*#e}yG\Q.SixeQ,entonces x # x ' y o(x~!) # 2. Por lo tanto, los elementos de Q van
emparejados: x con x~!; es decir, hay un ntimero par de ellos. Se sigue que el niimero de
elementos en x € G\ Q (para los cuales x> = e) también es par. De todos ellos, solamente
x = eno es de orden 2. Conclusion: G contiene un nimero impar de elementos de orden 2. m

Problema 16 Sin €N y G tiene un tinico elemento a de orden n, demostrar que a € Z(G) y
n = 2. Después hallar un ejemplo de G infinito en el cual hay exactamente un elemento de
orden 2.

SOLUCION. Recordemos que siempre es cierto o(a) = o(xax™!) para cualquier x € G.
Puesto que a es el iinico elemento en G de orden 7, tenemos que a = xax~' para todo x € G;
es decir, a € Z(G). Supongamos n > 2. Entonces existeun me Ntalquel<m<ny (m,n) =1
(por ejemplo, sea m el primer nimero primo entre 1y n). Por una férmula vista en clase te-
nemos:

o(a™ = =n=o(a);

(n, m)
pero a™ # a, yaque 1 < m < n = o(a), lo que contradice la hipétesis del problema. Se sigue
que n=2.
Ejemplo: sea G = Z & Z, (suponiendo las operaciones aditivas habituales en Z y Z5). Es
facil comprobar que a = (0,1) es el tinico elemento en G de orden 2. m

Problema 17 Sea G un grupo (no necesariamente finito) con neutro e y N < G de indice n.
Supongamos que x € G y x"" = e, donde (m, n) = 1. Demostrar que x € N.

SOLUCION. Siendo N un subgrupo normal, el conjunto G/N = {gN : g € G} (con la ope-
racion dada por xN yN = xyN, como siempre) tiene estructura de grupo. Consideremos su
elemento xN. Observando que (xN)” = xN = eN = N (el neutro en G/N, obtenemos la
conclusion de que o(xN)|m. Por el teorema de Lagrange o(xN)||G/N| =[G : N] = n. Por lo
tanto, o(xN)|(m, n) = 1; es decir, xN es el neutrode G/N: xN =N, conlocual xe N.m

Problema 18 Sea G un grupo, H, N < G y[G: N] =2. Demostrar que HN N < H.
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SOLUCION. Primero, un criterio conocido nos dice que N <G, porque N un subgrupo de
indice 2. Luego, por un resultado visto en clase, H < Gy N <G implica HN N < H.

Repasemos la demostracion del segundo hecho mencionado. Comprobaremos que iZ(HN
N)h™! < (Hn N) para todo h € H. Por la inclusién trivial Hn N < H tenemos h(HNN)h™! c
hHhKh™!. Puesto que N es un subgrupo normal de G, tenemos también h(HNN)h™! c hNh~! c
N paratodo h € H. Ahorabien, h(HNN)h~' c Hy h(HNN)h~! ¢ Nimplican h(HNN)h ™! c
HNnN.m

Problema 19 Si G es un grupo con centro Z(G) y el grupo cociente G/ Z(G) es ciclico, demos-
trar que G es abeliano.

SOLUCION. Por las hipétesis, existe un a € G tal que todo elemento del grupo G/ Z(G) es
de la forma a*Z(G), para algtin k € Z.

Sean x, y € G dos elementos cualesquiera; queremos demostrar que xy = yx. Para ello,
observemos que x = xe € xZ(G) y, por lo tanto, x = a™ g para algin me Zy g € Z(G). De
manera similar se obtiene y = a” h, para algin n € Zy h € Z(G). Ahora es facil comprobar lo
que queriamos:

xyIamganh:amangh:anamhg:anhamg:yx
(puesto que g, h € Z(G)).

(Comentario: este resultado es muy util e importante y conviene conocerlo y saber usar-
lo; més adelante veremos sus aplicaciones en otros problemas.) m

Problema 20 Demostrar que si G no es abeliano y tiene orden p> (p es un niimero primo),
entonces Z(G) tiene orden p.

SOLUCION. Puesto que Z(G) < Gy Z(G) # G, por el teorema de Lagrange tenemos | Z(G)| =
1, p, 6 p°.

El Gltimo caso queda excluido enseguida: si Z(G) fuese un grupo de orden p?, el gru-
po cociente G/ Z(G) tendria p elementos y, por consiguiente, seria ciclico. Por el problema
anterior, esto es imposible, ya que G no es abeliano.

Un resultado visto en clase (un corolario de la ecuacién de las clases de conjugacion)
dice lo siguiente: el centro de un p-grupo finito (es decir, de un grupo de orden p”, p primo,
n # 0) no puede ser trivial. Por lo tanto, el caso |Z(G)| = 1 también es imposible.
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(Para hacer esta solucién més completa, repasemos rapidamente la demostracién del
hecho mencionado arriba. La ecuacion de las clases de conjugacion es, en este caso:

n
p’=1Gl=1Z(G)|+)_[G:Cglai],
i=1
donde la suma contiene exactamente un elemento a; de cada clase de conjugacion Cg(a;) =
{x € G: xa; = a;x}. Pero todas las clases son subgrupos de G. Siendo G un p-grupo, para cada
i ambos nimeros |Cg(a;)| y [G: Cg(a;)] son divisores de |G| = p>. Esto implica que

n
1Z(G)| =G| -} [G: Cglap)]
i=1
también tiene que ser divisible por p, pues no puede ser = 1.)
Conclusion: el tnico caso posiblees | Z(G)|=p.m

Problema 21 Sea G un grupo finito tal que el indice de Z(G) es un divisor de 15. Demostrar
que G es conmutativo.

SOLUCION. Por hipétesis del problema, [G : Z(G)] € {1,3,5,15}. Analizaremos los cuatro
Casos.

El caso [G: Z(G)] =1 es trivial: entonces G = Z(G) y, por consiguiente, G es abeliano.

Si [G: Z(G)] = 3, entonces el grupo G/ Z(G) es ciclico (siendo un grupo de orden 3). Por
el problema 19, G es abeliano.

El caso [G : Z(G)] =5 es similar. También lo es el caso [G : Z(G)] = 15, por razones algo
menos triviales. En general, un grupo cuyo orden no es primo no tiene porque ser ciclico.
Sin embargo, recordando un poco de la teoria de los productos semidirectos, sabemos que
cualquier grupo de orden 15 tiene que ser isomorfo a Z;5 y, por lo tanto, es necesariamente
ciclico.m

Problema 22 Sean p, g dos nuimeros primos (iguales o distintos). Sea G un grupo de orden
pq que tiene un tinico subgrupo H de orden p. Demostrar las siguientes afirmaciones:

(a) H<G.

(b) El grupo cociente G/ H es ciclico.

(c) Si H c Z(G) entonces G es abeliano.

SOLUCION. (a) H es un subgrupo normal, ya que es el tinico subgrupo de G de orden p
(visto en clase; no obstante, repasaremos la demostracion). Sea x € G arbitrario. Entonces
xHx 1< Gy IxHx 1| =|H|= p. Por lo tanto, xHx~! = H.Esto significa que H < G.
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(b) IG/H| = % = ¢, un namero primo. Se sigue que G/ H es ciclico.

(0 Z(G)<G=|Z(G)| €1{1,p,q,pq}. Puesto que H < Z(G), tenemos |Z(G)| € {p,q, pq}
(no sabemos a priori si p < q o no) y, por lo tanto, |G/ Z(G)| € {q, p,1}. En cada uno de estos
casos, G/ Z(G) es un grupo ciclico y el problema 19 implica que G es conmutativo. (También
podiamos haber utilizado la misma idea de demostracién que en el problema 19, puesto que

HcZ(G)).m

Problema 23 Si H<1G yel grupo G/ H es ciclico, ; es G necesariamente abeliano? Razonar la
respuesta.

SOLUCION. La respuesta es: NO. Ejemplo: sea G el grupo diédrico de orden 6, en la nota-
cién de clase, D3 = {e, a, a®, b, ab, a*b} donde a® = e, b* = eyba= a 'b.Sea H = {e,a, a}, el
subgrupo ciclico generado por a. Siendo H un subgrupo de indice 2, por un teorema visto en
clase, es un subgrupo normal de H. El grupo cociente G/ H de orden 2 es obviamente ciclico.
Sin embargo, el grupo G no es abeliano. m

Problema 24 Supongamos que H < G y x> € H para todo x € G. Demostrar que H<1G y G/ H
es abeliano.

SOLUCION. Observemos que para todo h € H y todo x € G tenemos
xhx ' =xhxhh 'x 2= (xh)?*h ' xH?eH,

ya que (xh)?> € Hy (x 1)? € H. Esto demuestra que H < G.

Recordemos un ejercicio conocido: si en un grupo el cuadrado de cada elemento es el
neutro, entonces el grupo es abeliano. Ahora sé6lo hace falta observar que para cada clase
xH € G/ H, tenemos (xH)? = x2H = H. Por lo tanto, el grupo G/ H es abeliano. m

Problema 25 Sea H < K <G y, ademds, sea K ciclico y finito. Demostrar que H < G.

SOLUCION. Primero, para todo g € G se tiene gHg ' c gKg™! c K, puesto que H< Ky
K <G. Segundo, gHg ™! es un grupo. Por lo tanto, para cualquier elemento g € G, el conjunto
gH g_1 es un subgrupo de K. También sabemos que |gH g_ll = |H| (visto en clase). Luego, K
es un grupo ciclico y finito, y por lo tanto tiene un tinico subgrupo de orden | H|. Por lo tanto,
gHg ! = H, y esto vale para todo g € G. Esto significa que H<G.m
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Problema 26 Demostrar que no existe ningtin grupo G que cumpla las dos siguientes propie-
dades: (G: Z(G)] =4 ya® ¢ Z(G) para algiin a € G\ {e} (como siempre, e es el neutro del grupo
G).

SOLUCION. Supongamos que existe un grupo G con esas propiedades. Entonces G/ Z(G)
es un grupo de orden 4y, por tanto, o bien es isomorfo al grupo ciclico Z, o al grupo de Klein
V.

En el caso G/ Z(G) = Z4, el problema 19 implica que G es abeliano, es decir, G = Z(G), lo
cual es imposible, ya que a’ ¢ 7(G).

Recordemos que todo elemento de V distinto del neutro tiene orden 2; por lo tanto, el
cuadrado de cada elemento de V es el neutro. Si suponemos que G/Z(G) = V, se sigue que
(xZ(G))? = x*Z(G) = Z(G) para todo x € G, o sea, x> € Z(G) para todo x € G, mientras que
a’ ¢ Z(G). Contradiccién. m

HOMOMORFISMOS DE GRUPOS

Problema 27 Denotemos, como es habitual, por Z,, el grupo aditivo médulo n y por Hom(A, B)
el conjunto de todos los homomorfismos de un grupo A a otro grupo B.

(a) Demostrar que si f € Hom(Z,,Z,), entonces [ viene dado por f(x) = xe, donde el
orden del elementoe € 7, divide a (m, n).

(b) Describir los conjuntos Hom(Z21,2Z10), Hom(Z1,2Z12) y Hom(Z21,2Z7).

(c) Cuantos de estos homomorfismos son sobreyectivos (inyectivos)?

SOLUCION. (a) Cualquier f € Hom(Z,,,Z,) queda completamente determinado por la
imagen f(1), ya que para 0 < x < m se tiene, por las propiedades elementales de los homo-
morfismos, f(x) =xf 1) = m Por lo tanto, todo f € Hom(Z,,, Z,) tiene la forma indicada
en el enunciado cone = f(1).

(Comentario: por lo que se ha visto en clase, laimagen f(Z,,) € Z, es un subgrupo de Z,,.
Aunque en algunos casos 1 € Z,, no pertenezca a esta imagen, f(Z,,), un elemento de f(Z,,)
desempenarad el papel de la unidad, y éste serd precisamente e.)

Laclasee= f (1), siendo un elemento del grupo ciclico Z,, tiene que cumplir la condicién
o(e) | o(Z,) = n. También es evidente que

me = f(m)=f(0)=0.

Asi pues, o(e) | m. Las dos conclusiones implican que o(e) | (m, n).
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(b) Usaremos el apartado (a). Si f € Hom(Z»1,Z,p), entonces el orden de f (1) divide a
(21,10) = 1y, por tanto, f (1) = 0: el tinico homomofismo es el trivial: f&x) = 0 para todo
XE€EZy.

En el caso f € Hom(Z»1,Z12), el orden de f(1) tiene que ser un divisor de (21,12) = 3; es
decir, 1 6 3. Por lo tanto, f(1) tiene que ser uno de los elementos del (tinico) subgrupo de
orden 3 del grupo aditivo Z1,: {0,2,8} (por una proposicién vysta en clase, si B es un grupo
ciclico de orden n y k | n entonces G tiene un tnico subgrupo de orden k). Asi pues, los
candidatos para ser homomorfismms son (ademads del trivial):

i) =4x; fr(X)=4x.

Es facil comprobar que ambos lo son. No hay nada interesante en comprobar que f(x+7) =
f&) + f(y) (ala primera vista, pyrece ser cierto siempre, sea cual sea el exemento e). Pero
también es importante comprobar que estdn bien definidos:

X=7 (mod 24) > 4x =4y (mod 12) .
Dicho de otra manera (suponiendo, sin pérdida de generalidad, que 0 < x, y < 21):
2)1x-y)=>12|4(x-y);

pero esto es inmediato. Lo mismo se obtiene con 8 en vez de 4. Hay tres homomorfismos.

Hom(Z,1,Z;): ahora o(¢(1)) | 7, por lo cual ¢(1) puede ser cualquiera de los elementos
de Z;, y es facil ver que todos lo son. En este caso, hay 7 homomorfismos distintos.

(c) En el caso de Hom(Z,1,7Z,p), ya sabemos que no hay ningtin homomorfismo sobre-
yectivo.

Para que un homomorfismo ¢ € Hom(Z,,,Z,) sea sobreyectivo, el elemento & = f(1)
tiene que ser un generador de Z, y, por tanto, de orden exactamente 7. Esto nos dice que en
el caso de Hom(Z2,,Zs2) tampoco puede haber homomorfismos sobreyectivos. En el caso
de Hom(Zy,Z7) hay 6 homomorfismos (todos menos el trivial) son sobreyectivos, ya que
los elementos 1, 2, ..., 6 de Z; todos tienen orden 7.

Evidentemente, ninguno de los homomorfismos considerados puede ser inyectivo, pues-
to que se trata de aplicaciones de un conjunto de 21 elementos en otros con menos elemen-
tos (10,12,7).m

Problema 28 Para n € N, describir el grupo Aut(Z,) de todos los automorfismos del grupo
aditivo Z,. En parsicular, para p primo, obtener una caracterizacion simple de Auz(Z ).

SOLUCION. El argumento es parecido al anterior: si f € Aut(Z,), entonces e = f(1) tiene
orden exactamente n (todo automorfismo es sobreyectivo). Si elegimos 0 < e < n, se sigue
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que (e,n) =1 (por la tiipica cuenta para el orden de un elemento en un grupo ciclico - ver
ejercicio 11 e interpretwrlo en la notacién aditiva). Cada e coprimo con n genera un auto-
morfismo y, por lo tanto, el grupo Aut(Z,) tiene exactamente ¢(n) elementos, donde ¢ es la
funcioén de Euler. Es cierto algo mas: los grupos (Aut(Z;),°) (o es la composicuén de aplica-
ciones) y (U(Z},),"), el grupo multiplictivo de las unidades de Z,,, son isomorfos; es obvio que
una composicién de dos automorfismos f,(X) = ex y f» (%) = e'x da el siguiente resultado:

(foo fo)(X) =ee'x = fou (X)),

lo que sugiere un automorfismo natural F : Aut(Z,) — U(Z,) dado por F(f) = f (1) =e. La
igualdad escrita arriba nos dice que F(fgo fo) = F(fe) - F(fe)-

En particular, para n = p (primo) tenemos (Aut(Zy),0) = (U(Zp),-), que es un grupo mul-
tiplicativo ciclico (de orden p — 1) y, por tanto, es isomorfo al grupo aditivo (Z,_1,+).m

PRODUCTOS DIRECTOS Y CLASIFICACION DE GRUPOS

Problema 29 Hallar todos los grupos abelianos (no isomorfos) de orden 366.

SOLUCION. Por el teorema fundamental sobre Ic estructura de los grupos abelianos fini-
tos (visto en clase), cualquier grupo conmutativo de orden 360 = 22-32-5 es una suma directa
de 2-grupos, 3-grupos y Zs. Hay 3 grupos no isomorfos de orden 23 = 8:

Zs, Zg®Zs, Z9®Zr®7Zg
y dos gkupos no isomorfos de orden 32 = 9:
Zo , Z3®Z7Z3 .
Por lo tanto, para un grupo abeliano de orden 360 hay, en total, 0 = 3 -0 posibilidades:
Zg®Zo®Zs
Zg®730Zg®7s
Z,07,6Zg®7Zs
Z,07,0673073® 75
2,807,067, 079 75
2,072,067, 07, ®7Z307Zs .

Comentario: los grupos Zg y Z, @ Z4 no son isomorfos porque Zg tiene al mmnos un
elemento (por ejemplo, 1) de orden 8, mientras que el maximo orden de un elemento de
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Z5 & Z4 es 4. Este tipo de observaciones sobre los 6rdenes de elementos es una de las he-
rramientas fundamentales para demostrar que dos grupos dados no pueden ser isomorfos.
Generalizando el mismo razonamiento, podemos concluir que Ics grupos Z,,,, y Z,,, ®Z,, son
isomorfos siy sélo si (m, n) =1 (visto en clase). m

Problema 30 Escribir U(Z,3), el grupo multiplicativo de las unidades de 733, como producto
de grupos ciclicos.

SOLUCION. Primero, U(Z33) es un grupo conmutativo y tiene ¢(33) = ¢(3)-¢(11) =2-10 =
20(= 8%-5) elementos, segtin el ejercicio 3. Por el teorema fundamental sobre la estructura
de grupos abelianos finitos, U(Z33) es isomorfo a uno de los siguientes dos grupos: el grupo
ciclico Zy® Z5 = Zyp o el grupo Zo & Zo & Z5 = Z & Z19. Ahora hay que decidir entre estos dos
grupos.

Conviene estudiar la siguiente técnica (que también puede ser ttil en algunos ejercicios
con varios productos semidirectos): vamos a contar el nimero de elementos de cierto orden
en cada uno de los grupos. El orden de cada elemento de un grupo de 20 elementos es un
divisor de 20 (por Lagrange), ;pero cudl deberiamos elegfr entre ellos? Vamos a elegir el més

pequeiio posible, en este caso 2. Six € Zyp,0<x<20y2=0(x) = (Z%OX) entonces (20,x) =10

y x = 10. Es decir, hay un tnico elemento (10) de orden 2 en Zoy.

Encontraremos ahora en el grupo U(Z33) més de un elemento de orden 2: si x*> =1 (33),
esto significa que 33 =3-11 | x> —1 = (x—1)(x+1). Puesto que 3y 11 son primos, concluimos
que 3| (x—1) 63| (x+1), ylo mismo para 11. Ahora es facil encontrar x =10y x = -1 =
32. Puesto que este grupo tiene mds de un elemento de orden 2, se sigue que no puede ser
isomorfo a Z,q y, por lo tanto, es isomorfo al otro: U(Z33) = Z, ® Zr ® Z5=Z2 ® Z1p. M

PRODUCTOS SEMIDIRECTOS DE GRUPOS

Problema 31 Sea G un grupo de orden 20. Demostrar que G tiene un subgrupo normal de
orden 5.

SOLUCION. Como 5 es un nimero primo que divide al orden de G, por el Teorema de
Cauchy, sabemos que existe un elemento a € G de orden 5, o equivalentemente, que el sub-
grupo generado por a, que denotaremos por < a >= H, tiene orden 5. Para todo g € G, deno-
taremos por H8 = gHg ™! al subgrupo de G que se obtiene conjugando H por g € G (se com-
prueba facilmente que es un subgrupo, y tiene el mismo orden que H). Consideramos el sub-
conjunto de G, H8 - H < G (para saber que es un subgrupo tendriamos que tener que alguno
de los dos fuera normal), que por tanto satisface | H8 - H| < |G| = 20. Ademas, HE " H< H,y
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por el Teorema de Lagrange tenemos que |H8 N H| | |H| = 5, luego |H8 n H| = 165. Por otra
parte,

|HE - H| =

|H8|-|H|  5-5  {2>20 , imposible
|HENH| |HSnH| | 2=5 , correcto

5
Luego, |[H8 N H| =5 = |H|, de donde se deduce que H " H = HY g € G o, equivalente-
mente, H8 = gHg ! = HVYg € G, luego H es un subgrupo nomal de G y el que buscdbamos.
(Observar que el argumento anterior nos servird, siempre que tengamos |G| = p-s (con
un primo p > s, y s no necesariamente primo), para demostrar que el subgrupo generado
por el elemento de orden p es un subgrupo normal). m

Problema 32 Encontrar todos los grupos de orden 21.

SOLUCION. Sea G un grupo tal que |G| =21, como 3 y 7 son ntimeros primos que dividen
a 21, nuevamente por el teorema de Cauchy, existen elementos ay b € G con 6rdenes 7y 3,
respectivamente. Sea H =< a >, vamos a probar que es un subgrupo normal de G de manera
similar a como hicimos en el ejercicio anterior. Sea H8 = gHg™!, para cualquier g € G, sa-
bemos que HE - H es un subconjunto de G, luego |H8 - H| <21 = |G| y |H8| = | H|. Ademas,
H& N H es un subgrupo de H, y por el teorema de Lagrange tenemos que |[HEN H|=167.
Por otra parte,

|Hg-H|=

|H8|-|H| 77 {%>21 , imposible

\HENH| |HEnH| | £=7 , correcto

7

Veamos ahora que < a > N < b >= {e}, donde e denota el elemento neutro del grupo, lo cual
implicaria que G =< a > xg < b > porque ademds tendriamos
|<a>||<b>]|

|l<a>-<b>|= =21=|G|=><a>-<b>=0G.
<a>nN<b>|

Vge<a>-<b>=]|<g>]|divide al mdximo comun divisor 7 y 3 (los 6rdenes de ay b,
respectivamente) que es 1, luego g = e.

Ahora nos falta analizar todos los posibles homomorfismos de grupos 0 :< b >— Aut (<
a >), que nos darian todos los posibles productos semidirectos, y por tanto todos los posibles
grupos de orden 21.

Como < b > es un grupo ciclico, para definir el homomorfismo 6, basta definir la imagen
de un generador, es decir, basta definir 6(b) = yj, € Aut(< a >), y a su vez Y, por ser un
autmorfismo de < a >, queda determinado por su accién sobre a, que ademads por teoria
sabemos que es de la forma y,(a) = bab™'.Como < a> <G =>€e< a>, luego bab~! = a®, con
s€{l,2,3,4,5,6}. Por otra parte, como 6 es un homomorphismo lleva el neutro (por ejemplo
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b® = e) al neutro (el automorfismo identidad, Id), es decir, Id = 0(b%) = (8(b))3, lo cual implica
que a =1Id(a) = O (b)3(a) = as 0, equivalentemente, as~1 = 1, lo cual nos dice que 7 divide
a s3> -1 o, equivalentemente, que s° es congruente con 1 médulo 7. De ahi obtenemos que
se{1,2,4}. Asi pues, los casos posibles son:
)s=1=(0()(a) =a< 0= cte. ><a> xg < b > esun producto directo, o equivalen-
temente,
Gy =E<a>x<b>=7Z;xZ3= Z;3, grupo ciclico.

ii) s=2= (O(b)(a) = a® = bab™! © ba = a?b, 1o cual implica que obtenemos un grupo
no conmutativo, llamémosle G,, de la forma

G2:{aibj:ba:aszOHOSiSG,OSjSZ}

iii) s =4 = (0(b))(a) = a* = bab™! © ba = a*b, de donde aparentemente obtendriamos
otro posible grupo, generado por dos elementos con la relacion descrita anteriormente. Fi-
jaos que la relacion anterior es la misma que si describimos el grupo del apartado ii), G,
como el generado por los elementos a y b?, en lugar de a y b, porque ba = a®b, aplicado
sucesivamente, nos da

b?*a = b(ba) = b(a*b) = (ba)(ab) = (a’*b)(ab) = a*(ba)b = a*(a’*b)b = a*b,

que es la misma relacion que satisfarian los dos generadores del grupo obtenido en este
apartado iii), luego no obtenemos un grupo distinto.
Por tanto, s6lo tenemos dos grupos no isomorfos de orden 21, que son G; y G». =
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