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Resumen

En este Trabajo Fin de Máster nos centramos en los modelos en el Cálculo de
Variaciones para la descripción de microestructuras en cristales y transformaciones
de fase sólido-sólido y su estudio mediante envolturas convexas. Describimos las
herramientas matemáticas necesarias como las diferentes nociones de convexidad,
su interrelación y aplicación de las medidas de Young al problema en cuestión. El
trabajo es mayormente basado en el texto de Stefan Muller [Mul98].



Abstract

In this Master’s Thesis, we focus on the models in the Calculus of Variations for
the description of microstructures in crystals and solid-solid phase transformations
and their study through convex shells. We describe the necessary mathematical tools,
such as the different notions of convexity, their interrelationship, and the application
of Young’s measures to the problem. The work is largely based on Stefan Muller’s
text [Mul98].

1
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Aunque la siguiente definición se puede establecer de una manera más generali-
zada, nos atenemos a su formulación que es relevante para el cálculo de variaciones.

Definición 1.1. Un funcional es una función de valor real cuyo argumento también
es una función. Es decir una aplicación I se llama funcional si tiene la forma I(u) :
X → R, donde X es un espacio funcional.

El interés del Cálculo de Variaciones se centra en encontrar una función u(x) que
minimice un funcional dado por una integral que depende de alguna combinación de
valores de u(x), su argumento x y sus derivadas de algún orden. Esta dependencia
se solidifica por otra función f llamada integrando. En particular, un gran número
de problemas se pueden expresar mediante un funcional de la forma

I(u) =

∫
Ω
f(x, u(x),∇u(x))dx. (1.1)

De aqúı nuestro interés en las propiedades de f y I(u). Pero antes que nada, nece-
sitamos establecer una configuración para u(x).

Para la función objetivo u(x) siempre consideraremos un espacio de Sobolev
W 1,p, p ∈ [1,∞] o algún subespacio. Para el dominio y la imagen trabajaremos
en el marco de funciones con valores vectoriales, es decir, x ∈ Rd, u(x) ∈ Rm,
∇u(x) ∈ Rm×d. Para el dominio de u, siempre consideraremos Ω ⊂ Rd como un
acotado dominio de Lipschitz. Es decir, requerimos que sea abierto, conexo, el
ĺımite ∂Ω expresable como una unión finita de funciones de Lipschitz que implica
|∂Ω| = 0 en la medida de Lebesgue en Rd.

En esta tesis nuestro interés se centra en los funcionales de la forma

I(u) =

∫
Ω
f(∇u(x))dx.

Una propiedad a menudo deseable para f es ser un integrando de Carathéodory,
que es una función que es Lebesgue medible en la variable x y continua en todas las
variables restantes simultáneamente.

A veces es relevante desde el punto de vista matemático y f́ısico exigir algunas
condiciones sobre el crecimiento del integrando.
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CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 4

Definición 1.2. Decimos que el integrando f es de crecimiento polinomial o sim-
plemente p-crecimiento si hay una constante M > 0 llamada constante de cre-
cimiento y un número p ∈ [1,∞) tal que

‖f(x,A,B)‖ ≤M(1 + ‖A‖p + ‖B‖p)

para todo A ∈ Rd y B ∈ Rm×d.

A veces, para el p-crecimiento se requiere solo para una variable. En este caso,
la desigualdad en la definición anterior se obtiene poniendo a cero la variable que
falta en el lado derecho.

Otra condición de crecimiento también juega un papel importante en la inter-
acción entre el integrando y el funcional y se usa a menudo en aplicaciones de los
métodos directos de cálculo de variaciones.

Definición 1.3. Decimos que el integrando f satisface el ĺımite de coercitividad
p si existe µ > 0 y un número p ∈ [1,∞) tal que para todo x ∈ Ω y A ∈ Rm×d es

µ‖A‖p ≤ f(x,A).

Observación. Tenga en cuenta que con esta definición, el mismo p−valor deter-
mina el espacio de Sobolev para las funciones candidatas u(x).

Definición 1.4. Sea fn ⊂ Lp(Ω;Rm), decimos que fn son Lp-equiintegrables si
para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que

sup
n∈N

∫
Ω
‖u‖pdx ≤ ε

para todos los conjuntos de Borel B ⊂ Ω tal que |B| < δ. Si p = 1 decimos simple-
mente equiintegrable.

El integrando también se llama a veces Lagrangiano. Esto se debe a la termi-
noloǵıa de la mecánica lagrangiana donde aparece el funcional (1.1). En particular,
cuando el Lagrangiano es independiente de las variaciones (las ecuaciones de Euler-
Lagrange son idénticamente nulas) se llama Lagrangiano nulo. En este caso el
funcional solo depende de los valores ĺımite de u(x).

A continuación mostramos una propiedad de los integrandos que tienen la forma
f(∇u). Mostramos que cuando f es un subdeterminante es un Lagrangiano nulo.

Teorema 1.5. Si f : Rm×d → R es un menor de rango r ∈ {1, ...,mı́n{m, d}},
u, v ∈W 1,p(Ω;Rm), u− v ∈W 1,p

0 (Ω;Rm) con p ∈ [r,∞] luego∫
Ω
f(∇u)dx =

∫
Ω
f(∇v)dx.

Demostración. Sea f(A) = detr(A), que es el subdeterminante r (menor) de A. Al
reordenar, siempre podemos asumir que f es el subdeterminante superior izquierdo.
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Por lo tanto, usando el teorema de Stokes∫
Ω
f(∇u)dx =

∫
Ω
f(∇u)dx1 ∧ ... ∧ dxd

=

∫
Ω
d(u1 wedge... wedgedur wedgedxr+1... wedgedxd)

=

∫
∂Ω
u1 ∧ ... ∧ dur ∧ dxr+1... ∧ dxd

=

∫
∂Ω
v1 ∧ ... ∧ dvr ∧ dxr+1... ∧ dxd

=

∫
Ω
f(∇v)dx1 ∧ ... ∧ dxd

=

∫
Ω
f(∇v)dx.

Definición 1.6. Sea X un espacio funcional con funcional definido I(u) : X →
[−∞,∞].

(i.) I(u) es semicontinuo inferior si el conjunto {u ∈ X : I(u) ≤ t} está cerrado
para todo t ∈ R.

(ii.) I(u) es semicontinuo inferior secuencialmente si el conjunto {u ∈ X :
I(u) ≤ t} es cerrado secuencialmente para todo t ∈ R.

Una propiedad definida a continuación está directamente relacionada con su
análogo del mismo nombre para el integrando por su uso en el método directo.

Definición 1.7. Sea X un espacio funcional. Un funcional I(u) : X → [−∞,∞] se
dice que es coercitivo si

I(u)→∞ cuando ‖u‖ → ∞.



Caṕıtulo 2

Convexidades

Definición 2.1. Un subconjunto X de un vector o espacio af́ın S se llama convexo
si el segmento que conecta dos elementos cualesquiera a, b ∈ X se encuentra en X,
es decir, para λ ∈ [0, 1] :

λa+ (1 + λ)b ∈ X ⊂ S.

Definición 2.2. Una función convexa es una función f : X → R cuyo epigrafo
{(a, b) ∈ X×R : f(a) ≤ b} es un conjunto convexo. O de manera equivalente si para
cualquier x, y ∈ X y λ ∈ [0, 1] :

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Si la desigualdad es estricta, x 6= y y 0 < λ < 1 entonces se dice que f es estricta-
mente convexa.

El siguiente teorema, cuya demostración omitimos, establece una propiedad útil
de las funciones convexas. La intuición detrás es que dado que el eṕıgrafe de una
función convexa es un conjunto convexo, cualquier combinación convexa de puntos
dentro del epigrafo es mayor o igual al valor de la función de la correspondiente
combinación de puntos en su dominio. Enunciamos la desigualdad en su forma teórica
de medida que involucra al baricentro, que para nosotros será el marco de interés.
Recuerde que, dada una medida de radón positiva µ, el baricentro es el valor

[µ] := 〈id, µ〉 =

∫
xdµ(x).

Nota que el baricentro de una medida de probabilidad puede considerarse como una
combinación infinitesimal convexa.

Teorema 2.3. [Desigualdad de Jensen] Para todas las funciones convexas f :
Rd → R y todas las medidas de probabilidad µ ∈M(Rd) se cumple que

f([µ]) ≤
∫
f(x)dµ(x).

6
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2.1. Policonvexidad

De todas las generalizaciones, la policonvexidad es la noción más cercana a la
convexidad habitual y las envolturas policonvexas son las más cercanas a las envol-
turas convexas cerradas.

El término se generalizó a partir del introducido por James Ball en 1977 [Bal76]
como una condición necesaria para que el funcional de enerǵıa elástica no lineal
satisfaga un requisito realista de que la deformación de un objeto a un volumen
infinitamente pequeño requerirá una cantidad infinita de enerǵıa. Lo que contradice
el ĺımite de p-crecimiento para el integrando que era necesario para las soluciones
logradas previamente.

Definición 2.4. Se dice que una función f : Mm×d → R es función policonvexa
si es una función convexa de algún subdeterminante p× p con 1 ≤ p ≤ mı́n{m,d}.

Es decir, si denotamos por M(A) el vector de todos los menores de A (incluido
el propio A), existe una función g tal que f(A) = g(M(A)) para todo A ∈Mm×d.

Tenga en cuenta que g es una función definida en Rα, donde α es el número de
todos los menores posibles que se pueden definir en la matriz m× d, es decir,

α =

mı́n{m,d}∑
i=1

(
m
i

)(
d
i

)
.

Proposición 2.5.
Convexidad =⇒ Policonvexidad.

Demostración. Si f es convexo para todo A ∈ Mm×d, sea g = f ◦ id donde id elige
la matriz original de M(A).

La implicación inversa no se cumple ya que, por ejemplo, para A ∈ Md×d la
función f := det(A) es policonvexa, ya que podemos definir g((A,...,det(A),...)) :=
det(A) = f que es lineal y por lo tanto convexa, pero f no es convexa. Un ejemplo
de que la función determinante no es convexa: sea d = 2, y considere matrices de la
forma

A =

(
0 a1

0 a2

)
y B =

(
b1 0
b2 0

)
.

Tenemos que det(A) = det(B) = 0, pero cuando a1b2 < a2b1 es det(λA+(1−λ)B) >
0 para todo λ ∈ (0, 1).

2.2. Quasiconvexidad

Definición 2.6. Sea Ω ⊂ Mm×n un dominio de Lipschitz acotado. Se dice que
una función f : Ω → R es función cuasiconvexa si para todo A ∈ Ω y ϕ ∈
W 1,∞

0 (Ω;Rm) se tiene que

|Ω|f(A) =

∫
Ω
f(A)dx ≤

∫
Ω
f(A+∇ϕ(x))dx.
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Observación. Por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue, si f es de
p-crecimiento, podemos enunciar la definición de cuasiconvexidad con funciones test
en W 1,p

0 (Ω;Rm) por p ∈ [1,∞).
Una caracterización importante de la cuasiconvexidad es que es independiente

del conjunto, es decir, si una función es cuasiconvexa en un dominio de Lipschitz
acotado Ω, es cuasiconvexa en cualquier otro dominio de Lipschitz. Y más aún, en
lugar de que ϕ sea cero en la frontera, podemos considerar ϕ tales que son periódicas
en el cubo unitario Q = (0, 1)d.

Proposición 2.7. Sea f : Rm×d → R una función continua. Se tiene lo siguiente:

(i.) La cuasiconvexidad es invariable en los dominios de Lipschitz.

(ii.) La función f es cuasiconvexa si y solo si para todo A ∈ Rm×d

f(A) ≤
∫
Q
f(A+∇ϕ(x))dx, donde Q = (0, 1)d,

y ϕ ∈ W 1,∞
per (Q;Rm) := {u ∈ W 1,∞(Rd;Rm) : u(x + ei) = u(x)}, ei siendo un

vector unitario base i = 1, ..., d.

Demostración. (i.) Sean Ω,Ψ ∈ Rd dos dominios de Lipschitz. Por el teorema de
cobertura de Vitali, para ak ∈ Ω hay rk > 0 tales que

Ψ = M
∞⋃
k

Ω(ak, rk),

con |M | = 0 y Ω(ak, rk) := ak + rkΩ, k ∈ N. Sea A ∈ Rm×d, f : Rm×d → R y

ψ := rkω
(
y−ak
rk

)
, con ω ∈W∞0 (Ω;Rm), y ∈ Ω(ak, rk). Por lo tanto

∫
Ψ
f(A+∇ψ)dy =

∞∑
k

∫
Ω(ak,rk)

f

(
A+∇ω

(
y − ak
rk

))
dy

=
∞∑
k

rdk

∫
Ω
f (A+∇ω (x)) dx

=
|Ψ|
|Ω|

∫
Ω
f (A+∇ω (x)) dx.

(2.1)

Por lo tanto, en la definición de cuasiconvexidad podemos sustituir Ω con cualquier
otro dominio de Lipschitz Ψ.

(ii.) Si f para funciones periódicas en Q = (0, 1)d resulta cuasiconvexa, por (i.)
podemos sustituir por cualquier otro Ω, y se prueba la suficiencia.
Sean ϕ ∈W 1,∞

per (Q;Rm) y f funciones cuasiconvexas y continuas. Para k ∈ N define
la función de corte vk ∈ C∞((0, k)d) tal que 0 ≤ vk ≤ 1, es decir vk(x) = 1 si x ∈
(0, k− 1)d y tal que |∇(vkϕ)| < Ck for Ck > 0 y x ∈ Rd \ {(0, k− 1)d}. Definimos la
sucesión que corta y reduce el peŕıodo y el valor de la función

ψk(x) =
1

k
vk(kx)ϕ(kx).
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Por lo tanto

(k − 1)d
∫
Q
f(A+∇ϕ)dx ≥

∫
(0,k)d

f(A+∇(vkϕ))dx−
∫

(0,k)d−(0,k−1)d
f(A+ Ck)︸ ︷︷ ︸

Dk

dx

=

∫
(0,k)d

f(A+ nabla(vkϕ))dx−Dk((k)d − (k − 1)d)

= kd
∫
Q
f(A+∇ψk)dy −Dk((k)d − (k − 1)d)

≥ kdf(A)−Dk((k)d − (k − 1)d).

(2.2)

Donde en el último paso usamos que f es cuasiconvexa para funciones de Lipschitz
que desaparecen en el ĺımite. Dividiendo por kd y poniendo k → ∞ obtenemos el
resultado.

A continuación establecemos la relación entre policonvexidad y cuasiconvexidad.

Proposición 2.8.

Policonvexidad =⇒ Quasiconvexidad.

Demostración. Sea f policonvexa y ϕ ∈ W 1,∞
0 (Ω;Rm). Dado que los subdetermi-

nantes son lagrangianos nulos (Teorema 1.5) se obtiene

f(A) = g(M(A)) = g

(
M

(
1

|Ω|
intΩ∇(Ax+ ϕ)dx

))
.

Y usando la desigualdad de Jensen (2.3) se obtiene el resultado

f(A) = g(M(A)) = g

(
M(

1

|Ω|

∫
Ω
∇(Ax+ ϕ)dx

)
≤ 1

|Ω|

∫
Ω
g(M(∇(Ax+ ϕ)))

=
1

|Ω|

∫
Ω
f(∇(Ax+ ϕ))dx

=
1

|Ω|

∫
Ω
f(A+∇ϕ)dx.

Teorema 2.9. Dado un funcional I(u) =
∫

Ω f(∇u) con f : Rm×d → R continua y
cuasiconvexa.

(i.) La cuasiconvexidad de f es equivalente a la semicontinuidad inferior secuencial
débil* de I(u) en W 1,∞

0 (Ω;Rm).

(ii.) Si f ≥ 0 y es de crecimiento p, entonces I(u) es semicontinuo inferior débil-
mente secuencial en W 1,p

0 (Ω;Rm).
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Demostración. Si (i.) se cumple, (ii.) se cumplirá debido a la observación después de
la definición de cuasiconvexidad. Probamos (ii.) como en el Teorema 4.5 en [Mul98].
Sea I débilmente* semicontinuo inferior secuencial. Basta probar la cuasiconvexidad
para funciones periódicas enQ por (ii.) en la Proposición (2.7). SeaQ = (0, 1)d. Tome
ϕ ∈ W 1,∞

0 (Q,Rm) y extiéndalo periódicamente. Definimos un = Ax + 1
nϕ(nx). Por

lo tanto, un
∗
⇀ Ax ∈W 1,∞(Q,Rm) y f(∇un)→ f(A) en L∞(Q) que implica

f(A) =

∫
Q
f(A)dx ≤ ĺım inf

n→∞

∫
Q
f(A+∇un).

Sea f cuasiconvexa. Tomando u ∈W 1,∞(Q,Rm) y los dominios incrustados de forma
compacta Q′ ⊂⊂ Q′′ ⊂⊂ Q. Tome una sucesión vk que es af́ın por partes en Q′′,
vk = u en Ω \ Ω′′, y |∇vk| ≤ C con ∇vk → ∇u en medida. Definimos

uj,k = uj + vk − u.

Por lo tanto uj,k
∗
⇀ vk in W 1,∞ (Ω; Rm) as j →∞ y ∇uj,k ≤ C. Por el Teorema

de la convergencia dominada obtenemos

ĺım
k→∞

ĺım inf
j→∞

∫
Ω′
f (∇uj,k) dx ≥ ĺım

k→∞

∫
Ω′
f (∇vk) dx

=

∫
Ω′
f(∇u)dx ≥

∫
Ω
f(∇u)− C

∣∣Ω\Ω′∣∣ .
Dado que f es uniformemente continuo en conjuntos compactos

ĺım
k→∞

sup
j

∫
Ω′
|f (∇uj,k)− f (∇uj)| dx = 0,

y luego

ĺım inf
j→∞

∫
Ω
f (∇uj) dx ≥

∫
Ω
f(∇u)dx− 2C

∣∣Ω\Ω′∣∣
Dado que Ω′ es arbitrario, la prueba está acabada.

2.3. Convexidad rango-1

Dos matrices A,B ∈ Rm×d son rango-1 conexas si rank (AB) = 1. Es decir,
la imagen de (AB) que actúa sobre cualquier vector x ∈ Rd es unidimensional y
está atravesada por algún vector fijo n ∈ Rm. Por lo tanto (AB)x = kn para algún
escalar k que depende de x. Entonces para los vectores base e1,.., ed de Rd debe ser

AB = (AB)(e1, ..., ed) = (a1n, ..., amn) = ant = a⊗ n,

donde a = (a1, ..., am) ∈ Rm, a y n no es nulo.

Definición 2.10. Una función f : Rm×d → R se llama convexa de rango-1 si es
convexa a lo largo de las ĺıneas de rango-1, es decir, para todo A,B ∈ Rm×d tales
que rank (AB) ≤ 1 se cumple

f(λA+ (1− λ)B) ≤ λf(A) + (1− λ)f(B), donde λ ∈ [0, 1].
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Es interesante ver que cuando f ∈ C2(Rm×d;R) la convexidad de rango-1 implica
una condición puntual en la función y puede ser caracterizada en términos de un
operador de naturaleza eĺıptica.

Proposición 2.11. [Condición de Legendre-Hadamard] Una función f : Rm×d →
R es convexa de rango-1 si y solo si para todo A ∈ Rm×d, a ∈ Rm y b ∈ Rd se cumple
que

D2f(A)[a⊗ b, a⊗ b] =

m∑
i,k=1

d∑
j,l=1

∂2f(A)

∂Aij∂A
k
l

aibjakbl ≥ 0 (2.3)

con i, k = 1, ...,m y j, l = 1, ..., d.

Demostración. Sea Bt ∈ Rm×d tal que Bt−A = ta⊗b, t ∈ R. Por lo tanto, A+ta⊗b
es una ĺınea de rango-1 para cualquier t ∈ R.

Supongamos que f es de convexa de rango-1. Por tanto si definimos g(t) :=

f(A+ ta⊗ b), debe ser d2

dt2
g(0) ≥ 0, y como

d2

dt2
g(0) =

d2

dt2
f(A+ ta⊗ b)

∣∣∣∣
t=0

= D2f(A)[a⊗ b, a⊗ b]

se cumple la condición de elipticidad (2.11).
La implicación inversa se prueba con el mismo argumento pero yendo hacia

atrás.

Proposición 2.12. Si f <∞:

Cuasiconvexidad =⇒ Convexidad de rango-1.

Demostración. (Rindler [Rin18] Prop. 5.3)
Sea f cuasiconvexo y A,B ∈ Rm×d rango-1 conexo, BA = a ⊗ n siendo n el vector
unitario. Debemos mostrar que

f(λA+ (1− λ)B) ≤ λf(A) + (1− λ)f(B) (2.4)

para todo λ ∈ (0,1). Si definimos F := λA+ (1− λ)B y creamos una sucesión vj tal
que en cada Ω ∈ Rm×d es

ĺım
j→∞

1

|Ω|

∫
Ω
f(∇vj) = λf(A) + (1− λ)f(B). (2.5)

entonces (2.4) debido a la cuasiconvexidad de f es equivalente a

f(F ) ≤ 1

|Ω|

∫
Ω
f(∇vj). (2.6)

Por lo tanto, si tal vj existe, la prueba estará completa. Considere la siguiente
construcción.

ϕ(t) :=

{
−(1− λ)t, si t ∈ [0, λ],

λt− λ, ift ∈ (λ, 1].
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uj(x) := Fx+
1

j
ϕ(jx · n− bjx · nc)a.

∇uj(x) =

{
F − (1− λ)a⊗ n = A if jx · n− bjx · nc ∈ (0, λ),
F + λa⊗ n = B if jx · n− bjx · nc ∈ (λ, 1).

Sea Qn un cubo unitario centrado en el origen. Ahora tomamos una sucesión de
funciones de corte ρj ⊂ C∞c (Qn; [0, 1]) tal que j → ∞ ρj → 1 para x ∈ Qn. Y
considere para x ∈ Ω :

vj,k(x) := ρj(x)uk(x) + (1− ρj(x))Fx.

La sucesión pertenece a W 1,∞(Qn;Rm) y es vj,k|∂Qn = Fx con un gradiente de

∇vj,k(x) = ρj(x)∇uk(x) + (1− ρj(x))F + (uk(x)− Fx)⊗∇ρj(x).

Dado que la incrustación compacta W 1,∞ ⊂⊂ L∞(Qn;Rm) tenemos una convergen-
cia uniforme uk → Fx. Para un j fijo es

ĺım sup
k→∞

‖∇vj,k‖L∞ ≤ ĺım sup
k→∞

‖∇uk‖L∞ + |F | <∞

como ∇uk está uniformemente acotado en L∞. Por lo tanto, podemos encontrar un
ĺımite para ‖∇vj,k(j)‖L infty que es independiente de j ∈ N, k(j). Dado que f está
acotado localmente, existe C > 0 tal que∥∥f (∇uk(j)

)∥∥
L∞

+
∥∥f (∇vj,k(j)

)∥∥
L∞
≤ C.

Por lo tanto establecemos vj := vj,k(j) :

ĺım
j→∞

∫
Qn

∣∣f (∇vj)− f
(
∇uk(j)

)∣∣ dx ≤ ĺım
j→∞

∫
Qn\Gj

∣∣f (∇uk(j)

)∣∣+
∣∣f (∇vj,k(j)

)∣∣dx
≤ ĺım

j→∞
C |Qn\Gj |

= 0,

y ∇vj satisface (2.3) y f esconvexa de rango-1.

A continuación proporcionamos un ejemplo de una función definida en R3×2

que es convexa de rango-1 pero no cuasiconvexa. Dado que R3×2 ⊂ Rm×d cuando
m ≥ 3, d ≥ 2, el resultado prueba que la convexidad de rango-1 tampoco implica
cuasiconvexidad en dimensiones superiores. El único caso restante m = d = 2 aún
se desconoce, un resultado parcial debido a Stefan Müller [Mül99] establece que śı
se cumple para matrices diagonales.

Ejemplo 2.13 (Vladimı́r Šverák [Šv92b]). Hay valores espećıficos para α, β > 0
tales que la función fα,β : R3×2 → R definida por

fα,β(A) := g(P(A)) + α
(
|A|2 + |A|4

)
+ beta|A−P(A)|2 (2.7)
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es convexa de rango-1 pero no cuasiconvexa. Definimos g(·) y P (·) a continuación.
La idea clave es encontrar una función u cuyo gradiente ∇u abarque un espacio
lineal con pocas direcciones de rango-1 y, por lo tanto, seŕıa más fácil encontrar un
ejemplo como fα,β. Podemos restringir nuestro interés a funciones periódicas en el
cubo unitario por la Proposición 2.7. Tal función u es

u(x1, x2) :=
1

2π

 c sin (2πx1)
sin (2πx2)

sin (2π (x1 + x2))

 , (2.8)

∇u(x1, x2) =

 cos 2πx1 0
0 cos 2πx2

cos 2π (x1 + x2) cos 2π (x1 + x2)

 . (2.9)

Figura 2.1: La función u(x1, x2).

El gradiente ∇u genera el espacio lineal

L :=


 x 0

0 y
z z

 : x, y, z ∈ R

 .

Definimos P(·) como la proyección R3×2 → L

P(A) :=

 a 0
0 d

(e+ f)/2 (e+ f)/2

 para A =

 a b
c d
e f

 ∈ R3×2.

Y sea g(·) : L→ R sea

g

 x 0
0 y
z z

 := −xyz.
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Tenemos que g es convexa rango-1, pero como∫
(0,1)2

g(∇u)dx = −
∫ 1

0

∫ 1

0
(cos 2πx1)2 (cos 2πx2)2 dx1 dx2 = −1

4
< 0

para α y β suficientemente pequeños, fα,β no es cuasiconvexo ya que∫
(0,1)2

fα,β(∇φ)dx < 0 = fα,β(0).

Queda por establecer que fα,β es convexa de rango-1.
Por la Proposición 2.11 basta demostrar que para todo A,B ∈ R3×2 tal que

rank(B) ≤ 1 se cumple

D2fα,β(A)[B,B] =
d2

dt2
fα,β(A+ tB)

∣∣∣∣
t=0

≥ 0. (2.10)

Dado que g es un polinomio, podemos asignar D2(g ◦P)(A)[B,B] para algún c > 0
con

D2(g ◦P)(A)[B,B] ≥ −c|A||B|2.

Por lo tanto expandiendo

D2fα,β(A)[B,B] =D2(g ◦P)(A)[B,B] + 2α|B|2 + 4α|A|2|B|2 + 8α(A : B)2

+ 2β|B −P(B)|2

≥(−c+ 4α|A|)|A||B|2
,

se cumple si |A| ≥ c/(4α). A continuación demostramos que también se cumple si
|A| ≤ c/(4α). Dado que D2fα,β(A)[B,B] es un polinomio homogéneo de grado 2 en
A basta considerar A y B en el conjunto compacto K := {|A| ≤ c/(4α), |B| = 1}.
Basta mostrar que existen β(α) > 0 tales que

D2fα,β(A)[B,B] ≥ D2(g ◦P)(A)[B,B] + 2α|B|2 + 2β|B −P(B)|2 ≥ 0.

Supongamos lo contrario. Entonces hay una sucesión βj → ∞ y (Aj , Bj) ⊂ K tal
que

D2(g ◦P)(Aj)[Bj , Bj ] + 2α|Bj |2 + 2βj |Bj −P(Bj)|2 < 0.

Dado que K es compacto (Aj , Bj)→ (A,B) ∈ K para lo cual

D2fα,β(A)[B,B] + 2α ≤ 0, con P(B) = B.

Pero como rank(B) = 1 es g(P(A + tB)) = 0 para todo t ∈ R, lo que implica
D2fα,β(A)[B,B] = 0 y 2α ≤ 0, eso es una contradicción. Por lo tanto, fα,β es
convexa de rango-1 para α, β > 0 adecuado.
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2.4. Envolturas convexas generalizadas

Da una función f : Ω ⊂ Rm×d → R, definimos las diferentes envolturas convexas
funcionales de la siguiente manera:

f c := sup{g(Ω) : g ≤ f, g es convexo},
fpc := sup{g(Ω) : g ≤ f, g es policonvexa},
f qc := sup{g(Ω) : g ≤ f, g es cuasiconvexa},
f rc := sup{g(Ω) : g ≤ f, g es convexo de rango-1}.

(2.11)

Teorema 2.14. [Relajación cuasiconvexa] Sea I(u) =
∫
Q f(∇u)dx, f no es

negativa y tiene p−crecimiento. Considere el conjunto de funciones candidatas

W 1,p
v (Ω; Rm) :=

{
u ∈W 1,p (Ω;Rm) : uv ∈W 1,p

0 (Ω;Rm)
}
,

donde v ∈W 1,p (Ω;Rm) . Define Ī(u) =
∫

Ω f
qc(∇u)dx. Entonces

ı́nf
W 1,p

v

I = mı́n
W 1,p

v

Ī .

Teorema 2.15. [Fórmula para f qc] Dado f : Ω ⊂ Rm×d → [−∞,+∞) y A ∈ Ω,
es

f qc(A) = ı́nf
ϕ∈W 1,∞

0

1

|Ω|

∫
Ω
f(A+ nablaϕ)dx. (2.12)

Demostración. Dejamos

Qf(F,U) := ı́nf
ϕ∈W 1,∞

0

1

|U |

∫
U
f(F +Dϕ)dx.

Tenemos que demostrar que f qc(F ) = Qf(F,U). Un simple argumento de escala
muestra que Qf es independiente de U . Por la definición de cuasiconvexidad Qf ≥
Qf qc = f qc. Para probar la desigualdad inversa Qf ≤ f qc basta con mostrar que Qf
es cuasiconvexa ya que Qf ≤ f . Primero afirmamos que

1

|U |

∫
U
Qf(F +Dψ)dx ≥ Qf(F )

∀ψ ∈W 1,∞
0 (Ω; Rm) , ψ afines por partes.

Sea U una unión finita (hasta un conjunto nulo) de subconjuntos abiertos dis-
juntos Ui tal que ψ es af́ın en Ui y sea ε > 0. Por la definición de Qf (aplicada a Ui)
existe ϕi ∈W 1,∞

0 (Ui; R
m) tal que

Qf(F +Dψ) ≥ 1

|Ui|

∫
Ui

f (F +Dψ +Dϕi) dx− ε en Ui

Establecemos ϕ = ψ +
∑
ϕi ∈ W 1,∞

0 (U ; Rm). Reordenando términos encontra-
mos
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∫
U
Qf(F +Dψ)dx ≥

∫
U
f(F +Dϕ)dx− ε|U |

≥ Qf(F )− ε|U |

y la afirmación sigue ya que ε > 0 fue arbitraria. Ahora es suficiente para concluir
que Qf es convexa de rango-1 y por lo tanto localmente Lipschitz continua. Por lo
tanto, Qf es cuasiconvexa por argumentos de densidad y, por lo tanto, f qc = Qf .

Hasta ahora hemos supuesto queQf no toma el valor−∞. SiQf(F+Dψ) = −∞
en Ui entonces una modificación obvia del argumento anterior muestra la declaración.
Por lo tanto, Qf es convexa de rango-1 y se concluye fácilmente que f qc ≡ Qf ≡ −∞
ya que las direcciones de rango-1 generan el espacio de todas las matrices.

2.4.1. Envolturas de conjuntos

Dado un conjunto compacto K ∈ Rm×d y f : Rm×d → R extendemos las nociones
de diferentes envolturas funcionales a conjuntos definiendolas de manera similar:

Kc := {A ∈ Rm×d : f(A) ≤ ı́nf
X∈K

f(X), para todos f convexo},

Kpc := {A ∈ Rm×d : f(A) ≤ ı́nf
X∈K

f(X), para todo f policonvexo},

Kqc := {A ∈ Rm×d : f(A) ≤ ı́nf
X∈K

f(X), para todo f cuasiconvexo},

Krc := {A ∈ Rm×d : f(A) ≤ ı́nf
X∈K

f(X), para todo f convexa de rango-1}.

También definimos recursivamente la envoltura convexa de laminación que será
fundamental al describir microestructuras.

K lc :=
⋃
i>0

K lc,i+1 donde K lc,0 = K, y

K lc,i+1 :=


X,Y ∈ K lc,i

λX + (1− λ)Y : rank(XY ) = 1
λ ∈ [0,1]

 .

Por definición, la envoltura convexa de laminación está contenida en Krc y, como se
mostrará en el ejemplo de los próximos caṕıtulos, esta inclusión es estricta para las
dimensiones generales.

En este caṕıtulo hemos probado las inclusiones de diferentes nociones generali-
zadas de convexidad:

Convexidad =⇒ Policonvexidad =⇒ Cuasiconvexidad =⇒ Convexidad de rango-1 .

Por lo tanto, se cumple la siguiente relación:

K lc ⊂ Krc ⊂ Kqc ⊂ Kpc ⊂ Kc. (2.13)



Caṕıtulo 3

Medidas de Young

”C∗
0 (A) contiene todo lo que una curva intenta ser y falla: esto debe ser

un paráıso para una curva”.

– Laurence Chisholm Young

La noción de lo que hoy llamamos una medida de Young surgió del intento de
generalizar la definición de una curva que se adaptaŕıa a los propósitos del Cálculo de
Variaciones. Por supuesto, dado que estos propósitos son de optimización, el interés
se centró en crear un objeto que fuera controlable bajo algún proceso en el ĺımite.
Un buen ejemplo es una curva en zig-zag que aparece, por ejemplo, en el problema
del marinero, donde la optimización conduce a los cambios de dirección de la curva
en zig-zag rápidos e infinitos. Y no existe tal curva en el sentido clásico.

En la siguiente sección construimos la noción de las medidas de Young a la
manera propia utilizada por LC Young en sus conferencias [You80] y el primer
art́ıculo donde se originó el tema [You37].

3.1. Inspiración por curvas generalizadas y definición

Supongamos que una curva C es absolutamente continua y paramétricamente
dada por x(t) : t1 ≤ t ≤ t2 definimos A := {(x, ẋ) : |ẋ| = 1}, considere un problema
de minimización con f ∈ C0(A):

I =

∫ t2

t1

f(x(t), ẋ(t))dt

En lugar de buscar el mejor candidato para C que minimice el funcional fijaremos
una curva C y consideraremos una variable f . Desde esta perspectiva, el funcional
I(C) puede escribirse como una función g(f) con g en el espacio dual C∗0 (A). Ya
que podemos identificar una curva C con I(C) considerada como una función de f
y podemos identificar C con la función g ∈ C∗0 (A). Aśı, el espacio para las curvas
candidatas C se convierte en un espacio funcional.

Si Cn es una sucesión de curvas con ĺımite débil C entonces I(Cn) tiende a I(C)
y I(C) se convierte en una función continua de C. Más precisamente, una curva
generalizada es un elemento de C∗0 (A) que se puede expresar como un ĺımite débil

17
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de una sucesión de curvas. Los elementos más simples del espacio C∗0 (A) son tales
g que existen al menos para un par (x, ẋ) ∈ A. Estos son los llamados elementos
de ĺınea y cada curva podŕıa verse como una mezcla ponderada de tales elementos
de ĺınea. O más precisamente, si llamamos gα a cada elemento de ĺınea de la curva
g ∈ C∗0 (A) es posible elegir una medida con signo µ en el conjunto A tal que

|g| =
∫
A
|dµ|

O en otras palabras, cada curva g ∈ C∗0 (A) es una mezcla con signo de elementos de
ĺınea gα.

g =

∫
A
gαdµ

Este concepto generalizado de solución resultó útil en el cálculo de variaciones, ya
que se pod́ıan lograr muchas soluciones en forma de curva generalizada.

Ejemplo 3.1. Considere el problema de minimización:

I(y) =

∫ 1

0
y2 + (y2

x − 1)2dx

y(0) = y(1) = 0

donde y es continua y yx existe en c.t.p.

A través de todos los y admisibles el mı́nimo del funcional es cero. A continuación
definimos una sucesión de curvas minimizantes. Considere la extensión 1-periódica
de la función zig-zag

θ(x) =

{
x, si 0 ≤ x ≤ 1

2
1− x, si 1

2 < x ≤ 1

Ahora definimos una sucesión

yn(x) =
θ(nx)

n
.

De hecho, vemos que I(yn) → 0 cuando n → ∞. Pero el objeto que es el ĺımite
de la sucesión no existe en sentido clásico, ya que debe satisfacer y = 0 y |yx| = 1
simultáneamente. Considerando una curva generalizada que asigna cero a cada punto
y una medida νx asociada a las derivadas, vemos que νx ⊂ {−1, 1} y luego para cada
x encontramos la ponderada función λ(x) tal que:

νx = λ(x)δ1 + (1− λ(x))δ−1.

Donde δ1 y δ−1 son los deltas de Dirac que asignan 1 o −1, aqúı 0 ≤ λ(x) ≤ 1. Debido
a la simetŕıa vemos que λ(x) = 1

2 . Aśı que obtuvimos la medida con signo asociada a
cada elemento de ĺınea que especifica un único miembro de nuestro espacio funcional
visto como una curva generalizada. Por lo tanto la solución es encontrada.
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Alejándose del marco de las curvas generalizadas, una medida de Young puede
pensarse como una distribución de probabilidad ĺımite para una sucesión de {fj}.
En otras palabras, para cualquier conjunto medible E ⊂ Rm sea fj : Ω ⊂ RN → Rm,
entonces

νx(E) = ĺım
R→0

ĺım
j→∞

|{y ∈ BR(x) : fj(y) ∈ E}|
|BR(x)|

Donde BR(x) es una bola centrada en x con radio R > 0. Una buena fuente que
proporciona un análisis exhaustivo de esta definición es [Ped97].

Una vez vista una breve introducción histórica y visto el ejemplo estamos listos
para anunciar la definición más importante del caṕıtulo.

Definición 3.2. Una medida de Young ν = {νx}x∈Ω asociada a una sucesión
dada de funciones wn : Ω ⊂ RN → Rm es una familia de medidas de probabilidad
(medidas unitaria) tales que para todo x ∈ Ω y cualquier continua φ : Rm → R la
función

φ̄(x) =

∫
Rm

φ(λ)dνx(λ) = 〈φ, νx〉

es medible según Lebesgue.

Definición 3.3. Una medida de Young νx se llama medida de Young homogénea
si es constante y no depende de x ∈ Ω en c.t.p.. En este caso, podemos prescindir
de x en νx y escribir ν.

Esta definición se ajusta a los propósitos que hemos formulado al principio y
más aún, se demuestra que es esencial para el Cálculo de Variaciones. Pero para la
comprensión fundamental debemos mostrar la existencia de un objeto con tales pro-
piedades para una sucesión dada {wn}. Para eso, remarcamos un par de ingredientes
que se utilizarán. Para las demostraciones nos referimos a cualquier libro de análisis
funcional, por ejemplo [Con94] o más orientado al cálculo de variaciones [FL07].
En primer lugar, recordemos que por el teorema de representación de Riesz el dual
del espacio C0(Rm) es el espacio de una medida de radón de valor real con signo
que denotamos M(Rm). En segundo lugar, el espacio L∞w (Ω;M(Rm) es el dual de
L1(Ω;C0(Rm)), donde el sub́ındice w representa funciones débilmente* medibles con
la norma suprema esencial. Si eligiéramos una medibilidad fuerte, es decir, el espacio
L∞(Ω;M(Rm) no se puede identificar con el dual de L1(Ω;C0(Rm)) asociando la
forma lineal

w 7→
∫

Ω
〈µ(x), w(x)〉dx.

Con esto en mente, proporcionamos los argumentos de existencia en el siguiente
teorema y comprobamos que las medidas de Young realmente viven en el espacio
L∞w (Ω;M(Rm)) .

Teorema 3.4. [Teorema de existencia] Dada una sucesión de funciones medi-
bles {wi} : Ω → Rm, donde Ω ⊂ RN es un conjunto de medida finita, existe una
subsucesión {wik} y una medida de Young ν, en el sentido de que

(i.) (es una medida de probabilidad) ‖νx‖ ≤ 1 y νx ≥ 0 para c.t.p. x ∈ Ω.
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(ii.) (define el ĺımite débil* para sucesiones) Para todo φ ∈ C0(Rm) se cumple que

φ (wik)
∗
⇀ 〈νx, φ〉 =

∫
Rm

φ(t)dνx(t) en L∞(Ω).

Demostración. (ii.) Para cada x ∈ Ω : definimos

νi : Ω→M(Rm)

x 7→ νi(x) := δwi(x).

Por lo tanto, para todo i la norma

|νi(x)| =
∫
Rm

dδwi(x) = 1,

que coincide con la norma suprema esencial en L∞w (Ω;M(Rm). Ya que para todo
φ ∈ C0(Rm) la función

x 7→
∫
Rm

φ(t)dδwi(x)(z) = φ (wi(x))

es medible, por lo que concluimos que efectivamente νi ∈ L∞w (Ω;M(Rm)).
Por lo tanto tenemos funciones dentro de la bola unitaria en el dual de L1(Ω;C0(Rm)),

por el Teorema de Banach-Alaoglu este conjunto es débil* compacto, y por un
corolario del teorema existe una subsucesión {wik} ⊂ {wi} y un elemento ν ∈
L∞w (Ω;M(Rm) tal que νik

∗
⇀ ν.

Entonces tenemos para todo ψ ∈ L1(Ω;C0(Rm)) :∫
Ω
ψ (x, νik(x)) dx =

∫
Ω
〈νik(x), ψ(x, ·)〉M,C0

dx→
∫

Ω
〈νx, ψ(x, ·)〉M,C0

dx

=

∫
E

∫
Rm

ψ(x, z)dνx(z)dx

En particular, si elegimos ψ(x, z) := h(x)φ(z) con x ∈ Ω y z ∈ Rm y h ∈ L1(Ω) y
φ ∈ C0(Rm) luego ψ ∈ L1(Ω;C0(Rm)) y por lo tanto∫

Ω
h(x)φ (wik(x)) dx→

∫
Ω
h(x)

∫
Rm

φ(z)dνx(z)dx

(i.) Al ajustar adecuadamente h ≥ 0 y φ ≥ 0 tenemos que νx ≥ 0 para todo x ∈ Ω.
La semicontinuidad de la norma suprema esencial implica ‖νx‖ ≤ 1.

3.2. Teorema fundamental para las medidas de Young

Teorema 3.5. [Teorema fundamental para las medidas de Young] Dada
una sucesión de funciones {wi} ∈ Lp(Ω;Rm) que genera una medida de Young
ν = {νx}x∈Ω las siguientes afirmaciones son verdaderas:
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(i.) Si f : Ω × RN → R es una función equiintegrable de Carathéodory en L1(Ω)
tal que la sucesión {f (x,wi(x))} está uniformemente acotada entonces

f(x,wi(x)) ⇀ f̄(x) =

∫
RN

f(x, t)dνx(t) in L1(Ω) para en c.t.p. x ∈ Ω.

(ii.) Para un conjunto compacto K ∈ RN se cumple que

supp νx ⊂ K en c.t.p. x ∈ Ω si y solo si dist (wi,K)→ 0 en medida.

La afirmación (i.) se puede probar estableciendo una semicontinuidad más baja
para los integrandos normales equiintegrables como en [FL07] pero como pospone-
mos los resultados de semicontinuidad más abajo se ha elegido otro enfoque por
coherencia.

Demostración. (i.) Por el teorema de Dunford-Pettis, la equiintegrabilidad de una
sucesión acotada en L1(Ω) implica su relativa compacidad débil. Aqúı mostramos
que una compacidad relativa débil implica una convergencia débil para las funciones
de Carathéodory ajustando la prueba en [Bal89].
Dado f(·, wi), dividimos f = f+−f− donde f± = max{±f, 0}. Tenemos que ambos
f−(·, wi) y f+(·, wi) siguen siendo funciones de Carathéodory y, según el teorema
de Dunford-Pettis, ambas conservan una compacidad relativa débil en L1(Ω×Rm).
Por lo tanto, para la prueba podemos suponer f ≥ 0. Definimos

gk(x) =


1 para |x| ≤ k,

1 + k − |x| para k ≤ |x| ≤ k + 1,
0 para |x| ≥ k + 1.

Por lo tanto fk := gkf ∈ C0(Ω×Rm). Vamos a demostrar que para todo φ ∈ L∞(Ω)
es ∫

Ω
φfk(x,wi)dx −→

∫
Ω
φf(x,wi)dx (3.1)

cuando k →∞. Efectivamente, tenemos∣∣∣∣∫
Ω
φ(fk(x,wi)− f(x,wi))dx

∣∣∣∣ ≤ C ∫
{|wi|≥k}

f(x,wi)dx.

Se puede demostrar (ver Lema 6.1 en [Ped97]) que la equiintegrabilidad implica

ĺım
δ→∞

(
sup
i

∫
{f(x,wi)≥δ}

f(x,wi)dx

)
= 0.

Entonces tenemos∫
{|wi|≥k}

f(x,wi)dx ≤ ε+ δ{|x ∈ Ω : |wi| ≥ k|} ≤ 2ε

y se establece 3.1.
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Ahora, por definición de la medida de Young

ĺım
i→∞

∫
Ω
φfk(x,wi)dx→

∫
Ω
φ〈νx, fk(x, ·)〉dx.

Usando el teorema de la convergencia monótona, eligiendo φ ≥ 0 y poniendo k →∞
obtenemos

f(x,wi) ⇀ 〈νx, f〉.

(ii.) Sea supp νx ⊂ K, defina f(x, z) := χΩ(x) mı́n{dist (z,K), 1}, que en es-
te caso es una función Caratheodory equiintegrable acotada, por lo tanto por (i.)
tenemos

ĺım
n→∞

∫
Ω

mı́n {dist (wn(x),K) , 1} dx

=

∫
Ω

∫
Rm

mı́n{dist(t,K), 1}dνx(t)dx = 0,

y por el teorema de convergencia de Vitali dist (wi,K) → 0 en medida en c.t.p.
x ∈ Ω.

Por el contrario, sea dist (wi,K) → 0 en medida, definimos una función con
soporte compacto en otro lugar de K, es decir φ ∈ C0(Rm \K). Por lo tanto, para
todo ε > 0 hay un conjunto compacto K1 ⊂ Rm \K tal que |φ(z)| < ε para todos
los puntos que no están en el compacto K1. Existe una constante Cε > 0 tal que

|φ(z)| ≤ ε+ Cε dist(z,K) para todos z ∈ Rm \K.

De lo contrario, seŕıa posible definir una sucesión |φ(zi)| con valores grandes arbi-
trarios para zi distantes de K1, lo cual es una contradicción.

Por lo tanto, la sucesión de valores positivos {|φ(wi)− ε|}+ converge a cero en la
medida. Como está acotado podemos aplicar el apartado (i.) anterior para establecer
que 〈

νx,(|φ(·)| − ε)+
〉
M,C0

= 0 en c.t.p.x ∈ Ω.

Poniendo ε→ 0+ obtenemos

〈νx, φ〉M,C0
= 0 para todos ϕ ∈ C0 (Rm\K) .

Por lo tanto supp νx ⊂ K en c.t.p. x ∈ Ω.

A continuación, es interesante observar las propiedades que plantean las medidas
de Young, lo que las hace tan importantes para comprender el comportamiento de
las sucesiones.

En primer lugar, permiten formular expĺıcitamente los ĺımites débiles.

Corolario 3.6. Dada una sucesión débilmente convergente {wj} en Lp(Ω;Rm) para
1 ≤ p < ∞ o débil* convergente en L∞(Ω;Rm) que genera una medida de Young
ν = {νx} para en c.t.p. x ∈ Ω cuyo ĺımite está dado por

w(x) =

∫
Rm

tdνx(t). (3.2)
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Demostración. Dada una sucesión {wn} que genera ν es posible extraer una sub-
sucesión {wnk

} que genera la misma medida de Young. Dado que para cualquier
g ∈ Lq(Ω;Rm) la sucesión {gwnk

} es equiintegrable y por el teorema anterior si
ponemos f(x, t) = g(x)t obtenemos

ĺım
k→∞

∫
Ω
g(x) · wnk

(x)dx =

∫
Ω
g(x) ·

∫
Rm

tdνx(t)dx

y por unicidad de ĺımites obtenemos el resultado.

Otra propiedad importante de las medidas de Young que se desprende del Teore-
ma Fundamental es que aunque la sucesión en cuestión presente una concentración
considerable la medida de Young generada se mantiene bien definida.

Corolario 3.7. Dada una sucesión de funciones medibles wn : Ω → Rm entonces
wn

m→ w si y solo si wn genera la medida de Young νx = δw(x).

Demostración. Supongamos que wn genera la medida de Young νx = δw(x). Podemos
aplicar la desigualdad de Markov que establece que para cualquier ε > 0,

|{x ∈ Ω : |wn(x)− w(x)| ≥ ε}| ≤ ε−1

∫
Ω

mı́n {|wn(x)− w(x)| , ε} dX.

El lado derecho es una función de Carathéodory que es equiintegrable ya que está
acotada y por lo tanto converge a cero como n → ∞. Entonces concluimos que
wn

m→ w. Para probar la otra dirección supongamos primero que wn
m→ w. Sea

ϕ ∈ C0(Rm), dado que ϕ también es uniformemente continuo, para cualquier ε > 0
existe δ > 0 tal que como n→ 0 es

|{|ϕ (wn)− ϕ(w)| ≥ ε}| ≤ |{|wn − w| ≥ δ}| → 0.

lo que significa la convergencia en medida de ϕ(wn(x)) a ϕ(w(x)), aplicando el
Teorema de la Convergencia Dominada tenemos que para cualquier conjunto medible
de Borel B es

ĺım
n→∞

∫
B
ϕ (wn(x)) dx =

∫
B
ϕ(w(x))dx

y por lo tanto wn genera la medida de Young νx = δw(x).

Cuando se trabaja con una sucesión, es de gran importancia, especialmente para
nuestras necesidades, capturar su comportamiento de oscilación. El siguiente coro-
lario establece precisamente eso.

Corolario 3.8. Sea Q = (0,1)k, w ∈ Lp(Q;Rm) para 1 ≤ p ≤ ∞, considere la
sucesión multidimensional zig-zag definida por wn(x) = w(nx) donde w se extiende
periódicamente en todas las direcciones. Entonces wn genera la medida de Young ν:

〈νx, ϕ〉 =

∫
Q
ϕ(w(t))dt, ∀ϕ ∈ C0 (Rm) .
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Demostración. Sea ϕ ∈ C0(Rm) y sea g ∈ C1
c (Q), ya que la periodicidad de w

tenemos

∫
Q
g(x)ϕ (wn(x)) dx =

∫
Q
g(x)ϕ(w(nx))dx

= (−1)k
∫
Q
∂1 · · · ∂kg(x)

(∫
xQ
ϕ(w(nt))dt

)
dx

= (−1)k
∫
Q
∂1 · · · ∂kg(x)

(
n−k

∫
nxQ

ϕ(w(t))dt

)
dx

= (−1)k
∫
Q
∂1 · · · ∂kg(x)

(
n−k dnx1e · · · dnxke

∫
Q
ϕ(w(t))dt

−n−k
∫

([nxe−nx)Q
ϕ(w(t))dt

)
dx

→ (−1)k
∫
Q
∂1 · · · ∂kg(x)x1 · · ·xk

∫
Q
ϕ(w(t))dt dx

=

∫
Q
g(x)

∫
Q
ϕ(w(t))dt dx como n→∞

(3.3)

Por lo tanto por densidad wn genera la medida de Young ν.

3.3. Resultados de semicontinuidad inferior

Hemos visto que las medidas de Young son útiles como concepto ya que dan
un significado preciso a la idea de ’mezcla de fases infinitesimalmente finas’ y pro-
porcionan un marco para soluciones generalizadas donde no existen minimizadores
clásicos. En esta sección discutimos brevemente las ventajas de las medidas de Young
como herramienta técnica. Los siguientes dos resultados permiten, entre otras cosas,
extender los resultados de semicontinuidad inferior para integrales

∫
f(Du(x))dx a

integrales
∫
f(x, u(x), Du(x))dx sin esfuerzo adicional. En términos más generales,

las medidas de Young son una herramienta bastante eficiente para eliminar toda
dependencia de términos de importancia inferior mediante argumentos generales. El
primer resultado muestra que la medida de Young es suficiente para calcular los
ĺımites de las funciones de Carathéodory, el segundo ampĺıa la caracterización de la
convergencia fuerte.

Corolario 3.9. Supongamos que la sucesión de funciones zk : E → Rd genera la
medida de Young ν. Sea f : E ×Rd → R una función de Carathéodory (medible en
el primer argumento y continua en el segundo) y supongamos que la parte negativa
f− (x, zk(x)) es débilmente relativamente compacta en L1(E). Después

ĺım inf
k→∞

∫
E
f (x, zk(x)) dx ≥

∫
E

∫
Rd

f(x, λ)dνx(λ)dx.

Si, además, la sucesión de funciones x 7→ |f | (x, zk(x)) es débilmente relativa-
mente compacta en L1(E) entonces
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f (·, zk(·))→ f̄ in L1(E), f̄(x) =

∫
Rd

f(x, λ)dνx(λ)dx

Demostración. La segunda afirmación sigue por la aplicación de esta desigualdad a
f̃(x, p) = ±ϕ(x)f(x, p) para todo ϕ ∈ L∞(E), ϕ ≥ 0.

Primero considere el caso f ≥ 0. Supongamos temporalmente que, además,

f(x, λ) = 0 si|λ| ≥ R.

Por el teorema de Scorza-Dragoni existe una sucesión creciente de conjuntos
compactos Ej tal que |E\Ej | → 0 y f|Ej×Rd es continua. Definir Fj : E → C0

(
Rd
)

por Fj(x) = χEj (x)f(x, ·). Entonces Fj ∈ L1
(
E;C0

(
Rd
))

y la convergencia de δzk(·)
a ν en el espacio dual produce

∫
E
f (x, zk(x)) dx ≥

∫
E

〈
δzk(x), Fj(x)

〉
→
∫
E
〈νx, Fj(x)〉 dx =

∫
Ej

f(x, λ)dνx(λ).
(3.4)

Haciendo j → ∞ obtenemos la afirmación por el teorema de la convergencia
monótona. Considere una sucesión creciente {ηl} ⊂ C∞0

(
Rd
)
, que converge a 1,

usa la estimación para fl(x, λ) = f(x, λ)ηl(λ) y aplica nuevamente el teorema de
convergencia monótona. Esto termina la prueba si f ≥ 0 o más generalmente si f
está acotada desde abajo.

Para general f let

hk(x) = f (x, zk(x)) = h+
k (x)− h−k (x)

fM (x, λ) = máx(f(x, λ),−M)
(3.5)

Por las caracterizaciones equivalentes de equiintegrabilidad (ver, por ejemplo,
[Me 66]) para cada ε > 0 existe un M > 0 tal que

sup
k

∫
h−k ≥M

h−k (x)dx < ε.

Por eso

ĺım inf
k→∞

∫
E
f (x, zk(x)) dx+ ε ≥ ĺım inf

k→∞

∫
E
fM (x, zk(x)) dx

≥
∫
E

∫
Rd

fM (x, λ)dνx(λ)dx ≥
∫
E
f(x, λ)dνx(λ)dx

(3.6)

Como ε > 0 era arbitrario, la prueba está terminada.

Corolario 3.10. Sea uj : E → Rd, vj : E → Rd′ medible y suponga que uj → u en
c.t.p. mientras que vj genera la medida de Young ν. Entonces la sucesión de pares
(uj , vj) : E → Rd+d′ genera la medida de Young x 7→ δu(x) ⊗ νx.
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Demostración. Sea ϕ ∈ C0

(
Rd
)
, ψ ∈ C0

(
Rd′
)
, η ∈ L1(E). Entonces ϕ (uj) →

ϕ(u) en c.t.p. y ηϕ (uj)→ ηϕ(u) en L1(E) por el teorema de la convergencia domi-
nada. Además por suposición

ψ (vj)
∗ ψ̄ in L∞, ψ̄(x) = 〈νx, ψ〉 .

Por eso

∫
E
η(ϕ⊗ ψ) (uj , vj) dx =

∫
E
ηϕ (uj)ψ (vj) dx→

∫
E
ηϕ(u) 〈νx, ψ〉 dx

o

(ϕ⊗ ψ) (uj , vj)
∗→
〈
δu(·) ⊗ ν., ϕ⊗ ψ

〉
inL∞(E).

La afirmación se sigue ya que las combinaciones lineales de productos tensoriales

ϕ⊗ ψ son densas en C0

(
Rd+d′

)
.

Una aplicación t́ıpica de los corolarios es la siguiente. Sea f : Ω×(Rm× Mm×n)→
R una función de Carathéodory y supongamos que f ≥ 0. Supongamos que uj → u
en W 1,p (Ω; Rm) y que Duj genera la medida de Young ν. Tomando vj = Duj , zj =
(uj , vj) obtenemos.

ĺım inf
j→∞

∫
Ω
f (x, uj(x), Duj(x)) dx

≥
∫

Ω

∫
Rm×Mm×n

f(x, λ, µ)dδu(x)(λ)⊗ dνx(µ)dx

=

∫
Ω

∫
Mm×n

f(x, u(x), λ)dνx(λ)dx.

(3.7)

La prueba de la semicontinuidad inferior se reduce aśı a la verificación de la
desigualdad ∫

Mm×n

g(λ)νx(λ) ≥ g(Du(x)) = g (〈νx, id〉)

para la función

g(λ) = f(x, u(x), λ)

con el primer y segundo argumento ’congelado’.

3.4. Ejemplos

Ejemplo 3.11. Sea h : R→ R la extensión periódica de la función dada por

h(x) =

{
a if 0 ≤ x < λ

b if λ ≤ x < 1
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y definimos zj : [0,1]→ R por

zj(x) = h(jx).

Usando la periodicidad de h uno comprueba fácilmente que,

zj
∗→
∫ 1

0
h(y)dy = λa+ (1− λ)b

y de manera similar

f (zj)
∗→ λf(a) + (1− λ)f(b).

Por lo tanto, zj genera una medida de Young ν dada por

νx = λδa + (1− λ)δb.

En particular νx es independiente de x, entonces homogénea. Más generalmente,
si h : Rn → R es localmente integrable y periódica en el cuadrado unitario [0,1]n

entonces zj genera una medida de Young homogénea ν dada por∫
R
gdν =

∫
[0,1]n

g(h(y))dy.

Para un conjunto de Borel B ⊂ R se tiene

ν(B) =
∣∣(0,1)n ∩ h−1(B)

∣∣ .
Ejemplo 3.12. Volviendo al ejemplo 3.1

I(u) =

∫ 1

0

(
u2
x − 1

)2
+ u2dx

Sea uj una sucesión tal que

I (uj)→ 0, uj(0) = uj(1) = 0,

y sea zj = (uj)x. Entonces zj está acotado en L4, una subsucesión genera una

medida de Young ν y ‖νx‖ = 1 en c.t.p. Si dejamos g(p) = mı́n
((
p2 − 1

)2
, 1
)

deducimos que

〈νx, g〉 = 0 para c.t.p. x.

Por lo tanto, supp νx ⊂ {−1,1} y νx = λ(x)δ−1 + (1 − λ(x))δ1 en c.t.p. Por lo
tanto

zjk
∗−→ 〈νx, id〉 = 1− 2λ(x)

y

ujk(a) =

∫ a

0
zjkdx→

∫ a

0
(1− 2λ(x))dx
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Dado que uj → 0 en L2 y por lo tanto λ(x) = 1/2 en c.t.p. Por lo tanto, zjk
genera la única (homogénea) medida de Young

νx =
1

2
δ−1 +

1

2
δ1.

Por unicidad toda la sucesión zj genera esta medida de Young. Aunque hay
muchas sucesiones de minimización diferentes para I, todas generan la misma medida
de Young. La medida de Young captura la caracteŕıstica esencial de las sucesiones
minimizantaes. Tienen que usar pendientes (cercanas a) ±1 en igual proporción en
una mezcla cada vez más fina.

Uno puede ver el par (u, ν) como una solución generalizada del problema I →
min. La derivada ux se reemplaza por una medida de probabilidad y el acoplamiento
entre u y ν ocurre a través del centro de masa de ν(cf):

ux = 〈νx, id〉 .

Ejemplo 3.13. (Soluciones aproximadas del problema de los dos pozos)
Sean A,B ∈ Mm×n, BA = a ⊗ n, F = λA + (1 − λ)B, λ ∈ (0,1). Considere

una sucesión de funciones uj : Ω ⊂ Rn → Rm con una constante de Lipschitz
uniformemente acotada que satisface

dist (Duj ,{A,B})→ 0 en medida en Ω,

uj(x) = Fx in ∂Ω.
(3.8)

Sea ν la medida de Young generada por (una subsucesión de) Duj . Entonces
‖νx‖ = 1 produce supp νx ⊂ {A,B}, es decir, νx = µ(x)δA+ (1− µ(x))δB. Pasando

a otra subsucesión podemos asumir uj
∗→ u en W 1,∞ (Ω,Rm), y tenemos

Du(x) = µ(x)A+ (1− µ(x))B = A+ (1− µ(x))a⊗ n.

Extendiendo uj y u por Fx fuera de Ω deducimos que v(x) = u(x) − Ax es
constante en los planos x ·n = constante Por lo tanto u(x) = Fx y µ(x) = λ. Por lo
tanto, {Duj} genera la medida de Young única (homogénea)

νx = λδA + (1− λ)δB.

Ahora echamos un vistazo a los contraejemplos y veremos lo que la medida de
Young no puede detectar.

La medida de Young describe las proporciones de fase local en una mezcla in-
finitesimalmente fina (modelada matemáticamente por una sucesión que desarrolla
oscilaciones cada vez más finas). Esto es exactamente lo que se necesita para calcular
los ĺımites de las integrales

∫
U f (zj). Sin embargo, hay otras cantidades naturales

que no se pueden calcular a partir de la medida de Young.

Ejemplo 3.14. (micromagnetismo).
La enerǵıa de un gran cuerpo magnético ŕıgido representado por un dominio

Ω ⊂ R3, está dada por
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I(m) =

∫
Ω
ϕ(m) +

∫
R3

|hm|2

Aqúı m : Ω → R3 es la magnetización y hm es la proyección de Helmholtz de
−m (extendido por cero fuera de Ω ), es decir, el campo de gradiente único que
satisface div hm = −divm en el sentido de distribuciones. En unidades adecuadas,
m satisface la condición de saturación |m| = 1. Por simplicidad hemos despreciado
la enerǵıa de intercambio.

Sea mj : Ω→ S2 ⊂ R3 una sucesión de magnetizaciones que genera una medida
de Young ν. Después ∫

Ω
ϕ (mj) dx→

∫
Ω
〈νx, ϕ〉 dx.

El ĺımite de
∫
R3

∣∣hmj

∣∣2, sin embargo, en general no está determinado por la
medida de Young (ver Figura 3.14). De hecho, sea f la extensión periódica de la
función de signo en [−1/2,1/2], sea Ω = [0,1]3 y sea

mj = f
(
jx1
)
e1χΩ; m̃j = f

(
jx2
)
e1χΩ.

Figura 3.1: Ambas sucesiónes generan la misma medida de Young pero mj es casi un
gradiente mientras que m̃j casi no tiene divergencia. Imagen utilizada desde [Mul98].

Ambas sucesiones generan la misma medida de Young (homogénea) νx = 1
2δe1+

1
2δ−e1 . Por otra parte no es dif́ıcil comprobar que

∥∥hmj

∥∥
2
→ 1 mientras que ‖hm̃j‖2 →

0. Primero reemplazamos χΩ por una función suavizante ϕ y demuestramos que los
campos resultantes M j y M̃ j satisfacen curl Mj → 0, div M̃j → 0 en H−1; luego
se ouede usar la estimación

∥∥hmj − hMj

∥∥
2
≤ ‖mj −Mj |2 que se cumple ya que la

función m 7→ −hm es una proyección ortogonal. Alternativamente, se puede usar la
representación de hm en el espacio de Fourier.

Ejemplo 3.15. (correlaciones).
El limite de

Ij (uj) :=

∫ 1

0
uj(x)uj

(
x+

1

j

)
dx

no está determinado por la medida de Young {uj}. De hecho consideramos
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uj(x) = sin jπx

vj(x) = sin 2j2πx.
(3.9)

Ambas sucesiones generan la misma medida de Young (homogénea) νx = 2
π

(
sin−1

)′
(y)dy,

pero

Ij (uj) =

∫ 1

0
sin(jπx) sin(jπx+ π)→ −1/2,

Ij (vj) =

∫ 1

0
sin
(
j2πx

)
sin
(
j2πx+ 2jπ

)
→ 1/2.

(3.10)

3.5. Medidas gradientes de Young

Definición 3.16. Dada una sucesión un ⊂W 1,p(Ω;Rm), p ∈ [1,∞], tal que ‖un‖ <
infty y

un ⇀ u en W 1,p(Ω;Rm), o un
∗
⇀ u en W 1,∞(Ω;Rm).

Una medida de Young ν se denomina medida gradiente de Young si

δ∇u(x)
∗
⇀ ν in L∞w (Ω;M(Rm×d)).

Definición 3.17. Dado un conjunto compacto K ⊂ Rm×d y f : Ω ⊂ Rm×d → R,
definimos los siguientes conjuntos para las medidas de Young:

• H(Ω) ⊂ Rm×d el conjunto de medidas gradientes homogeneas de Young,

Y cuando supp(ν) ⊂ K:

• H(Ω,K) ⊂ Rm×d el conjunto de medidas gradientes homogeneas de Young
con soporte en K,

• Mpc(K) :=
{
ν ∈M(Rm×d) : f(∇u) ≤

∫
fdν, para toda f policonvexo

}
,

• Mqc(K) :=
{
ν ∈M(Rm×d) : f(∇u) ≤

∫
fdν, para toda f cuasiconvexo

}
,

• Mrc(K) :=
{
ν ∈M(Rm×d) : f(∇u) ≤

∫
fdν, para toda f convexa de rango-1

}
.

Teorema 3.18. (Clasificación de medidas gradientes de Young). La función (débil*
medible) ν : Ω→M (Mm×n) es W 1,∞ medida gradiente de Young si y solo si νx ≥ 0
en c.t.p. y existe un conjunto compacto K ⊂Mm×n y u ∈W 1,∞ (Ω; Rm) tal que se
cumplen las siguientes tres condiciones.

(i) supp νx ⊂ K para c.t.p. x,
(ii) 〈νx , id 〉 = Du para c.t.p. x,
(iii) 〈νx, f〉 ≥ f (〈νx , id 〉) para c.t.p. x y toda cuasiconvexa f : Mm×n → R.
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El punto principal es mostrar que la desigualdad de Jensen para funciones cua-
siconvexas caracteriza las medidas gradientes homogeneas de Young. La prueba se
basa en los teoremas de separación de Hahn-Banach y la representación de f qc. La
extensión a medidas de Young no homogéneas utiliza principalmente generalidades
sobre funciones medibles, en particular su aproximación por constantes por partes.

Una herramienta técnica importante de interés independiente es un resultado de
truncamiento para sucesiones de gradientes, a veces conocido como el lema de Zhang.
(Acerbi y Fusco obtuvieron previamente resultados estrechamente relacionados ba-
sados en el trabajo anterior de Liu). Implica que cada medida gradiente de Young
soportada en un conjunto compacto K ⊂ Mm×n puede ser generada mediante una
sucesión {Dvj} cuya norma L∞ se puede acotar en términos de K solamente. Para
el resto de esta sección adoptamos las siguientes convenciones:

K es un conjunto compacto en Mm×n,
U,Ω son dominios acotados en Rn,|∂Ω| = |∂U | = 0.

Lema 3.19. (lema de Zhang). Sea |K|∞ = sup{|F | : F ∈ K}.
(i) Sea uj ∈W 1,1

loc (Rn; Rm) y supongamos que

dist (Duj ,K)→ 0 in L1 (Rn)

Entonces existe una sucesión vj ∈W 1,1
loc (Rn; Rm) tal que

|Dvj | ≤ c(n,m)|K|∞
|{uj 6= vj}| → 0

(ii) Sea U ∈ Rn un dominio acotado y sea uj ∈W 1,1
loc (U ; Rm). Supongamos que

dist (Duj ,K)→ 0 en L1(U), uj → u en L1
loc(U)

Entonces existe vj ∈W 1,1
loc (U ; Rm) tal que

|Dvj | ≤ c(n,m)|K|∞
|{uj 6= vj}| → 0, vj = u cerca ∂U

Las estimaciones se pueden reemplazar por la afirmación más fuerte dist (Dvj ,K
c)→

0 en L∞. Tenga en cuenta también que la afirmación |{uj 6= vj}| → 0 implica

|{Duj 6= Dvj}| → 0

ya que para cualquier función de Sobolev Du = 0 en c.t.p. en {u = 0}.

Demostración. La parte (i) se sigue de la demostración del Teorema 6.6.3 en [EG92],
pp. 254-255, con λ = 3C|K|∞. La parte (ii) sigue con un argumento de localización
estándar.

Ahora supongamos que {uj} está acotado en W 1,∞ (Ω; Rm) y {Duj} genera la
medida gradiente de Young ν. Entonces Duj → Du en L∞, Du(x) = 〈νx , id 〉 y uj →
u (localmente) en L∞. Llamamos u a la deformación subyacente de ν. La medida
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de Young ν : Ω → M (Mm×n) se llama homogénea si es constante en Ω (hasta un
conjunto de medida cero). Como de costumbre, identificamos funciones constantes
con sus valores y vemos el conjunto H(Ω) de medidas gradientes homogeneas de
Young como un subconjunto de M (Mm×n).

Lema 3.20. Tenemos
(i) Si ν ∈ H(Ω,K) y 〈ν, id 〉 = 0 entonces existe una sucesión uj ∈W 1,∞

0 (Ω; Rm)
tal que Duj genera ν y satisface |Duj | ≤ C|K|∞.

(ii) H(Ω,K) es débil* compacto en M (Mm×n).
(iii) El conjunto H(Ω,K) es independiente de Ω. Si ν es una medida gradiente

de Young con supp ν(x) ⊂ K en c.t.p. cuya deformación subyacente u coincide con
la función af́ın en ∂Ω (en el sentido de W 1,∞

0 ) entonces el promedio Avν definido
por

〈Av ν, f〉 =
1

|Ω|

∫
Ω
〈νx, f〉 dx

pertenece a H(K).
(iv) El conjunto HF (K) = {ν ∈ H(K) : 〈ν, id 〉 = F} es débil* cerrado y

convexo.

Demostración. La afirmación (i) se deriva de la definición de H(Ω,K) y la parte
(ii) del lema de Zhang. La prueba de (ii) usa (i) y un argumento de diagonalización.
Tenga en cuenta que H(Ω,K) está contenido en el conjunto compacto débil* P(K)
de medidas de probabilidad en K. Por lo tanto, la topoloǵıa débil* es metrizable
en P(K) y puede describirse mediante sucesiones. Supongamos que νk ∈ H(Ω,K) y

νk
∗→ ν. Después de restar las funciones afines en las sucesiones generadoras de νk

podemos suponer que 〈νk , id 〉 = 0. Por (i) existen uk,j ∈W 1,∞
0 (Ω;Mm×n) tal que

δDuk,j(·)
∗

j →∞ νk in L∞w
(
Ω;M

(
Mm×n)) , |Duk,j | ≤ C|K|∞.

Aqúı identificamos νk con la constante mapx 7→ νk. Dado que la topoloǵıa
débil* es metrizable en L∞w (Ω;P (B (0, C|K|∞))) podemos aplicar un argumento de
diagonalización estándar para encontrar jk →∞ tal que

δDuk,jk (·)
∗→ ν in L∞w

(
Ω;M

(
Mm×n)) .

Dado que |Duk,jk | ≤ C tenemos ν ∈ H(Ω,K). Por lo tanto H(Ω,K) es débil*
cerrado y por lo tanto débil* compacto como un subconjunto de P(K).

Para probar (iii) considere primero v ∈ W 1,∞
0 (U ; Rm) y la medida trivial de

Young dada por µ(x) = δDv(x). Afirmamos que Av µ es una medida gradiente ho-
mogénea de Young (para todos los dominios Ω ). Por el teorema de cobertura de
Vitali existen copias a escala disjuntas Ui = ai + riU de U que están contenidas en
el cubo unidad Q y lo recubren hasta un conjunto nulo. Definimos

w(x) =

{
riv
(
x−ai
ri

)
in Ui

0 inQ\Ui,
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extendiendo w 1-periódicamente a Rn, y sea wk(x) = k−1w(kx). Entonces para
todas las funciones continuas g

g (Dwk)
∗→ ḡ in L∞ (Rn) ,

dónde

ḡ =

∫
Q
g(Dw)dx =

1

|U |

∫
U
g(Dv)dx = 〈Avµ, g〉.

Aśı, para todo Ω, δDwk(·) converge a la medida de Young homogénea Avµ en
L∞w (Ω;M (Mm×n)) en la topoloǵıa débil*. Por lo tanto, Avµ ∈ H(Ω) como se
afirma.

Ahora sea que ν satisfaga la suposición de (iii). Podemos suponer que u ∈
W 1,∞

0 (Ω; Rm). Por la definición de las medidas gradientes de Young y la parte

(ii) del lema de Zhang, existe una sucesión uj ∈W 1,∞
0 (Ω; Rm) tal que |Duj | ≤ R y

δDuj(·)
∗→ ν in L∞w

(
Ω;M

(
Mm×n)) .

Tomando funciones de prueba de la forma 1⊗ g vemos que

Av δDuj(·)
∗→ Av ν

Por las consideraciones anteriores AvδDuj(·) pertenece a H(Ω, B(0, R)) para todo
Ω. Por (ii) lo mismo vale para Av ν. Dado que supp ν(x) ⊂ K es de hecho Av ν ∈
H(Ω,K). Si ν ∈ H(U,K) entonces Avν = ν y por lo tanto H(Ω,K) es independiente
de Ω.

Respecto a (iv) podemos suponer F = 0. Sean ν1, ν2 ∈ H0(K). Sea Q1 = (0, λ)×
(0,1)n−1, Q2 = (λ, 1)×(0,1)n−1 Por (i) existen sucesiones {Dui,j} ⊂W 1,∞

0 (Qi,R
m) , i =

1,2 que generan νi. De ah́ı los gradientes de

uj(x) =

{
u1,j(x), x ∈ Q1

u2,j(x), x ∈ Q2

generan

ν(x) =

{
ν1, x ∈ Q1

ν2, x ∈ Q2

Por (iii) tenemos

λν1 + (1− λ)ν2 = Avν ∈ H0(K)

Lema 3.21. (caracterización de medidas gradientes homogeneas de Young). Se tiene
que

H(K) =Mqc(K).
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Demostración. Claramente H(K) ⊂ Mqc(K) por semicontinuidad inferior. Para
probar lo contrario basta con considerar medidas con baricentro cero. Ahora H0(K)
es débil* cerrado y convexo, y C(K) es el dual de (M(K), débil*). Por el teorema
de separación de Hahn-Banach es suficiente demostrar que, para todo f ∈ C(K),

〈ν, f〉 ≥ α ∀ν ∈ H0(K),

implica

〈µ, f〉 ≥ α ∀µ ∈Mqc
0 (K)

Fijando f ∈ C(K), consideramos una extensión continua a C0 (Mm×n) y sea

fk(F ) = f(F ) + k dist2(F,K).

Afirmamos que

ĺım
k→∞

f qck (0) ≥ α.

Una vez que se muestra esto, hemos terminado ya que, por definición, cada
µ ∈Mqc

0 (K) satisface

〈µ, f〉 = 〈µ, fk〉 ≥
〈
µ, f qck

〉
≥ f qck (0).

Supongamos que ahora es falso. Entonces existe δ > 0 tal que

f qck (0) ≤ α− 2δ, ∀k.

Existe uk ∈W 1,∞
0 (Q; Rm) tal que∫

Q
fk (Duk) dy ≤ α− δ

En particular, podemos asumir uk → u en W 1,2
0 (Q; Rm) y

dist (Duk,K)→ 0 in L1(Q)

Por la parte (ii) del lema de Zhang existe vk ∈W 1,∞
0 (Q; Rm) tal que

|Dvk| ≤ C, | {(Duk 6= Dvk} |→ 0.

En particular, una subsucesión adicional de {Dvk} genera una medida gradiente
de Young ν con supp ν(x) ⊂ K y la deformación subyacente u ∈W 1,∞

0 (Q; Rm). Aśı,
Av ν ∈ H0(K). Como f está acotada desde abajo, deducimos la declaración.

ĺım inf
k→∞

∫
Q
fj (Duk) ≥ ĺım inf

k→∞

∫
Q
fj (Dvk)

=

∫
Q
〈νx, fj〉 dx = 〈Av ν, fj〉 ≥ α

Esto se contradice ya que fk ≥ fj si k ≥ j, y el enunciado queda probado.



CAPÍTULO 3. MEDIDAS DE YOUNG 35

Prueba del teorema 3.18. (necesidad).
Las condiciones (i) y (ii) se derivan de los hechos básicos sobre las medidas

de Young, mientras que (iii) se deriva del resultado de semicontinuidad inferior de
Morrey, aplicado a todos los subconjuntos abiertos U de Ω.

(suficiencia).
Para probar la suficiencia, primero consideramos el caso de que la deformación

subyacente se desvanece. Dejamos

A =
{
ν ∈ L∞w

(
Ω;M

(
Mm×n)) : ν(x) ∈Mqc

0 (K) en c.t.p.
}

denotamos el conjunto de aplicaciones que satisfacen (i) - (iii) con Du = 0.
Tenemos que demostrar que cada elemento de A es una medida gradiente de Young.

Para hacerlo, usamos algunas generalidades sobre funciones medibles para apro-
ximar los elementos de A mediante funciones constantes por partes. Primero tenga-
mos en cuenta que el conjunto de medidas de subprobabilidadM1 = {µ ∈M (Mm×n) : ν ≥ 0,‖ν‖ ≤ 1}
es débil* compacto enM (Mm×n). Por lo tanto, la topoloǵıa débil* es metrizable en
M1. Para definir una métrica espećıfica, sea {fi} ⊂ C0 (Mm×n) un conjunto denso
contable en la esfera unitaria de C0 (Mm×n) y veamos

d
(
µ, µ′

)
=
∞∑
i=1

2−i
∣∣〈µ− µ′, fi〉∣∣

El espacio (M1, d) es un espacio métrico compacto. Dado que d induce la topo-
loǵıa débil*, la función ν : Ω →M (Mm×n) que toma (en c.t.p.) valores en M1 es
débil* medible si y solo si ν : Ω→ (M1, d) es medible.

El conjunto {ν ∈ L∞w (Ω;M (Mm×n)) : ν(x) ∈M1 en c.t.p. } también es débil*
compacto en L∞w (Ω;M (Mm×n)). Una métrica d̃ que induce una convergencia débil*
en ese conjunto se puede definir de la siguiente manera. Sea {hj} un conjunto denso
contable en la bola unitaria de L1(Ω) y sea

d̃
(
ν, ν ′

)
=

∞∑
i,j=1

2−ij
∣∣〈 nu− ν ′, hj ⊗ fi〉∣∣ .

Por lo tanto, se deduce que cada ν ∈ A puede aproximarse arbitrariamente
bien en d̃ mediante la función ν̃ con las siguientes propiedades. Existen un número
finito de conjuntos abiertos disjuntos Ui con |∂Ui| = 0 tales que ν̃ = νi en Ui, νi ∈
Mqc

0 (K), ν̃ = δ0 en Ω\ ∪ Uyo. La aplicación del lema 3.20 (i) a cada Ui muestra que
ν̃ es una medida gradiente de Young (extendiendo la sucesión generadora por cero a
Ω\ ∪Ui ). Por lo tanto, el cierre de las medidas gradientes de Young con soporte en
K ′ = K ∪ {0} contiene A. Por otro lado, el conjunto de estas medidas de Young es
(débilmente) compacto (ver la demostración de Lema 3.20 (ii)). Aśı cada ν ∈ A es
una medida gradiente de Young. Esto termina la demostración si Du = 0. El caso
restante Du 6= 0 ahora se puede tratar fácilmente mediante traslación. Para una
medida µ, defina su traslación por

〈TFµ, f〉 = 〈µ, f(·+ F )〉
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de modo que TF δ0 = δF . Ahora si ν satisface las hipótesis y ν̃(x) = T−Du(x)ν(x)
entonces ν̃ ∈ A. Por lo tanto existe una sucesión {Dvj} que genera ν̃ y se verifica
fácilmente que Duj = Dvj +Du genera ν.

Proposición 3.22. Sea (X, d) un espacio métrico compacto y M ⊂ X. Suponga
que ν : Ω → X es medible y ν(x) ∈ en c.t.p. Entonces, para cada k ∈ N, existe
un número finito de conjuntos abiertos disjuntos Ui con |∂Ui| = 0 y valores νi ∈M
tales que la función

ν̃ =

{
νi en Ui

ν0 en Ω\Ui
satisface ∣∣∣∣{x : d(ν(x), ν̃(x)) >

1

k

}∣∣∣∣ < 1

k
.

Demostración. Por compacidad X puede ser cubierto por un número finito de bolas
abiertas Bi con radio 1

2k . Los conjuntos Ẽi = ν−1 (Bi) son medibles. Para obtener

conjuntos disjuntos Ei, definimos E1 = Ẽ1, E2 = Ẽ2\E1 , etc. Si |Ei| > 0 entonces
existe xi ∈ Ei tal que νi := ν (xi) ∈ M . Existen conjuntos compactos disjuntos
Ki ⊂ Ei tales que ∑

|Ei\Ki| < 1/k

si |Ei| = 0 tomamos Ki = ∅. Los Ki tienen distancia positiva y, por lo tanto,
existen conjuntos abiertos disjuntos Ui ⊃ Ki con |∂Ui| = 0 (considere, por ejemplo,
adecuado conjuntos de subniveles de la función de distancia de Ki). Ahora Ei ⊃
Ẽi ⊃ Ki y aśı d (ν(x), νi) < 1/k en Ki. La afirmación sigue.

Para terminar esta sección mencionamos brevemente el resultado análogo para
p <∞ y su relación con la relajación y las soluciones generalizadas.

Teorema 3.23. Sea p ∈ [1,∞). La función (débilmente medible) ν : Ω→M (Mm×n)
es un gradiente de W 1,p Medida de Young si y solo si νx ≥ 0 en c.t.p. y se cumplen
las siguientes tres condiciones

(i)
∫

Ω

∫
Mm×n |F |pdνx(F )dx <∞

(ii) 〈νx , id 〉 = Du, u ∈W 1,p (Ω; Rm);
(iii) 〈νx, f〉 ≥ f (〈νx , id 〉) para c.t.p. x y todo cuasiconvexo f con |f |(F ) ≤

C (|F |p + 1)

Las medidas de Young surgen naturalmente como soluciones generalizadas de
problemas variacionales que no tienen solución clásica. Con este fin se amplia el
funcional

yo(u) =

∫
Ω
f(Du)dx

a otro que es un funcional sobre las medidas de Young:
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J(ν) =

∫
Ω
〈νx, f〉 dx

Para v ∈W 1,p (Ω; Rm) se consideran las clases admisibles

A =
{
u ∈W 1,p (Ω; Rm) : uv ∈W 1,p

0 (Ω; Rm)

G =
{
ν : Ω→M (Rm) : ν W 1,p medida gradiente de Young,

〈νx, id 〉 = Du(x), u ∈ A}

(3.11)

Teorema 3.24. Supongamos que f es continua y satisface c|F |p ≤ f(F ) ≤ C (|F |p + 1) , c >
0, p > 1. Entonces

ı́nf
A
I = mı́n

G
J(ν).

Además, los minimizadores de J son medidas de Young que se generan mediante
gradientes de sucesiones minimizadoras de I.

En particular, obtenemos un minimizador en A si y solo si existe un minimizador
ν de J tal que νx es una masa de Dirac para casi todo x.



Caṕıtulo 4

Microestructuras

4.1. Modelización variacional de microestructuras

4.1.1. ¿Qué son las microestructuras?

Una microestructura es cualquier estructura en una escala entre la escala ma-
croscópica (sobre la que solemos hacer observaciones) y la escala atómica. Tales
estructuras son abundantes en la naturaleza: las estructuras jerárquicas finas en una
hoja y muchos otros materiales biológicos, los arreglos complejos de fisuras, grietas,
huecos e inclusiones en rocas, patrones de mezcla de escala fina en flujo turbulento o
multifásico, estructuras en capas hechas por el hombre. O en materiales reforzados
con fibras y mezclas de fase fina en transformaciones de fase sólido-sólido, por citar
sólo algunos ejemplos. La microestructura influye de manera crucial en el compor-
tamiento macroscópico del material o sistema y, a menudo, se elige (o se genera
espontáneamente) para optimizar su rendimiento (resistencia máxima al peso dado,
enerǵıa mı́nima, entroṕıa máxima, permeabilidad máxima o mı́nima, ...). Las mi-
croestructuras a menudo se desarrollan en muchas escalas diferentes en el espacio y
el tiempo, y comprender la formación, la interacción y el efecto general de estas es-
tructuras es un gran desaf́ıo cient́ıfico, y el modelado meteorológico proporciona un
ejemplo ilustrativo. En la literatura aplicada, el paso de las microescalas a las macro-
escalas se logra con frecuencia mediante promedios o renormalizaciones oportunas.
A menudo se carece de un buen marco matemático en el que estos procedimientos
puedan justificarse y mejorarse sistemáticamente, y su desarrollo seŕıa una tarea
dif́ıcil, pero muy gratificante.

El análisis matemático de las microestructuras suele descuidar la escala atómica
al considerar un modelo continuo desde el principio. El problema entonces es enten-
der las escalas que son pequeñas (o convergen a cero) en comparación con la escala
macroscópica fija. La investigación se ha centrado principalmente en tres áreas: ho-
mogeneización, modelos variacionales de microestructuras y diseño óptimo que se
encuentra entre las dos primeras áreas, ya que la estructura óptima a menudo corres-
ponde a un ĺımite de homogeneización. El problema básico en la homogeneización
es determinar el comportamiento macroscópico (o al menos sus ĺımites) inducido
por una microestructura dada (dada, por ejemplo, por una mezcla periódica de dos
conductores de calor en el ĺımite del peŕıodo de fuga, por una sucesión débilmente

38
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Figura 4.1: Microestructura de una coagulación de Cobalto y Niobio a 4/1 que se
mantuvo durante 100 horas a 900 Co posterior a un tratamiento térmico en solución
sólida a 1240 Co (Max-Planck-Institut für Eisenforschung GmbH).

convergente de conductividad tensores o por información estad́ıstica). Los diferentes
modelos variacionales de microestructuras tratan de modelar sistemas que forman
espontáneamente una microestructura interna asumiendo que la estructura forma-
da tiene una cierta propiedad de optimización. La razón para la formación de tal
microestructura es t́ıpicamente que no existe un óptimo exacto y las sucesiones de
optimización tienen que desarrollar oscilaciones cada vez más finas (que solo pue-
den estar limitadas por efectos ignorados en el modelo, como la estructura atómica
subyacente). Una tarea importante es extraer las caracteŕısticas relevantes de las
sucesiones de minimización. Las medidas de Young, son una posibilidad de hacerlo,
pero de ninguna manera la única.

4.1.2. Microestructuras como minimizadores de enerǵıa

Ejemplo 4.1. Considere otra vez el problema:

Minimizar

∫ 1

0

(
u2
x − 1

)2
dx

sujeto a

u(0) = u(1) = 0.

Se alcanza el mı́nimo pero el conjunto de minimizadores está muy degenerado.
Cada función de Lipschitz cuyas pendientes son ±1 en casi todas partes y que alcanza
los valores ĺımite es un minimizador. En particular, la clausura débil* en W 1,∞ del
conjunto de minimizadores consiste en todas las funciones con constante de Lipschitz
menor o igual a una que están acotadas por ±mı́n(x, 1− x)
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Esto proporciona un primer ejemplo de cómo la minimización puede conducir a
una microestructura o oscilación a escala fina. El fracaso de la minimización clásica
fue investigado por LC Young en la década de 1930 en el contexto del control óptimo.
Lo llevó a la introducción de soluciones generalizadas de valores medidos. Su libro
describe varias situaciones interesantes en las que surgen naturalmente soluciones
generalizadas, incluidas las aplicaciones a la navegación y la construcción de v́ıas
férreas.

Ejemplo 4.2. Sea Ω = [0, L]× [0,1] un rectángulo y considere el problema:

Minimizar J(u) =

∫
Ω
u2
x +

(
u2
y − 1

)2
dxdy

sujeto a

u = 0 en ∂Ω.

Claramente J(u) > 0 ya que de lo contrario ux = 0 casi en todas partes, de

donde u ≡ 0 en Ω y
(
u2
y − 1

)2
= 1. Por otro lado el mı́nimo de J es cero. Una forma

de ver esto es considerar la función de diente de sierra s, para definir

u(x, y) = j−1s(jy) para δ < x < L− δ,

y usar la interpolación lineal para lograr los valores ĺımite en x = 0 y x = L.
Considerando primero el ĺımite j → ∞ y luego δ → 0 se obtiene ı́nf J = 0. Como
en el primer ejemplo del caṕıtulo anterior, no existen minimizadores (clásicos) y las
sucesiones de minimización deben desarrollar oscilaciones rápidas.

Dos preguntas surgen de la consideración de estos ejemplos.
Pregunta 1: ¿Existen minimizadores especiales o sucesiones minimizadoras? ¿Son,

por ejemplo, las soluciones máximas ±mı́n(x, 1−x) en el Ejemplo 1 en cierto modo
minimizadores preferidos?

Pregunta 2: ¿Existen ciertas caracteŕısticas comunes a todas las sucesiones de
minimización?

4.1.3. Modelos variacionales para cristales elásticos

La idea básica es modelar un cristal elástico como un continuo elástico no lineal.
La estructura cristalina entra en este enfoque a través de las propiedades de simetŕıa
de la función de enerǵıa almacenada. La configuración de referencia (generalmente
libre de tensiones) del cristal se identifica con un dominio acotado Ω ⊂ R3. Una
deformación u : Ω→ R3 del cristal requiere una enerǵıa elástica

I(u) =

∫
Ω
W (Du)dx,

donde W : Mm×m → R es la función de densidad de enerǵıa almacenada que des-
cribe las propiedades del material. Bajo la regla de Cauchy-Born, W (F ) viene dada
por la enerǵıa (libre) por unidad de volumen que se requiere para una deformación
af́ın x 7→ Fx de la red cristalina.
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La enerǵıa almacenada es invariable bajo rotaciones en el espacio ambiental y
bajo la acción del grupo de isotroṕıa P de la red cristalina que usualmente es un
subgrupo discreto de SO(3). De este modo

W (QF ) = W (F ) ∀Q ∈ SO(3),
W (FP ) = W (F ) ∀P ∈ P ⊂ SO(3).

En lugar del grupo compacto P, también se podŕıa considerar el grupo no com-
pacto más grande de todas las transformaciones invariantes que es conjugado con el
grupo GL(3,Z). Esto conduce a una situación altamente degenerada y, en particu-
lar, tal invariancia implica (en relación con la consideración de mimizadores globales
en lugar de locales) que el material no tiene resistencia al corte macroscópico.

La enerǵıa almacenada también depende de la temperatura, pero siempre supon-
dremos que la temperatura es constante en todo el cristal y, por lo tanto, suprimi-
remos esta dependencia.

La suposición básica del enfoque variacional de la microestructura es:
Las microestructuras observadas corresponden a minimizadores o casi minimi-

zadores de la enerǵıa elástica I.
Es conveniente normalizar W para que mı́nW = 0. El conjunto K = W−1(0)

corresponde entonces a las deformaciones afines de enerǵıa cero de las redes cris-
talinas. Experimentalmente, a menudo se observa que las microestructuras no solo
minimizan la integral I (sujeto a condiciones de contorno adecuadas), sino que de
hecho minimizan el integrando puntualmente. Por lo tanto, nos vemos llevados a
considerar el problema más simple:

Determinar funciones (Lipschitz) que satisfagan exactamente o aproximadamen-
te Du ∈ K.

La diferencia en el comportamiento de los diferentes materiales está, por lo tanto,
estrechamente relacionada con el conjunto K que depende del material y la tempe-
ratura. Para materiales ordinarios, K es (conjugado con) SO(3) (el conjunto más
pequeño compatible con la invariancia de rotación), mientras que para materiales
que forman microestructuras, K consta de varias copias de SO(3).

4.1.4. Los problemas básicos

Generalizamos ligeramente la configuración de la sección anterior y consideramos
las funciones u : Ω ⊂ Rn → Rm en un dominio acotado Ω (con contorno de Lipschitz
si es necesario). En particular, el espacio de Sobolev W 1,∞ concuerda con la clase de
funciones de Lipschitz. Sea K ⊂Mm×n un conjunto compacto en el espacio Mm×n

de m× n matrices.
Problema 1 (soluciones exactas): Caracterizar todos las funciones de Lipschitz u

que satisfagan

Du ∈ K en c.t.p. enΩ.

Problema 2 (soluciones aproximadas): Caracterizar todas las sucesiones uj de
funciones de Lipschitz con constante de Lipschitz uniformemente acotada tal que

dist (Duj ,K)→ 0 en c.t.p. en Ω.
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Problema 3 (relajación de K ): Determine los conjuntos Kex y Kapp ⊂Mm×n de
todos las funciones afines x 7→ Fx tales que los problemas 1 y 2 tienen una solución
que satisface

u(x) = Fx en ∂Ω,

uj(x) = Fx on ∂Ω,
(4.1)

respectivamente.
Los problemas 1-3 también surgen en muchos otros contextos, por ejemplo, en la

teoŕıa de las inmersiones isométricas. Una diferencia técnica importante es que, en
problemas geométricos, uno suele estar interesado en conjuntos conexos K (y, por
lo tanto, C1 soluciones u), mientras que normalmente consideraremos conjuntos con
más de un componente.

En el contexto de la microestructura cristalina discutida en la sección anterior,
los conjuntos Kex y Kapp del problema 3 tienen una interpretación importante. Con-
sisten en las deformaciones macroscópicas afines del cristal con enerǵıa (casi) nula.
Contienen trivialmente el conjunto K de deformaciones microscópicas de enerǵıa
cero, pero pueden ser mucho más grandes. Para el conjunto K = SO(2)A∪SO(2)B
se obtiene que bajo condiciones adecuadas en A y B los conjuntos Kapp y Kex con-
tienen un conjunto abierto (en relación con la restricción detF = 1 ), lo que lleva a
un comportamiento fluido.

Problema 4: Encontrar una descripción eficiente de sucesiones aproximadas que
elimine la falta de unicidad debido a modificaciones triviales mientras mantiene las
caracteŕısticas macroscópicas relevantes.

Ya vimos cómo el fracaso de la minimización puede conducir a una microes-
tructura infinitamente fina. En la práctica, las microestructuras cristalinas siempre
surgen en una escala finita (aunque en un amplio rango desde unas pocas distancias
atómicas hasta 10−100µm). La minimización de la enerǵıa elástica por śı sola puede
no ser suficiente para explicar esto, ya que no existe una escala natural en la teoŕıa.

Problema 5: Explique la escala de longitud y la geometŕıa fina de las microes-
tructuras, posiblemente incluyendo otras contribuciones a la enerǵıa, como la enerǵıa
interfacial.

4.2. Laminado

Primero recordamos que la envoltura o envolvente cuasiconvexa (convexa, poli-
convexa, convexa de rango-1) de una función f : Mm×n → R es la cuasiconvexa
más grande (convexa, policonvexa, convexa de rango-1) función debajo de f y se
denota por f qc (f c = f∗∗, fpc, f rc) De manera similar, la envoltura cuasiconvexa de
un conjunto K ⊂Mm×n se define a través de conjunto

Kqc =

{
F ∈Mm×n : f(F ) ≤ ı́nf

K
f, ∀f : Mm×n → R cuasiconvexo

}
,

con definiciones similares para Kc,Kpc,Krc. Tenga en cuenta que Kc es la envol-
tura convexa cerrada. Un conjunto se llama cuasiconvexo si K = Kqc. En el caso de
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convexidad de rango-1, también se puede definir una envoltura mediante operaciones
puntuales en lugar de conjuntos de subniveles. Un conjunto K se llama laminación
convexa si las condiciones A,B ∈ K y rk(B− A) = 1 implican que las combinaciones
convexas de A y B están en K. La envoltura convexa de laminación K lc de K es el
conjunto convexo de laminación más pequeño que contiene K. Es fácil verificar que
K lc se puede definir de manera equivalente agregando inductivamente segmentos de
rango-1:

K lc :=
∞⋃
i=1

K(i), K(1) := K

K(i+1) := K(i) ∪
{
λA+ (1− λ)B : A,B ∈ K(i), rk(BA) = 1, λ ∈ (0,1)

}
.

Uno tiene las siguientes inclusiones:

K lc ⊂ Krc ⊂ Kqc ⊂ Kpc ⊂ Kc.

La envoltura policonvexa es la más cercanoa a la envoltura convexa ordinaria
(cerrada) y, de hecho, es la intersección de un conjunto convexo con una restricción
no convexa. Sea M(F ) el vector de todos los menores de F y sea

K̂ = {M(F ) : F ∈ K}.

Con esta notación en su lugar, tenemos la siguiente resolución abstracta del
Problema 3 (relajación de K). Recuerde que el conjunto Kapp (interpretado como
las deformaciones afines macroscópicamente libres de tensión) era el conjunto de
todas las matrices F tales que existe una sucesión uj acotada en W 1,∞ (Ω; Rm), tal
que

dist (Duj ,K)→ 0 en medida en Ω,

uj = Fx en ∂Ω,
(4.2)

y queMqc(K) denota el conjunto de medidas gradientes homogeneas de Young.

Teorema 4.3. Supongamos que K es compacto y denotamos por dist K la función
de distancia desde K. Después

Kapp = Kqc,

Kqc =
{

distqcK = 0
}

,

Kqc es el conjunto de baricentros de medidas gradientes homogeneas de Young:

Kqc = {〈ν, id〉 : ν ∈Mqc(K)} .
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Demostración. Después de la dilatación podemos suponer que |Ω| = 1.
(i) Para mostrar que Kapp ⊂ Kqc, sea F ∈ Kapp y sea f : Mm×n → R cua-

siconvexo y supongamos que {uj} está acotado en W 1,∞ y satisface los requisitos.
Podemos suponer que ı́nfK f = 0, necesitamos mostrar f(F ) ≤ 0. Dado que f es
continua, tenemos f+ (Duj) → 0 en medida, y |f+ (Duj)| ≤ C ya que Duj está
acotado en L∞.

|Ω|f(F ) ≤ ĺım inf
j→∞

∫
Ω
f (Duj) dx ≤ ĺım inf

j→∞

∫
Ω
f+ (Duj) dx = 0.

Para probar la inclusión inversa Kqc ⊂ Kapp, sea F ∈ Kqc. Entonces distqcK(F ) =
0 por definición de Kqc. En vista de la fórmula de representación para dist qcK existen

ϕj ∈W 1,∞
0 (Ω; Rm) tales que

0 = distqcK(F ) = ĺım
j→∞

∫
Ω

distK (F +Dϕj) dx.

Las funciones uj(x) = Fx + ϕj satisfacen los requisitos. El problema es que, a
priori, Duj solo necesita estar acotado en L1 (de hecho, débilmente relativamente
compacto en L1 ) y puede no estar acotado en L∞. El lema de Zhang asegura que
uj se puede modificar en conjuntos pequeños de modo que se cumplan los requisitos
y Duj esté acotado en L∞.

(ii) La inclusión ⊂ se deriva de la definición de Kqc. Por otro lado, acabamos
de demostrar que distqcK(F ) = 0 implica F ∈ Kapp = Kqc. La envoltura policonvexa
está dada por {f ≤ 0} ∩ {g ≤ 0} y por lo tanto f(ȳ, z̄) = 0 o g(ȳ, z̄) = 0. Por
conveniencia asumimos lo segundo, el otro caso es análogo.

Si f(F̄ ) = 0 entonces |ȳ| + |z̄| = 1. Además f y g son funciones cuadráticas en
el segmento t(ȳ/|ȳ|, 0) + (1 − t)(0, z̄/|z̄|), y desaparece en t = 0,1,|ȳ|. Por lo tanto,
desaparecen de manera idéntica en el segmento que, por lo tanto, es un segmento de
rango-1. Aśı F ∈ K lc.

Ahora supongamos que f(F̄ ) < 0. Usando la invariancia de SO(2) podemos asu-
mir que z2 = 0. Por definición suponemos z1 > 0, el caso z1 < 0 es análogo. Tenga en
cuenta que el espacio lineal {z2 = 0} concuerda con {F12 + F21 = 0}. Afirmamos que
existe una ĺınea de rango-1 en {z2 = 0} hasta F̄ en la que g desaparece (siempre que
z1 > 0). Una forma de ver esto es considerar g̃(y, z) = (detB−1)z1+1−detF y notar
que g̃ = 0 define un hiperboloide de una hojaH en el espacio tridimensional {z2 = 0}.
Por lo tanto, a través de cada punto en H existen dos ĺıneas que se encuentran en H
y, por lo tanto, deben ser ĺıneas de rango-1 ya que detF es una función af́ın en estas
ĺıneas. Alternativamente se puede considerar (y(t), z(t)) = F (t) = F̄+t(µ−λ)a⊗Pa,
con Pa = (−a1, a2). Entonces z2(t) = 0, ż1 = |a|2 > 0 y g̃ es af́ın en la ĺınea t→ F (t).
Un breve cálculo muestra que d

dtg(F (t)) |t=0
= (Qa, a) y la forma cuadrática

Q = (detB − 1)Id +
1

2
(µ− λ)

[
(cof F̄ )P + P (cof F̄ )T

]
es indefinida y por lo tanto tiene un núcleo no trivial.
Considere entonces la ĺınea de rango-1 F (t) = F̄ + t(µ − λ)a ⊗ Pa en la que z2

y g desaparecen.
Sea t0 < 0 definido por z1 (t0) = 0. Como g (F (t0)) = 0 deducimos que F (t0) =

(y(0), 0) ∈ K Por otro lado f(F (0)) < 0 y usando el hecho de que g desaparece en
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F (t) tenemos f(F (t)) = (detB − 1)(|y(t)| + |z(t)| − 1) → ∞ como t → ∞. Por lo
tanto, existe t1 > 0 tal que f (F (t1)) = g (F (t1)) = 0 y por lo tanto F (t1) ∈ K lc

por las consideraciones anteriores. Aśı F̄ = F (0) ∈ K lc y la demostración está
terminada.

4.2.1. ¿Todas las microestructuras son un laminado?

El teorema 4.3 clasifica completamente las medidas de Young del gradiente
Mqc(K) y los cascos cuasiconvexos Kqc y, por lo tanto, conduce a una solución
abstracta de los problemas 2 y 3. El problema es que se conocen muy pocas fun-
ciones cuasiconvexas y que, por lo tanto, los resultados abstractos tienen un uso
limitado para comprender conjuntos espećıficos K. Una condición necesaria mane-
jable la dan las relaciones de los menores. En esta sección discutimos el tema de
las condiciones suficientes, es decir, construcciones de medidas gradientes de Young
homogeneas con soporte en un conjunto K dado. El caso más simple es K = {A,B}.
Si A y B están conectados en sentido rango-1 cada combinación convexa.

ν = λδA + (1− λ)δB, λ ∈ [0,1],

es una medida gradiente de Young (homogénea). Surge como ĺımite de una su-
cesión de gradientes Duj dispuestos en un fino patrón laminar (ver Figura 4.2.1).

Figura 4.2: La estratificación fina de las matrices conectadas de rango-1 A y B genera
el gradiente homogéneo de medida de Young λδA+(1−λ)δB. Imagen utilizada desde
[Mul98].
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Vimos que esta construcción se puede iterar para conjuntos más grandes K. Más
precisamente, sea C una matriz de rango-1 conectada a λA + (1 − λ)B. Entonces
toda combinación convexa

ν = µ (λδA + (1− λ)δB) + (1− µ)δC

es una medida gradiente de Young (homogénea).

Figura 4.3: Un laminado de orden 2 y las conexiones correspondientes de rango-1.
Imagen utilizada desde [Mul98].

Esta construcción puede ser iterada y motiva la siguiente definición.

Definición 4.4. Para una familia finita de pares (λi, Fi) ∈ (0,1)× Mm×n la condi-
ción (Hl) se define inductivamente de la siguiente manera.

(i) Dos pares (λ1, F1) , (λ2, F2) satisfacen (H2) si

rk (F2 − F1) ≤ 1, λ1 + λ2 = 1.

(ii) Una familia {(λi, Fi)}i=1,...,l satisface (Hl) si, después de una posible renu-
meración

rk (Fl − Fl−1) = 1

y la nueva familia
{(
λ̃i, F̃i

)}
i=1,...,l−1

dada por
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F̃l−1 =
λl−1

λl−1 + λl
Fl−1 +

λl
λl−1 + λl

Fl, λ̃l−1 = λl−1 + λl,(
λ̃i, F̃i

)
= (λi, Fi) si yo leql − 2,

satisface (Hl−1).

Si llamamos al proceso definido como contracción entonces la familia {(λi, Fi)}i=1,...,l

satisface (Hl) si se puede contraer inductivamente a (1, F̄ ) donde F̄ =
∑
λiFi es el

baricentro. Tenga en cuenta que Fi puede tomar el mismo valor para diferentes i.
Para ver que esto puede ser útil considere las 8 matrices {A1, . . . A4} y {I1, . . . I4}

en el ejemplo de cuatro gradientes. La familia

(1/2, A1) , (1/4, A2) , (1/8, A3) , (1/16, A4) , (1/32, A1) , (1/32, I1)

satisface (H6), pero la familia obtenida al combinar los dos pares que involucran A1

a (17/32, A1) no satisface (H5).

Definición 4.5. Una medida (de probabilidad) ν sobre Mm×n se llama laminado
de orden finito si existe una familia {(λi, Fi)}i=1,...,l que satisface (Hl) y

ν =

l∑
i=1

λiδFi .

Una medida (de probabilidad) ν es un laminado si existe una sucesión νj de
laminados de orden finito con soporte en un conjunto compacto fijo tal que

νj
∗→ ν en M

(
Mm×n)

Ejemplo 4.6. En el contexto del Ejemplo 4.3.4 de cuatro gradientes, las medidas

1

2
δA1 +

1

4
δA2 +

1

8
δA3 +

1

16
δA4 +

1

16
δI2(

1−
(

1

16

)j)( 8

15
δA1 +

4

15
δA2 +

2

15
δA3 +

1

15
δA4

)
+

(
1

16

)j
δI2

son laminados de orden finito, mientras que 8
15δA1 + 4

15δA2 + 2
15δA3 + 1

15δA4 es un
laminado pero no un laminado de orden finito.

La condición (Hl) implica que para cada función convexa de rango-1 f : Mm×n →
R se tiene

〈ν, f〉 ≥ f(〈ν, id 〉)

para todos los laminados de orden finito ν. Dado que las funciones convexas
(finitas) de rango-1 son continuas, la misma desigualdad se cumple para todos los
laminados ν.
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Teorema 4.7. Una medida de probabilidad con soporte compacto ν ∈ M (Mm×n)
es un laminado si y solo si

〈ν, f〉 ≥ f(〈ν, id〉)

para todas las funciones rango-1 convexas f : Mm×n → R. En otras palabras,
los laminados soportados en un conjunto compacto K vienen dados exactamente por
Mrc(K).

La pregunta planteada en el t́ıtulo de esta subsección ahora puede formularse
con mayor precisión:

¿Todos los gradientes de medidas Young son laminados?
En vista del Teorema 4.7 esto se puede establecer de manera concisa como

Mrc ?
=Mqc.

Esto seŕıa claramente cierto si la convexidad de rango-1 implicara cuasiconve-
xidad. Por el contrario, si Mrc = Mqc entonces la convexidad de rango-1 impli-
caŕıa cuasiconvexidad en vista de la definición de Mrc y el hecho de que f qc(F ) =
ı́nf {〈ν, f〉 : ν ∈M qc , 〈ν, id 〉 = F}.

4.3. Problemas de inclusión de gradientes

4.3.1. Inclusión de dos gradientes

Sea K = {A,B}. Las soluciones más simples de la relación

Du ∈ K

son los llamados laminados simples, es decir, funciones para los cuales Du es
constante en bandas alternas que están limitadas por hiperplanos x · n = const (ver
Fig. 4.3.1). La continuidad tangencial de u en estas interfaces impone que Aτ = Bτ
para vectores τ perpendiculares a n y, por lo tanto, AB tiene rango uno y se puede
escribir como

Figura 4.4: Laminado simple. Imagen utilizada desde [Mul98].

BA = a⊗ n.
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En este caso decimos que A y B son conexas rango-1. Recordamos que la matriz
a⊗ n tiene por elementos (a⊗ n)ij = ainj . Si se supone que las interfaces entre las
regiones {Du = A} y {Du = B} son suaves, entonces un argumento similar muestra
que deben ser hiperplanos con n normales fijos. Además, no es posible un arreglo
tan fluido si rk(BA) ≥ 2. La siguiente proposición da una declaración mucho más
fuerte porque muestra que también entre funciones posiblemente muy irregulares no
hay otras soluciones.

Teorema 4.8 (Ball-James). Sea Ω un dominio en Rn y sea u : Ω→ Rm la función
de Lipschitz con Du en{A,B} en c.t.p.

(i) Si rk(BA) ≥ 2, entonces Du = A en c.t.p. o Du = B en c.t.p.;
(ii) si BA = a⊗ n entonces u puede escribirse localmente de la forma

u(x) = Ax+ ah(x · n) + const

donde h es Lipschitz y h′ ∈ {0,1} en c.t.p. Si Ω es convexo, esta representación
se cumple globalmente.

En particular, Du es constante si u satisface una condición de frontera af́ın
u(x) = Fx en ∂Ω.

Demostración. La idea clave es que el rotacional del gradiente es nulo. Por traslación
podemos asumir A = 0 y por lo tanto Du = BχE , para algún conjunto medible E ⊂
Ω. Para la parte (i) podemos suponer además, después de un cambio af́ın de las
variables dependientes e independientes, que las dos primeras filas de la matriz B
están dadas por los vectores base estándar e1 y e2 y por lo tanto

Du1 = e1χE , Du
2 = e2χE .

La simetŕıa de las segundas derivadas distribucionales y la primera ecuación
implican que ∂jχE = 0 para j 6= 1 mientras que la segunda ecuación produce
∂kχE = 0 por k 6= 2. Por lo tanto DχE = 0 en el sentido de las distribuciones y por
lo tanto χE = 1 en c.t.p. o χE = 0 en c.t.p. ya que Ω es conexo.

Para probar la parte (ii) podemos asumir A = 0, a = n = e1 y por lo tanto
Du1 = e1χB, Du

k = 0, k = 2, . . . ,m. Por lo tanto u2, . . . , um son constantes y
∂ku

1 = 0, para k = 2, . . . ,m. Por lo tanto, u1 es localmente solo una función de x1

como se afirma. Si Ω es convexo, entonces u1 es constante en los hiperplanos x1 =
const que se cruzan con Ω y, por lo tanto, es globalmente como queremos.

Finalmente si u = Fx en ∂Ω, entonces F = (1 − λ)B, λ ∈ [0,1] ya que por el
teorema de Gauss-Green

|E|B =

∫
Ω
Dudx =

∫
∂Ω
u⊗ ndHn−1 =

∫
Ω
Fdx,

donde n es la normal exterior de Ω. Extendiendo u por Fx en Rn\Ω podemos
argumentar como en la prueba de (ii) para deducir u(x) = Ax + ah̃(x · n) + b en
Rn, donde h̃′ ∈ {0,1− λ, 1 Por lo tanto, u(x) ≡ Fx ya que cada plano x ·n = const
interseca al conjunto donde u = Fx.
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Soluciones aproximadas: Considere nuevamente K = {A,B} y supongamos

BA = a⊗ n, F = λA+ (1− λ)B, λ ∈ [0,1].

Mostramos que existen sucesiones uj con constante de Lipschitz uniformemente
acotada tal que en Ω

dist (Duj ,{A,B})→ 0 en medida

y

uj(x) = Fx ∂Ω.

Tenga en cuenta que el ĺımite de la constante de Lipschitz implica que la con-
vergencia también se cumple en Lp,∀p < ∞. Después de la traslación podemos
suponer

F = 0, A = −(1− λ)a⊗ n, B = λa⊗ n.

Sea h la extensión periódica de la función dada por

h(t) =

{
−(1− λ)t t ∈ [0, λ)

λ(t− 1) t ∈ [λ, 1]

y consideremos

vj(x) =
1

j
ah(jx · n)

Entonces Dvj ∈ {A,B} en c.t.p. y vj → 0. Para lograr las condiciones de con-
torno, consideramos una función de corte ϕ ∈ C∞([0,∞)), 0 ≤ ϕ ≤ 1, ϕ = 0 en
[0, 1/2], ϕ = 1 en [1,∞) y sea

uj(x) = ϕ(j dist(x, ∂Ω))vj(x).

Entonces uj = 0 en ∂Ω, Duj está acotado uniformemente y Duj = Dvj excepto
en una franja de espesor 1/j alrededor de ∂Ω. Son posibles varias modificaciones
de esta construcción y todas las sucesiones de aproximación son, en cierto sentido,
equivalentes.

Ahora consideramos el caso rk(BA) ≥ 2. Hemos demostrado que en este caso
no hay soluciones exactas no triviales. El argumento usaba fuertemente el hecho de
que Du solo toma dos valores y que el rotacional de un gradiente se desvanece. No
se aplica a la aproximación de sucesiones. No obstante tenemos

Lema 4.9. Suponga que rk(BA) ≥ 2 y que uj es una sucesión con una constante
de Lipschitz uniformemente acotada tal que

dist (Duj ,{A,B})→ 0 en medida en Ω.

Entonces
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Duj → A en medida o Duj → B en medida.

En particular, el problema tiene solo la solución trivial, F ∈ {A,B} y Duj → F
en medida.

La demostración utiliza las siguientes propiedades fundamentales de los menores.

Teorema 4.10. Sea M un r × r menor (subdeterminante).
(i) Si p ≥ r y u, v ∈W 1,p(Ω), uv ∈W 1,p

0 (Ω) entonces∫
Ω
M(Du) =

∫
Ω
M(Dv).

En particular ∫
Ω
M(Du) =

∫
Ω
M(F ) si u = Fx en ∂Ω.

(ii) Si p > r y si la sucesión uj satisface

uj → u en W 1,p (Ω; Rm)

después

M (Duj)→M(Du)enLp/r(Ω)

Observación. Los integrandos f para los cuales la integral
∫
f(Du) solo depende

de los valores ĺımite de u se denominan lagrangianos nulos, ya que las ecuaciones de
Euler-Lagrange se satisfacen automáticamente para todas las funciones u. Las com-
binaciones afines de menores son los únicos lagrangianos nulos y las únicas funciones
que tienen la propiedad de continuidad débil expresada en (ii).

Demostración. El punto principal es que los menores se pueden escribir como diver-
gencias. Para n = m = 2 se tiene

detDu = ∂1

(
u1∂2u

2
)
− ∂2

(
u1∂1u

2
)

para todo u ∈ C2 y por lo tanto para todo u ∈ W 1,2 si la identidad se entiende
en el sentido de distribuciones. Más generalmente, para n = m ≥ 2 la matriz de
cofactores que consiste en los (n− 1)× (n− 1) menores de Du satisface

div cof Du = 0, es decir ∂j(cof Du)ij = 0

y por lo tanto

detDu =
1

n
∂j
(
ui(cof Du)ij

)
,

desde F (cof F )T = Id det F .
En cualquiera de las formulaciones, (i) se sigue del teorema de Gauss-Green (o de

Stokes) (y la aproximación mediante funciones suaves), mientras que (ii) se sigue de
la inducción sobre el orden r de menores y el hecho de que uj converge fuertemente
en Lp.
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Demostración. lema 4.9 Podemos asumir A = 0 y que existe un 2× 2 menor M tal
que M(B) = 1. Por supuesto, existen conjuntos Ej tales que

Duj −BχEj → 0 en medida

y por tanto en Lp para todo p <∞. Además, existe una subsucesión tal que

χEj

∗→ θ en L∞(Ω), uj
∗→ u en W 1,∞ (Ω; Rm) .

Se sigue del Teorema 4.10

BχEj

∗→ Du = Bθ,

M(B)χEj

∗→M(Du) = M(B)θ2.

Combinando la primera convergencia vemos que θ = θ2 en c.t.p. Por lo tanto
θ debe ser una función caracteŕıstica χE . Por lo tanto, implica que (utilice, por

ejemplo, el hecho
∥∥χEj

∥∥
L2 → ‖χE‖L2

)
χEj → θ = χE en medida.

Por lo tanto

Duj → Du = BχE en medida.

Finalmente implica que Du = B en c.t.p. o Du = A = 0 en c.t.p.

4.3.2. Aplicaciones a microestructuras en cristales

Antes de continuar con la discusión matemática del problema Du ∈ K, repa-
semos brevemente lo que se puede aprender sobre la microestructura cristalina a
partir de las consideraciones anteriores. ¿Qué microestructuras se pueden formar y
por qué son tan finas?

Primero, consideremos de nuevo el papel de las conexiones de rango-1. En la
teoŕıa del continuo discutida en la sección anterior estaban relacionadas con la con-
tinuidad de las derivadas tangenciales o con el hecho de que el rotacional de un
gradiente se anula. La condición también se puede entender en la configuración dis-
creta de las redes cristalinas. Dos redes homogéneas, obtenidas por deformaciones
afines A y B de la misma red de referencia, pueden encontrarse en un plano común
S solo si las deformaciones difieren en un cortante que deja invariante a S. Anaĺıti-
camente recuperamos la condición BA = a⊗ n, donde n es la normal de S, ver Fig.
4.3.2.

Bajo ciertas condiciones adicionales, las dos subredes se denominan gemelas.
Existen diferentes definiciones de lo que constituye precisamente a uno; un requisito
común es que B = QAH, donde Q ∈ SO(3)\{Id}, Q2 = Id y donde pertenece H
al grupo puntual del cristal. Las deformaciones reticulares compatibles se pueden
organizar en bandas alternas de diferentes deformaciones.
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Figura 4.5: Deformaciones reticulares compatibles e incompatibles. A la izquierda
se cumple la condición BA = a ⊗ n, a la derecha B = Id, A = 4/3 Id, por lo que
se viola la condición. Después de la deformación, no hay una interfaz en la que se
encuentren las dos redes. Imagen utilizada desde [Mul98].

Figura 4.6: Dibujos esquemáticos de los diferentes gradientes de deformación y
sus conexiones de rango-1 indicadas por ĺıneas continuas. Imagen utilizada desde
[Mul98].

Si el conjunto K ∈Mm×n de las deformaciones minimizantes afines contiene más
conexiones de rango-1, entonces son posibles los patrones más complicados, como
los laminados dobles (o ’cruces gemelos’) en la Figura 4.3.2.

De esta manera, se puede explicar la observación de varias microestructuras me-
diante un análisis de conexiones de rango-1. Sin embargo, las construcciones basadas
en conexiones de rango-1 no implican una escala de longitud. ¿Por qué, entonces,
las estructuras observadas a menudo son tan finas?

Para la situación de solo dos deformaciones A y B las soluciones aproximadas
brindan una explicación. Tan pronto como se impone una condición de contorno
af́ın no trivial F = λA + (1 − λ)B no hay soluciones exactas, y las soluciones
aproximadas se vuelven mejores cuanto más finas se mezclan A y B (en un cristal
real, la contribución adicional a la enerǵıa puede eventualmente limitar el tamaño).
En la práctica, las condiciones de contorno a menudo no se imponen globalmente
sino por el contacto con otras partes del cristal donde prevalecen otros gradientes de
deformación (por ejemplo, porque la transformación de fase aún no ha tenido lugar
alĺı).

Un ejemplo t́ıpico es la interfase austenita/martensita que se observa con frecuen-
cia (Figura 4.3.2). En una situación idealizada esto corresponde a una deformación
af́ın homogénea C en un lado de la interfase y una mezcla fina de A y B en el
otro lado. Ni A ni B están rango-1 conectados a C, pero una combinación convexa
adecuada λA+ (1− λ)B śı lo está.
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Figura 4.7: Distribución esquemática de gradientes de deformación y conexiones de
rango-1. Imagen utilizada desde [Mul98].

No hay ninguna deformación que use los tres gradientes A,B y C y solo estos.
Sin embargo, la fracción de volumen de los gradientes que no sean A,B y C puede
hacerse arbitrariamente pequeña haciendo coincidir C con una mezcla fina de capas
de A y B en fracciones de volumen λ y 1− λ

El análisis de las conexiones de rango-1 determina la fracción de volumen λ aśı
como las normales de interfaz n y m, en muy buen acuerdo con el experimento;

Los patrones más complejos, como la microestructura en la Figura 4.3.2, pueden
entenderse de manera similar. En este caso particular, se requieren tantas conexiones
de rango-1 que la microestructura solo puede surgir si la tensión de transformación
satisface una relación especial.

Figura 4.8: Las conexiones de rango-1 necesarias entre los seis pozos ortorrómbicos
SO(3)Ui y la fase no transformada solo existen para deformaciones de transformación
especiales U1. Imagen utilizada desde [Mul98].

4.3.3. Problema de tres gradientes

Teorema 4.11. Sea K = {A1, A2, A3} y supongamos que rk (Ai− Aj) 6= 1.
(i) Si Du ∈ K en c.t.p. entonces Du es constante (en c.t.p.).
(ii) Si uj es una sucesión con una constante de Lipschitz uniformemente acotada
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tal que

dist (Duj ,K)→ 0 en medida

entonces

Duj → const en medida.

Demostración. de la parte (i). Por simplicidad solo consideramos el caso n = m = 2.
El caso general puede reducirse a este si se consideran por separado los casos en que
el tramo E de A2 − A1 y A3 − A1 contiene dos, uno o ninguno ĺıneas de rango-1 y
usa el lema a continuación.

Podemos asumir que A1 = 0 y por lo tanto detA2 6= 0, detA3 6= 0. Multiplicando
por A−1

2 podemos asumir además A2 = Id. Usando la forma normal de Jordan vemos
que después de un cambio de variables tenemos

A3 =

(
ccλ −µ
µ λ

)
, λ2 + µ2 6= 0

o

A3 =

(
ccλ una
0 µ

)
, λ 6= 0, µ /∈ {0,1}

En el primer caso u satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann y es holomorfa
y por lo tanto diferenciable. Entonces Du ≡ Ai ya que K es discreto. En el segundo
caso Du ∈ K implica que

∂1u
2 = 0

Por lo tanto, u2(x) = h
(
x2
)

(localmente) y ∂2u
2(x) = h′

(
x2
)
. Como µ /∈ {0,1}

el valor de ∂2u
2 determina de forma única una de las matrices Ai. Por lo tanto,

Du(x) = g
(
x2
)
. En particular

∂1∂1u = 0, ∂2∂1u = ∂1∂2u = 0

en el sentido de distribuciones. Aśı ∂1u = const y Du = const⊗e1 + g̃
(
x2
)
⊗ e2.

Por lo tanto rk(Du(x)−Du(x̃)) ≤ 1 y por lo tanto Du ≡ Ai.

Una prueba alternativa que presenta una conexión interesante con la teoŕıa
de las funciones cuasiconformales (o más precisamente cuasiregulares) procede de
la siguiente manera. Después de una posible renumeración, podemos suponer que
det (A2 −A1) y det (A3 −A1) tienen el mismo signo. Tomando A1 = 0 y multipli-
cando por diag(1,− 1) si es necesario tenemos detA2 > 0, detA3 > 0. Aśı Du ∈ K
implica que

|Du|2 ≥ k detDu

para una constante adecuada k. Por lo tanto, u es casi regular y un resultado
profundo de Reshetnyak dice que u = const o u es un homeomorfismo local hasta un
conjunto discreto Bu de puntos de ramificación y que la inversa (local) u−1 conserva
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conjuntos de medida cero. Por lo tanto, Du = 0 en c.t.p. o Du 6= 0 en c.t.p. En vista
de los resultados para el problema de dos gradientes, esto implica la afirmación.

La prueba de (ii) requiere argumentos más sutiles (ver [Šv91], [Šv92a]). Šverák
primero muestra que después de las transformaciones adecuadas (y la eliminación
de algunos casos especiales más simples) uno puede asumir

Ai = ATi , detAi = 1.

Ahora bien, un gradiente Du es simétrico si y solo si u es en śı mismo un gra-
diente Dv. Aśı, la afirmación (ii) se reduce esencialmente a un estudio de soluciones
aproximadas de la ecuación de Monge-Ampère.

detD2vj → 1, vj : Ω ∈ R2 → R.

La dificultad es que, a diferencia de la literatura habitual sobre la ecuación
de MongeAmpère, no se puede suponer que D2vj es positivo (semi-)definido. De
hecho, un paso crucial en la demostración que usa ideas de la teoŕıa de funciones
cuasiregulares es mostrar que detD2v > 0 en c.t.p. implica que v es localmente
convexo o cóncavo.

4.3.4. El problema de los cuatro gradientes

El siguiente ejemplo, que varios autores encontraron de forma independiente,
muestra que la ausencia de conexiones de rango-1 no garantiza la ausencia de mi-
croestructuras (es decir, una fuerte convergencia de sucesiones de aproximación).

Lema 4.12. Considere las matrices diagonales 2 × 2 A1 = −A3 = diag(−1, − 3),
A2 = −A4 = diag(−3,1) y sea K = {A1, A2, A3, A4}. Entonces rk (Ai −Aj) 6= 1
pero existe una sucesión uj

dist (Duj ,K)→ 0 en medida

y Duj no converge en medida.

No se sabe si hay otra opción de cuatro matrices con rk (Ai −Aj) 6= 1 para
las que existen soluciones no triviales. Se sabe, pero no es trivial, que para cada
ε > 0 existen funciones no triviales tales que dist(Du,K) < ε. Tenga en cuenta que
para ε pequeños, el conjunto de gradientes admisibles aún no contiene conexiones
de rango-1.

Demostración. Dado que K no contiene conexiones de rango-1, la idea clave es
’tomar prestadas’ cuatro matrices adicionales Ji (ver Figura 4.3.4) y eliminar su-
cesivamente las regiones donde Du asume Ji. Construiremos una sucesión vk que
satisfaga la condición de frontera af́ın
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Figura 4.9: Cuatro matrices incompatibles que soportan una sucesión minimizadora
no trivial. Imagen utilizada desde [Mul98].

vk(x) = J4x en ∂Q = ∂(0,1)2

Como primera aproximación podemos tomar v(0)(x) = J4x. Para aumentar la
medida del conjunto donde los gradientes se encuentran en K, observamos que J4

es una combinación convexa de rango-1 de A1 y J1,

J4 =
1

2
A1 +

1

2
J1.

Por lo tanto, podemos construir la función v(1) que concuerde con v(0) en ∂Q
y use solo gradientes A1 y J1 (en capas de espesor 1/2k ) excepto por una capa
ĺımite de espesor c/k donde el gradiente permanece delimitado uniformemente. En
el siguiente paso reemplazamos las franjas donde Dv(1) = J1 por capas de A2 y J2

y k nuevas capas ĺımite de espesor c/k2. Esto produce v(2) (ver Figura 4.3.4).
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Figura 4.10: Las primeras tres etapas en la construcción de vk. Imagen utilizada
desde [Mul98].

La fracción de volumen de las fases Ji se ha reducido a
(

1
2

)2
(hasta pequeñas

correcciones debidas a las capas ĺımite). Si reemplazamos J2 por finas capas de A3 y
J3 (con k2 capas ĺımite de espesor c/k3 ) obtenemos v(3) y reemplazando J3 por A4

y J4 obtenemos v(4). Hasta las capas ĺımite Dv(4) solo usa los valores Ai y J4. En
comparación con v(0), la fracción de volumen del conjunto donde se toma J4 se ha
reducido de uno a (ligeramente menos que (1/2)4. El volumen fracción de las capas
ĺımite está limitada por

c

k
+ k

c

k2
+ k2 c

k3
+ k3 c

k4
= 4

c

k
.

Por lo tanto, tenemos ∣∣∣{Dv(4) /∈ K
}∣∣∣ ≤ 4c

k
+

1

16
.

Para reducir aún más la fracción de volumen del conjunto Dv /∈ K ahora pode-
mos aplicar el mismo procedimiento a cada uno de los pequeños rectángulos donde
Dv(4) = J4.

Después de l iteraciones obtenemos

∣∣∣{Dv(4l) /∈ K
}∣∣∣ ≤ l−1∑

m=0

(
1

16

)m 4c

k
+

(
1

16

)l
≤ C

k
+

(
1

16

)l (4.3)

Con una elección adecuada de l encontramos funciones vk : Q → R2 tales que
|Dvk| ≤ L y
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|{Dvk /∈ K}| ≤
C

k
→ 0,

vk(x) = J4x en Q
(4.4)

En particular dist (Dvk,K)→ 0 en medida.
Finalmente demostramos que ninguna subsucesión de Dvk puede converger en

medida. De hecho, si Dvkj → Dv en medida, entonces Dv ∈ K en Q y v = J4x en
∂Ω. Esto es imposible ya que Dv ∈ K implica Dv ≡ const. Alternativamente, uno
puede verificar fácilmente que

Dvk
∗→ J4 in L∞

(
Q; R2

)
.

Esto contradice la convergencia en medida ya que J4 /∈ K.

De hecho, la región sombreada junto con las ĺıneas de rango-1 entre Ai y Ji
contiene todos esos F . Una posible prueba utiliza el hecho no trivial de que la
función

f(F ) =


detF F simétrica ≥ 0

0 F simétrica < 0
+∞ F no simétrico

es cuasiconvexa.

4.3.5. Subespacios lineales y sistemas eĺıpticos

Lema 4.13. Sea L un subespacio lineal de Mm×n que no contiene ninguna ĺınea de
rango-1.

(i) Si u es Lipschitz y Du ∈ L en c.t.p. entonces u es suave
(ii) Si uj es una sucesión que satisface

uj
∗−→ u in W 1,∞ (Ω; Rm) ,

dist (Duj , L)→ 0 en medida
(4.5)

entonces Du ∈ L en c.t.p. y

Duj → Du en medida.

Observación. En (i) es suficiente asumir que u ∈ W 1,1, en (ii) es suficiente que
uj → u in L1

loc y que Duj está acotado en L1
loc.

Demostración. Sea A : Mm×n → Mm×n la proyección sobre el complemento orto-
gonal de L. Entonces Du ∈ L es equivalente a

ADu = 0.

La suposición de que L no contiene ĺıneas de rango-1 esencialmente asegura que
(2.11) es un sistema eĺıptico lineal, y las afirmaciones se derivan fácilmente de la
teoŕıa general de tales sistemas.
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Supongamos que v tiene soporte compacto en Ω, f pertenece al espacio de So-
bolev W k,2 (Ω; Rm) (es decir, todas las derivadas distributivas hasta el orden k
pertenecen a L2 ) y v satisface

ADv = f .

Decimos que v ∈W k+1,2 (Ω; Rm) y∥∥∥Dk+1v
∥∥∥
L2
≤ C

∥∥∥Dkf
∥∥∥
L2

Para probar esto considere la transformada de Fourier.

iAv̂(ξ)⊗ ξ = f̂(ξ)

Como L no contiene conexiones de rango-1, tenemos A(a⊗ξ) 6= 0 si a 6= 0, ξ 6= 0,
y por homogeneidad

|A(a⊗ ξ)| ≥ c|a||ξ|

para alguna constante c > 0. La afirmación se sigue ahora del Teorema de Plan-
cherel.

Para probar (i) sea ϕ ∈ C∞0 (Ω). Entonces

AD(ϕu) = A(u⊗Dϕ).

Tenemos la implicación u ∈W k,2
loc ⇒ u ∈W k+1,2

loc , y esto prueba (i ).
Para probar (ii) observe que la hipótesis y la linealidad de la expresión implican

que uj → u in L2
loc, ADuj → 0 en L2

loc, ADu = 0.
La aplicación de (2,13) con v = ϕ (uj − u) produce la afirmación.
Para establecer (i) para u ∈ W 1,1 basta ablandar u y pasar al ĺımite. Para

probar (ii) bajo la hipótesis del comentario, se pueden usar las estimaciones débiles
de L1 para sistemas eĺıpticos (o, más precisamente, para buenos multiplicadores de
Fourier).

Ejemplo 4.14. L =

{
F ∈M2×2 : F =

(
a b
−b a

)}
; esto corresponde a las ecua-

ciones de Cauchy-Riemann

∂1u
1 − ∂2u

2 = ∂2u
1 + ∂1u

2 = 0

Ejemplo 4.15. L =
{
F ∈Mn×n : F T = F, trF = 0

}
; esto corresponde a la ecua-

ción de Laplace ∆v = 0, ya que Du simétrico implica u = Dv (localmente).

Ejemplo 4.16. L = {F ∈Mn×n : trF = 0, Fijξk − Fikξj = 0, ∀ξ ∈ Rn\{0}}; esto
corresponde al sistema div u = 0, curl u = 0.
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4.4. Problemas de inclusión de pozos

4.4.1. El problema de un pozo

El conjunto K más simple que es compatible con los requisitos de simetŕıa es
K = SO(n). En este caso, las sucesiones aproximadas deben converger fuertemente.

Teorema 4.17. Supongamos que

Du ∈ SO(n) en c.t.p.Ω.

Entonces Du es constante y u(x) = Qx + b,Q ∈ SO(n). Si uj es una sucesión
de funciones con una constante de Lipschitz uniformemente acotada tal que

dist (Duj , SO(n))→ 0 en medida

entonces

Duj → const en medida.

Demostración. Para probar la primera afirmación, recordemos

div cof Du = 0

para cualquier función de Lipschitz. Ahora cof F = F para todo F ∈ SO(n) y
por lo tanto u es armónico y por lo tanto diferenciable. Además |Du|2 = n, donde
|F |2 = trF TF =

∑
i,j F

2
ij , y por lo tanto

2
∣∣D2u

∣∣2 = ∆|Du|2 − 2Du ·D∆u = 0.

Por tanto, Du es constante.
Para probar la segunda afirmación del teorema podemos asumir que uj

∗→ u en
W 1,∞ (Ω; Rm). Considere la función

f(F ) = |F |n − cn detF, cn = nn/2.

Uno comprueba fácilmente que f ≥ 0 y que f desaparece exactamente en ma-
trices de la forma λQ, λ ≥ 0, Q ∈ SO(n) (use descomposición polar, diagonalice y
aplique desigualdad media aritmético-geométrica). Por lo tanto, la débil continuidad
de los menores y la débil semicontinuidad inferior de la norma Ln implican que

0 = ĺım inf
n→∞

∫
Ω
f (Duj) dx

= ĺım inf
n→∞

(∫
Ω
|Duj |n dx− cn

∫
Ω

detDujdx

)
≥
∫

Ω
|Du|ndx− cn

∫
Ω

detDudx =

∫
Ω
f(Du) ≥ 0

(4.6)

Por lo tanto todas las desigualdades deben ser igualdades y en particular
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f(Du) = 0 en c.t.p., ‖Duj‖Ln → ‖Du‖Ln .

Resulta que

Duj → Du in Ln (Ω;Mm×n) (por lo tanto, en medida)
Du(x) = λ(x)Q(x), λ ≥ 0, Q(x) ∈ SO(n) en c.t.p.

Además |Duj |2 = n en c.t.p., de donde |Du|2 = n en c.t.p. Aśı Du ∈ SO(n) en
c.t.p. y, por la primera parte del teorema Du = const.

El caso n = 2 del resultado anterior muestra algunas conexiones interesantes
con las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Identifique C ' R2 como de costumbre a
través de z = x+ iy y sea ∂z = 1/2 (∂x − i∂y) , ∂z̄ = 1/2 (∂x + i∂y). Supongamos que
1 < p <∞ y

dist (Duj , SO(2))→ 0 in Lp(Ω).

Entonces en particular |∂zuj | → 1 y

∂z̄uj → 0 in Lp(Ω; C)

y la regularidad para el operador de Cauchy-Riemann implica que existe una
función u

uj → u in W 1,p(Ω; C), ∂z̄u = 0

Por lo tanto, u es (débilmente) holomorfa y |∂zu| = ĺımj→∞ |∂zuj | = 1. Por lo
tanto ∂zu = const.

4.5. Inclusión de pozo doble

Para ver qué pueden hacer las diversas nociones de convexidad para comprender
la microestructura en los cristales, consideramos el problema de los dos pozos en dos
dimensiones. Este es el problema multifásico más simple consistente con la simetŕıa
rotacional y fue analizado completamente en un art́ıculo de Šverák. Sea

K = SO(2)A ∪ SO(2)B ⊂M2×2, detB ≥ detA > 0.

Varias normalizaciones son posibles. La multiplicación por A−1, la descomposi-
ción polar y la diagonalización muestran, por ejemplo, que basta considerar

A =

(
1 0
0 1

)
, B =

(
λ 0
0 µ

)
, 0 < λ ≤ µ, λµ ≥ 1

El primer paso hacia la resolución de los problemas 1 a 3 es buscar conexiones
de rango-1 en K.
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Teorema 4.18. Supongamos que K no contiene conexiones de rango-1. Entonces
cada medida de Young ν : Ω →M

(
M2×2

)
con supp νx ⊂ K es un masa constante

de Dirac. Es más

K lc = Krc = Kqc = Kpc = K

Observación. No se sabe si el mismo resultado vale paraK = SO(3)A∪ SO(3)B ⊂
M3×3.

Demostración. La observación crucial es que

det(FG) > 0 ∀F,G ∈ K,F 6= G.

Por simetŕıa e invariancia SO(2) basta verificar esto para G = Id. La desigualdad
claramente se cumple para F = B (según el ejercicio anterior) y, por lo tanto, por la
conectividad y la ausencia de conexiones de rango-1 para G ∈ SO(2)B. De manera
similar, det(Id − (−Id)) > 0 y, por lo tanto, por conectividad también se cumple
para todos los demás G ∈ SO(2).

Para determinar Kqc, considere primero un gradiente homogéneo de medida de
Young ν soportado en K y sea ν̄ = 〈ν, id 〉 su baricentro. Tenemos para F,G ∈M2×2

det(FG) = detF − cof F : G+ detG,

donde F : G = trF tG =
∑

i,j FijGij . Las relaciones de menores indican

0 ≤
∫
M2×2×M2×2

det(FG)dν(F )dν(G)

=

∫
M2×2×M2×2

(detF − cof F : G+ detG)dν(F )dν(G)

=

∫
M2×2

(det ν̄ − cof ν̄ : G+ detG)dν(G)

= det ν̄ − cof ν̄ : ν̄ + det ν̄ = det(ν̄ − ν̄) = 0.

(4.7)

Por lo tanto, la primera desigualdad debe ser una igualdad e implica que la
medida del producto ν⊗ ν se apoya en la diagonal de M2×2×M2×2. Por lo tanto, ν
debe ser una masa de Dirac. Esto implica Kqc = K. Dado que el argumento usaba
solo las relaciones menores, incluso tenemos Kpc = K.

Ahora sea ν : Ω → M (Mm×n) una medida gradiente arbitraria de Young con
supp νx ⊂ K en c.t.p. Por el argumento anterior νx = δDu(x) y Du(x) ∈ K en c.t.p.
Mostramos que Du ≡ const. Con este fin, obsérvese primero que la afirmación puede
fortalecerse para

det(XY ) ≥ c|XY |2, c > 0, ∀X,Y ∈ K

De hecho, por compacidad e invariancia de SO(2), basta con verificar que el
espacio tangente de SO(2) en la identidad no contiene conexiones de rango-1. Esto es
obvio. Ahora sea e un vector unitario en R2, y para 0 < h < 1 considere la traslación
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v(x) = u(x + he) y una función de corte ϕ ∈ C∞0 (Ω). Dado que el determinante es
un lagrangiano nulo, la integración produce

c

∫
Ω
ϕ2|DuDv|2dx ≤

∫
Ω

det[ϕ(DuDv)]dx

≤
∫

Ω
det[D(ϕ(uv))]dx−

∫
Ω

cof D(ϕ(uv)) : (uv)⊗Dϕdx

+

∫
Ω

det[(uv)⊗Dϕ]dx

≤ c
2

∫
Ω
ϕ2|DuDv|2dx+ C

∫
Ω
|Dϕ|2|uv|2dx.

(4.8)

Por lo tanto, los cocientes de diferencia ϕDuDvh están uniformemente acotados

en L2 y, por lo tanto, Du ∈ W 1,2
loc (Ω;Mm×n). Por lo tanto, Du solo puede tomar

valores en un componente conexo de K, y la afirmación sigue.

Para considerar el caso donde K tiene conexiones de rango-1, es conveniente
introducir nuevas coordenadas en M2×2. Dado que A y B no son conformemente
equivalentes (como λ < µ), para cada matriz F existe un único par (y, z) ∈ R2×R2

tal que

F =

(
y1 −y2

y2 y1

)
+

(
z1 −z2

z2yz1

)
B.

Teorema 4.19. Sea K dado por

K = SO(2)A ∪ SO(2)B ⊂M2×2, detB ≥ detA > 0.

A =

(
1y0
0y1

)
, B =

(
λ 0
0 µ

)
, 0 < λ ≤ µ, λµ ≥ 1

y ese λ < 1. Después

K lc = Krc = Kqc = Kpc

y

Kpc = Kc ∩ {det = 1}, if detB = 1,

Kpc =

{
F = (y, z) : |y| ≤ detB − detF

detB − 1
, |z| ≤ detF − 1

detB − 1

}
si detB > 1.

(4.9)

Para caracterizar la envoltura policonvexa usamos la siguiente proposición

Proposición 4.20. La envoltura convexa del conjunto K ⊂ Rn×Rn×R dada por
K = {(y, 0, a) : |y| = 1} ∪ {(0, z, b) : |z| = 1} viene dada por

Kc =

{
{(y, z, a),|y|+ |z| ≤ 1} si a = b{

(y, z, t),|y| ≤ bt
ba ,|z| ≤

ta
ba

}
if a < b
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Demostración. Esto es obvio para n = 1, y el caso general sigue por invariancia bajo
(y, z, t)→ (Ry,Qz, t), R,Q ∈ SO(n).

Demostración. teorema 4.19
La fórmula paraKpc se deriva de la caracterización y la Proposición 4.20. En vista

de la relación general entre las diferentes envolturas convexas solo queda demostrar
que K lc = Kpc.

Primer caso: detB = 1.
Sea F ∈ Kpc = Kc∩{det = 1}. Si F = (y, z) ∈ ∂Kc, entonces tenemos |y|+ |z| =

1. Si y = 0 o z = 0 entonces F ∈ K y hemos terminado. Si y 6= 0, z 6= 0 entonces
podemos considerar G(t) = (ty/|y|,(1− t)z/|z|). Sea g(t) = detG(t). Entonces g es
cuadrático en t y g(0) = g(1) = g(|y|) = 1. Por lo tanto, g ≡ 1 y t → G(t) debe
ser una ĺınea de rango-1. Esto muestra que F es una combinación de rango-1 de
(y/|y|, 0) ∈ K y (0, z/|z|) ∈ K.

Si F ∈ intKc ∩ {det = 1} entonces existen a, n ∈ S1 tales que cof F : a ⊗ n =
Fn · a = 0. Por lo tanto, el determinante es constante en la ĺınea F + ta⊗n y esta
ĺınea de rango-1 se cruza con ∂Kc para valores positivos y negativos de t. Por lo
tanto, cada matriz en Kc∩{ det = 1} es una combinación de rango-1 de dos matrices
en ∂Kc ∩ { det = 1} y por lo tanto pertenece a K lc. Esto finaliza la demostración
de detB = 1.

Segundo caso: detB > 1.
Dado que cada semirrecta de rango-1 a través de un punto interior de Kpc se

cruza con ∂Kpc, basta con mostrar ∂Kpc ⊂ K lc . Sea F̄ = (ȳ, z̄) ∈ ∂Kpc y definimos

f(y, z) = (detB − 1)|y| − detB + detF

g(y, z) = (detB − 1)|z|+ 1− detF
(4.10)

La envoltura policonvexa está dada por {f ≤ 0} ∩ {g ≤ 0} y por lo tanto
f(ȳ, z̄) = 0 o g(ȳ, z̄) = 0. Por conveniencia asumimos lo segundo, el otro caso es
análogo.

Si f(F̄ ) = 0 entonces |ȳ|+ |z̄| = 1. Además f y g son funciones cuadráticas en el
segmento t(ȳ/|ȳ|, 0) + (1− t)(0, z̄/| barz|), y desaparece en t = 0,1,|ȳ|. Por lo tanto,
desaparecen de manera idéntica en el segmento que, por lo tanto, es un segmento de
rango-1. Aśı F ∈ K lc.

Ahora supongamos que f(F̄ ) < 0. Usando la invariancia SO(2) podemos asumir
que z2 = 0. Por definición suponemos z1 > 0, el caso z1 < 0 es análogo. Tenga en
cuenta que el espacio lineal {z2 = 0} concuerda con {F12 + F21 = 0}. Afirmamos que
existe una ĺınea de rango-1 en {z2 = 0} hasta F̄ en la que g desaparece (siempre que
z1 > 0). Una forma de ver esto es considerar g̃(y, z) = (detB−1)z1+1−detF y notar
que g̃ = 0 define un hiperboloide de una hojaH en el espacio tridimensional {z2 = 0}.
Por lo tanto, a través de cada punto en H existen dos ĺıneas que se encuentran en H
y, por lo tanto, deben ser ĺıneas de rango-1 ya que detF es una función af́ın en estas
ĺıneas. Alternativamente se puede considerar (y(t), z(t)) = F (t) = F̄+t(µ−λ)a⊗Pa,
con Pa = (−a1, a2). Entonces z2(t) = 0, ż1 = |a|2 > 0 y g̃ es af́ın en la ĺınea t→ F (t).
Un breve cálculo muestra que d

dtg(F (t)) |t=0
= (Qa, a) y la forma cuadrática
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Q = (detB − 1)Id +
1

2
(µ− λ)

[
(cof F̄ )P + P (cof F̄ )T

]
es indefinido y por lo tanto tiene un núcleo no trivial.
Consideremos entonces la ĺınea de rango-1 F (t) = F̄ + t(µ− λ)a⊗ Pa en la que

z2 y g desaparecen.
Sea t0 < 0 definido por z1 (t0) = 0. Como g (F (t0)) = 0 deducimos que F (t0) =

(y(0), 0) ∈ K Por otro lado f(F (0)) < 0 y usando el hecho de que g desaparece en
F (t) tenemos f(F (t)) = (detB − 1)(|y(t)| + |z(t)| − 1) → ∞ como t → ∞. Por lo
tanto, existe t1 > 0 tal que f (F (t1)) = g (F (t1)) = 0 y por lo tanto F (t1) ∈ K lc

por las consideraciones anteriores. Aśı F̄ = F (0) ∈ K lc y la demostración está
terminada.

4.6. Soluciones exactas

Las soluciones aproximadas se caracterizan por la envoltura cuasiconvexa Kqc y
el conjuntoMqc(K) de medidas de Young. La construcción de soluciones exactas es
más delicada. En vista del resultado negativo del problema de dos gradientes, se créıa
que las soluciones exactas eran bastante raras. Los resultados recientes sugieren que
existen muchas soluciones exactas pero que tienen que ser muy complicadas. Esto
recuerda los resultados de rigidez y flexibilidad para inmersiones isométricas y otros
problemas geométricos.

Para ilustrar algunas de las dificultades, considere nuevamente el problema bidi-
mensional de dos pozos

Du ∈ K en c.t.p. en Ω, u = Fx on ∂Ω,

K = SO(2)A ∪ SO(2)B

A = Id, B = diag(λ, µ), 0 < λ < 1 < µ, λµ ≥ 1.

Si ignoramos las condiciones de contorno, las soluciones más simples de Du ∈
K son laminados simples, vea la Figura 4.6. Un breve análisis de las conexiones
de rango-1 en K muestra que dichos laminados son perpendiculares a una de las
normales n1 o n2, determinadas por las dos soluciones de la ecuación

QAB = a⊗ n.
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Figura 4.11: Dos posibles laminados para el problema de los dos pozos. Imagen
utilizada desde [Mul98].

Sin embargo, no existe una forma obvia de combinar los dos laminados, vea la
Figura 4.6. Por lo tanto, se créıa que el problema no tiene soluciones no triviales.
Esto es falso, la construcción de soluciones no triviales se basa en el método de
integración convexa de Gromov.

Figura 4.12: Ninguna de las construcciones anteriores satisface la condición de rango-
1 en todas las interfaces.

4.6.1. Existencia de soluciones

Primero, se observa que la versión abierta del problema de dos gradientes admite
una solución. Aqúı y para el resto de esta sección decimos que la función u : Ω→ Rm
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es lineal por partes si es continuo Lipschitz y si existen finitos o numerables conjuntos
abiertos disjuntos Ωi cuya unión tiene plena medida en Ω tal que u|Ωi

es af́ın.

Lema 4.21. Supongamos que rk(BA) = 1, F = λA+ (1−λ)B, λ ∈ (0,1). Entonces,
para un dominio acotado Ω y cada δ > 0 existe la función lineal por partes u tal que

u(x) = Fx on ∂Ω

dist(Du,{A,B}) < δ

sup |u(x)− Fx| < δ.

Incluso es posible manejar ciertas restricciones. Si n = m = 2 y detA = detB =
c 6= 0 entonces uno puede lograr detDu = c.

Demostración. Primero construiremos una solución para un dominio especial U .
Luego, el argumento se completará con una aplicación del teorema de cobertura de
Vitali.

Por un cambio af́ın de variables podemos suponer sin pérdida de generalidad que

A = −λa⊗ en, B = (1− λ)a⊗ en, F = 0, and |a| = 1.

Sea ε > 0, sea

V = (−1,1)n−1 × ((λ− 1)ε, λε)

y definimos v : V → Rm por

v(x) = −ελ(1− λ)a+

{
−λaxn si xn < 0,

(1− λ)axn si xn ≥ 0

Entonces Dv ∈ {A,B} y v = 0 en xn = ε(λ−1) y xn = ελ, pero v no desaparece
en todo ∂V . Sea

h(x) = ελ(1− λ)a
n−1∑
i=1

|xi| .

Entonces h es lineal por partes y |Dh| = ελ(1− λ)
√
n− 1. Establecemos

ũ = v + h.

Notemos que ũ ≥ 0 en ∂V y sea

U = {x ∈ V : ũ(x) < 0}.

Después

ũ|U es lineal por partes , ũ|∂U = 0,

dist(Dũ,{A,B}) ≤ ελ(1− λ)
√
n− 1,

|ũ| ≤ ελ(1− λ).

(4.11)
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Por el teorema de cobertura de Vitali, se puede acotar Ω mediante copias a escala
disjuntas de U . Más precisamente, existen xi ∈ Rn y ri > 0 tales que los conjuntos

Ui = xi + riU

son mutuamente disjuntos y |Ω\ ∪i Ui| = 0. Definimos u por

u(x) =

{
riũ
(
x−xi
ri

)
if x ∈ Ui,

0 más.

Tengamos en cuenta que

Du(x) = Dũ

(
x− xi
ri

)
if x ∈ Ωi.

De ello se deduce que u es lineal por partes, que u|∂Ω = 0 y que dist(Du,{A,B}) <
δ para un ε > 0 adecuado. Además, eligiendo ri ≤ 1 también se puede obtener la
estimación de |uFx|.

El lema 4.21 se puede iterar fácilmente, y usando la noción de capa convexa de
laminación de un conjunto se obtiene el siguiente resultado.

Lema 4.22. Supongamos que U ⊂ Mm×n es abierto. Sea v : Ω → Rm af́ın por
tramos y Lipschitz continua y supongamos Dv ∈ U lc en c.t.p. Entonces existe u :
Ω→ Rm tal que

Du ∈ U en c.t.p. en Ω, u = v on ∂Ω.

El paso crucial es el paso de los conjuntos abiertos a los compactos K ⊂Mm×n.
Siguiendo a Gromov decimos que una sucesión de conjuntos Ui es una aproximación
de K si

(i) los Ui están abiertos y contenidos en una bola fija
(ii) Ui ⊂ U lci+1 (iii) Ui → K en el siguiente sentido: if Fik ∈ Uik , ik → ∞ y

Fik → F , luego F ∈ K.

Teorema 4.23. Supongamos que K admite una aproximación {Ui}. Sea v ∈ C1 (Ω; Rm)
con

Dv ∈ U1.

Entonces existe una función de Lipschitz u tal que

Du ∈ K ∈ Ω en c.t.p., u = v on ∂Ω.

Demostración. Para lograr la fuerte convergencia, cada aproximación utiliza una
escala espacial mucho más fina que la anterior, similar a la construcción de funciones
continuas pero en ninguna parte diferenciables. Esta es una de las ideas clave de la
integración convexa.

Primero construimos una sucesión de funciones lineales por partes ui que satis-
facen
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Dui ∈ Ui en c.t.p.,

sup |ui+1 − ui| < δi+1, ui+1 = ui en ∂Ω

sup |u1 − v| < δ/4, u1 = v en ∂Ω

Para construir u1 tenga en cuenta que si Ω′ está abierto y Ω′ ⊂⊂ Ω entonces
dist(Dv(x), ∂U1) ≥ c (Ω′) > 0 para todo x ∈ Ω′. Por lo tanto, es fácil obtener u1 | Ω′
introduciendo una triangulación suficientemente fina. Ahora acotamos Ω mediante
una sucesión creciente de conjuntos Ωi ⊂⊂ Ω.

Para construir ui+1 y δi+1 a partir de ui y δi procedemos de la siguiente manera.
Dejar

Ωi =
{
x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) > 2−i

}
.

Sea ρ un núcleo suavizante habitual, es decir, sea ρ diferenciable con soporte en
la bola unitaria y

∫
ρ = 1. Sea

ρε(x) = ε−nρ(x/ε).

Dado que la convolución ρε∗Dui converge a Dui en L1 (Ωi) como ε→ 0 podemos
elegir εi ∈

(
0,2−i

)
tal que

‖ρεi ∗Dui −Dui‖L1(Ωi)
< 2−yo.

Pongamos

δi+1 = δiεi.

Usamos el Lema 4.22 para obtener ui+1 tal que Dui+1 ∈ Ui+1, ui+1 = ui en ∂Ω
y

sup
Ω
|ui+1 − ui| < δi+1.

Como δi+1 ≤ δi/2 tenemos

∞∑
i=1

δi ≤ δ/2

De este modo

ui → u∞ uniformemente,

y u∞ es Lipschitz ya que ui son uniformemente Lipschitz (por (ii) en la definición
de una aproximación). Además u∞ = v en ∂Ω.

Solo queda demostrar que Du∞ ∈ K. El punto clave es asegurar una fuerte
convergencia de Dui. Como ‖Dρε‖L1 ≤ C/ε deducimos que
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‖ρεk ∗ (Duk −Du∞)‖L1(Ωk) = ‖Dρεk ∗ (uk − u∞)‖L1(Ωk)

≤ C

εk
sup |uk − u∞| ≤

C

εk

∞∑
j=k+1

δj

≤ 2
C

εk
δk+1 ≤ C ′δk

(4.12)

Y se deduce que

‖Duk −Du∞‖L1(Ω) ≤ C
′δk + 2−k + ‖ρεk ∗Du∞ −Du∞‖L1(Ωk)

+ ‖Duk −Du∞‖L1 (Ω\Ωk)
(4.13)

Como Duk y Du∞ están acotados, obtenemos Duk → Du∞ en L1(Ω) . Por lo
tanto existe una subsucesión ukj tal que

Dukj → Du∞ en c.t.p.

De la definición de aproximación se sigue que

Du∞ ∈ K en c.t.p.

Por lo tanto, u = u∞ tiene las propiedades deseadas.

Para el problema de los dos pozos, se puede construir una aproximación utili-
zando fórmula expĺıcita.

Teorema 4.24. Supongamos que λµ > 1. Entonces el problema de los dos pozos
tiene solución si

F ∈ intK lc

dónde

K lc =

{
F = (y, z) : |y| ≤ λµ− detF

λµ− 1
,|z| ≤ detF − 1

λµ− 1

}
Un resultado similar es válido si λµ = 1 siempre que en la definición de aproxima-

ción e interior se consideren conjuntos relativamente abiertos sujetos a la restricción
detF = 1. Un análisis más detallado muestra que en la definición de aproximación
se puede reemplazar la envoltura convexa de laminación que se basa en conexio-
nes expĺıcitas de rango-1 por la envoltura convexa de rango-1 definida por dualidad
con funciones. Esto tiene una consecuencia sorprendente para el ejemplo de cuatro
gradientes.

K =

{
±
(

1 0
0 3

)
,±
(
−3 0
0 1

)}
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Para cualquier matriz

F ∈ Krc ⊃
{(

F11 0
0 F22

)
: |F11| ≤ 1, |F22| ≤ 1

}
y cualquier entorno abierto U ⊃ K existe la función u : Ω→ R2 tal que

Du ∈ U en c.t.p. de Ω,

u = Fx en ∂Ω.
(4.14)

Esto es cierto a pesar del hecho de que los entornos pequeños no contienen
conexiones de rango-1, por lo que a primera vista parece que no hay forma de
comenzar la construcción.

Este obstáculo se supera construyendo primero una función (lineal por partes)
que satisface Dv ∈ U rc en c.t.p. y Dv ∈ U excepto en un conjunto de medidas pe-
queñas. Entonces se puede demostrar que el conjunto excepcional se puede eliminar
inductivamente.

El principal problema pendiente es si en la definición de una inaproximación se
puede reemplazar la envoltura convexa de laminado (o envoltura convexa de rango-1)
por la envoltura cuasiconvexa. Un paso clave seŕıa resolver la siguiente pregunta.

Proposición 4.25. Sea K un conjunto cuasiconvexo compacto, es decir, Kqc = K
y sea ν ∈Mqc(K). Entonces para todo conjunto abierto U ⊃ K existe una sucesión
uj : (0,1)n → Rm tal que Duj genera ν y Duj ∈ U en c.t.p.

La proposición es verdadera para conjuntos convexos compactos; esto refina el
Lema de Zhang que implica la existencia de uj tal que Duj ∈ B(0, R) para una bola
suficientemente grande.

4.6.2. Regularidad y rigidez

La construcción descrita anteriormente produce soluciones muy complicadas del
problema de los dos pozos. Esto plantea la cuestión de si se puede controlar la
geometŕıa de las soluciones. Considere el conjunto

E = {x ∈ Ω : Du(x) ∈ SO(2)A}

donde Du toma valores en una componente conexa de K (o una fase en las
aplicaciones a cristales). El peŕımetro de un conjunto E ⊂ Ω ⊂ Rn se define como

PerE = sup

{∫
E

divϕdx : ϕ ∈ C1
0 (Ω,Rn) ,|ϕ| ≤ 1

}
.

Para conjuntos suaves o poliédricos esto concuerda con la medida dimensional
(n− 1) de ∂E.

Teorema 4.26. Si u es una solución de
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Du ∈ K en c.t.p. de Ω, u = Fx on ∂Ω,

K = SO(2)A ∪ SO(2)B

A = Id, B = diag(λ, µ), 0 < λ < 1 < µ, λµ ≥ 1.

y si PerE < ∞ entonces u es localmente un laminado simple y ∂E consta de
segmentos de ĺınea recta que solo pueden cruzarse en ∂Ω. La prueba combina ideas
geométricas y de teoŕıa de la medida. La idea geométrica es que la curvatura de
Gauss K(g) de la métrica de retroceso g = (Du)TDu debeŕıa desaparecer (en un
sentido adecuado). Dado que g solo toma dos valores, esto debeŕıa dar información
sobre E.

Un paso clave en la implementación de esta idea es una versión de peŕımetro
finito del teorema de Liouville sobre la rigidez de las rotaciones infinitesimales. En
este marco, los componentes conectados se reemplazan por componentes indescom-
ponibles. Un conjunto A de peŕımetro finito es indescomponible si por cada A1 ⊂ A
con PerA = PerA1 + PerA\A1 el conjunto A1 o A\A1 tiene medida cero. Se puede
demostrar que cada conjunto de peŕımetro finito es una unión de, como máximo,
muchos componentes contables indescomponibles.

Teorema 4.27. Supongamos que u : Ω ⊂ Rn → Rn pertenece a W 1,∞ (Ω; Rn) y
que detDu ≥ c > 0. Supongamos además que E ⊂ Ω tiene un peŕımetro finito y

Du ∈ SO(n) en c.t.p. de E.

Entonces Du es constante en cada componente indescomponible de E.

Para terminar la prueba del Teorema 4.26 se puede descomponer Du como
eiΘg1/2 (donde g = (Du)TDu ∈

{
ATA,BTB

})
y analizando las condiciones de salto

en el ĺımite de cada componente indescomponible para deducir que Θ solo toma dos
valores y resuelve (en el sentido distribucional) una ecuación de onda con direcciones
caracteŕısticas n1 y n2.

B. Kirchheim ideó argumentos teóricos de medida más flexibles y, combinándolos
con ideas algebraicas, estableció una generalización del teorema al problema de los
tres pozos K =

⋃3
i=1 SO(3)Ui en tres dimensiones con U1 = diag (λ1, λ2, λ2) , U2 =

diag (λ1, λ2, λ1) , U3 = diag (λ2, λ2, λ1) , λi > 0.
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