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Resumen

Este trabajo de fin de grado contiene una introduccién a la mecanica estadistica
y su aplicacion a la economia.
La mecéanica estadistica es una rama de la fisica que, apoyandose en teorias estadis-
ticas, deduce el comportamiento macroscopico de un cierto sistema desde sus propie-
dades microscopicas.
Nos basaremos en el estudio de cientificos como James Clerk Maxwell y Ludwig Eduard
Boltzmann que consiguieron encontrar una distribucién de la energia de un conjunto
de particulas desde dos puntos de vista diferentes.
La idea de Boltzmann es més fuerte que la de Maxwell, ya que considera un espacio
general y por lo tanto se podra aplicar tanto a gases, coincidiendo asi con la distribu-
cion de Maxwell de la energia, como a la economia.
Este enfoque hacia la economia es en lo que nos centraremos en la segunda parte del
trabajo. Siguiendo la idea de Boltzmann, llegaremos a que, sujetos a unas condiciones,
la distribucién del dinero tendra una solucién estacionaria que sera la distribuciéon de
Boltzmann. Ademaés, veremos de forma experimental que se cumple este resultado
en distintas condiciones. Por ultimo, estudiaremos un ejemplo que no converge a la
solucién estacionaria de Boltzmann.

Abstract

This graduate thesis contains an introduction to statistical mechanics and its ap-
plication to economics.
Statistical mechanics is a branch of physics that, supported by statistical theories,
deduces the macroscopic behavior of a given system from its microscopic properties.
We will draw on the study of scientists like James Clerk Maxwell and Ludwig Eduard
Boltzmann who managed to find a distribution of the energy of a set of particles from
two different points of view.
Boltzmann’s idea is stronger than Maxwell’s, since it considers a general space and
therefore can be applied both to gases, thus coinciding with Maxwell’s distribution of
energy, and to economics.
This approach to economics is what we will focus on in the second part of the thesis.
Following Boltzmann’s idea, we will come to the conclusion that, subject to certain
conditions, the distribution of money will have a stationary solution, which will be
the distribution of Boltzmann. In addition, we will see experimentally that this result
is achieved under different conditions. Finally, we will study an example that does
not converge to Boltzmann’s stationary solution.

111






Indice general

1 Introduccién

Distribuciéon de Maxwell

2.1 Introduccién e hipdtesis . . . . . . . . ...
2.2 Problema . . . . . ...
23 Calculode A . . . . o
24 Calculode B. . . . . .
2.5 Velocidad media y velocidad cuadratica media . . . . . . .. ... ...
3 Distribuciéon de Boltzmann
3.1 Introduccién e hipotesis . . . . . . . ... Lo
3.2 Microestados y macroestados . . . . . . . ... L.
3.3 Entropia . . . . ..o
3.4 Formula de Stirling . . . . . .. .o Lo
3.5 Ley de distribucion de Boltzmann . . . . . . . . ... o000
4 La econofisica
4.1 Introduccidn . . . . . . . . ..
4.2 Distribuciéon del dinero . . . . . . .. ...
4.3 Simulaciones informaticas . . . . . . ... ... . L.
4.3.1 Modelosimple . . ... ... L
4.3.2 Modelo con diferente cantidad inicial . . . . . .. .. ... ...
4.3.3 Modelo con cantidad de transaccion aleatoria y cantidad inicial
aleatoria . . . . . ..o Lo
434 Modelode firmas . . . . . ... ...
4.3.5 Modelo condeuda . . . ... ... oL
4.4  Condiciones para no cumplir la distribuciéon de
Boltzmann . . . . . .. Lo
Bibliografia

0 DWW W =

11
11
13
15
16

19
19
19
21
21
23

23
25
27

29
33






CAPITULO 1

Introduccion

La mecanica estadistica es una rama de la fisica basada en un modelo molecular
al cual le aplica las leyes de la mecanica y esto permite explicar las propiedades
macroscopicas de la materia.

Las hipotesis fundamentales del modelo molecular que consideramos son:

s Cualquier volumen finito de un gas, por pequeno que lo consideremos, consta
de un gran nimero de particulas iguales. Esto nos permite aplicar métodos
estadisticos.

» El didmetro de una molécula/ particula, considerada esférica, es muy pequeno
y despreciable.

s [as moléculas estan en movimiento.

s Los choques de las moléculas se realizan sin pérdida de la energia.

Histéricamente, la mecanica estadistica de los gases fue desarrollada durante la
segunda mitad del siglo XIX por Maxwell y ampliada por Boltzmann entre otros
cientificos como Clausius y Gibbs. Estos fisicos crefan en la existencia de los 4tomos
y el desarrollo de métodos mateméticos para describir sus propiedades estadisticas.

Maxwell di6 un paso decisivo al conseguir la distribucién de probabilidad de las
velocidades de las moléculas en un gas. Esta aproximacién continué desarrollandose
por Boltzmann, el cual fue muy explicito en cuanto a sus origenes. Boltzmann dijo:
“Las moléculas son como individuos, ... y las propiedades de los gases s6lo permanecen
inalteradas, porque el ntimero de estas moléculas, que por término medio tienen un
estado determinado, es constante”.

En este trabajo estudiaremos este recorrido de la mecénica estadistica empezando
por Maxwell y llegando a Boltzmann donde conseguiremos aplicar su idea a cuestiones
de economia ya que parafraseandole: “Esto abre una perspectiva amplia, si no sélo
pensamos en objetos mecanicos. Consideremos aplicar este método a las estadisticas
de los seres vivos, la sociedad, la sociologia y demas”.






CAPITULO 2

Distribucion de Maxwell

2.1. Introduccién e hipotesis

En toda masa gaseosa en cualquier instante y debido a los choques de particulas,
existen moléculas con distintas velocidades, aunque la gran mayoria tendrén velocida-
des muy préximas a un valor medio. Asi Maxwell determiné una ley de distribucion
de velocidades que nos permite conocer en un estado estacionario, que no cambia con
el tiempo, cudntas moléculas poseen una velocidad determinada. Para deducir esta
ley se hacen las siguientes hipotesis:

1. El gas se encuentra a temperatura constante, no hay intercambios con el exterior.
2. La densidad media del gas permanece constante en todo el recinto.

3. En los distintos elementos de volumen que constituyen el volumen total del
gas, si no se eligen infinitamente pequenos, la distribucion de las velocidades no
difiere de unos a otros y no varia en el tiempo.

4. Las funciones de distribucion de las componentes de las velocidades v, vy, v,
son idénticas en forma. Ademas, la distribucion total solo depende del modulo
de la velocidad y no de su direccién. Esta hipotesis se llama isotropia de la
distribucién de velocidades.

5. La probabilidad de que la componente v, de la velocidad tenga un determinado
valor es independiente de los valores que toman las componentes v, o v,.

2.2. Problema

Consideramos un campo de velocidades. Por estas hipdtesis vamos a considerar
las componentes de la velocidad V,V,, V.. Estas son variables aleatorias continuas
independientes e idénticamente distribuidas por las hipotesis 4 y 5 y son continuas
porque la probabilidad de que tome un valor concreto es practicamente nula.



4 Distribucién de Maxwell

En 1859, Maxwell determiné la Ley de distribucion de las velocidades que nos
permite saber cuédntas moléculas de un gas poseen una velocidad determinada. Esto
constituye precisamente nuestro problema.

Definiciones previas:

1. N es el nimero total de particulas en el recinto.

2. N(v;) es la probabilidad de que una molécula tenga velocidad entre —oo y vy,
es decir el nimero de moléculas con velocidades entre —oo y v, dividido entre N.
Esta sera nuestra funcion de probabilidad acumulada de la velocidad V, igual
para V, y V..

3. dlgqum) es la funcion de densidad de la variable V,, que denotaremos por f(vy).
Precisamente lo que queremos obtener.

Calculo:

A la funcién de probabilidad conjunta la vamos a llamar funcién de densidad de
los puntos en el espacio de velocidades. Ademaés al ser V,,V, V., variables aleatorias
independientes, esta funcién de densidad se calcula como:

(2.1) Pz, vy, vz) = f(ve) f(vy) f(02)

y por supuesto, como toda funcién de densidad, se cumplira:

///f(vx)f(vy)f(vz)dvxdvydvz -1

en donde las integrales se extienden para todos los valores de v, vy, v, desde —oo a
+00.

Por la hipotesis 4 la densidad no deberia depender de la direccién de la velocidad,
tnicamente de su modulo, por lo tanto

)0(”%7)?17”2) = g(ngc + U;sz + Ug)

para alguna funciéon g : R — R. Tomando las derivadas parciales con respecto a
Vg, Uy, Uy tenemos

g’(vi + ”5 + 1}2)21}1 = f/(vm)f(vy)f(vz)
9,(71923 + U; + Ug)va = f(Um)f/(Uy)f(Uz)
g (03 + vy +02)20. = f(vz) f(vy) [ (v2)

despejando ¢'(v2 + 1)5 +v2) de las tres ecuaciones e igualandolas obtenemos

f o) flog) f(vz) — floa) f () f(vz) — floe) fvy) f(v2)
(2:2) 20, N 2vy N 20,
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y dividiendo (2.2) entre p(vy, vy, v.) = f(va) f(vy) f(vz)

Como tenemos una igualdad de funciones que dependen de distintas variables v, vy, v,
entonces, debe ser igual a una constante A € R por lo tanto

y resolviendo las ecuaciones diferenciales ordinarias por el método de separacion de
variables

:/)\vm — In(f(vz)) :/\1;’254—0

f/(va:) —w f/(vx)
o)~ ﬁ/ F(or)

(2.3) Flon) = A3 flv)) = A2 f(v) = AS

Donde A es constante y es la misma para todas por 4. El valor A debe ser negativo
para tener convergencia y que N (v, ) sea finito. Por lo tanto sustituiremos A por —232.

(2.4) f(vy) = Ae_ﬂ%:?/;
flvy) = Ae= Pz

Recordamos que la distribucion gaussiana es simétrica y E(V,) = 0. De manera
maés intuitiva, la velocidad mas probable es 0 ya que la velocidad de una molécula
puede ser con la misma probabilidad positiva o negativa. Dando valores a A y [ las
ecuaciones anteriores describen la distribucion de las componentes vy, vy, v, por sepa-
rado.

Recordando que v es el moédulo de la velocidad observamos que la funcién densidad
es

(2.5)  p(wy vy, v2) = f(v2)f(vy) f(v) = Ae™P0% AP0 Ae™ P2 = A3

que da lugar a la distribucidon vectorial de Mazwell. Finalmente notese que A debe ser
positivo ya que la densidad de particulas nunca puede ser negativa.
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2.3. Calculo de A

Sabemos que por ser funcién de probabilidad
+oo
(2.6) Ae P dy, =1

—0o0

A lo largo del texto van a ser importantes integrales del tipo

(2.7) I(h) = / vle P dy
0

Es la llamada integral de la teoria cinética o integral de Laplace.

Cuando h es par es decir h = 2m:

1-3-5-...-(2m —1)
- 9m+132m+1 G

(2.8) I(h)

y para h impar es decir h = 2m + 1:

m)!

(2.9) 1) = 5

Demostracion. Para resolver esta integral empezaremos resolviendo la llamada trans-
formada de Laplace.

o0 2 o0 2 o0 2 o0 o0 2 2
J = / e Tdr — J? = / e * / e Vdy= / / e~ ) dady
o 0 o 0 0

Hacemos un cambio a coordenadas polares con limite de 0 a 7/2 ya que la x y la y
son positivas, es decir, estdn en el primer cuadrante

3 [ 21 21
J? = / / re " drdf = / “(e7)dg = / “dp="
o Jo 0o 2 0o 2 4
ST
2
Anadiendo al exponente 32, como es una constante, el calculo es similar y llegaria a

N

2—7 —_ X
(2.10) J = —>J-25

w
432
Volviendo a nuestra integral

I(h):/ ohe P dy
0
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y dividiremos para el caso par y el caso impar.

Caso h par: h = 2m vamos a aplicar integraciéon por partes hasta m veces

_—B2%2 52,2
wzezT dv = ve PV du

1 _p2,2\
- <_U2m2;§ - ) + 2725_2 1 / e gy
0
0

u=v"""3  du=(2m — 3)v2m_4dv]

[ u=v*""1 du=(2m— 1)’02m_2d’1)]

= _ 82,2
w = 76252 dv = ve P’ dy
2m—1)(2m — 3 o
2m—-1)-(2m—3)...3-1 [ _g22
= om o e 7V dv.
0

Usando (2.10) queda que

(2m—1)-(2m—3)...3-1

1(2m) = om+132m+1 V.

Caso h impar: h = 2m + 1 vamos a aplicar integracién por partes hasta m veces

_—p2y? 42,2
w = 62/52 dv = ve P du

B _U2me—62v2 00 ) 27m 0o o1 —62112d B
= 72/82 262 v e v =
0 0

w=v"""2  du=(2m — 2> 3dv
w

[ u=v>" du= (2m)02m_1dv]

_o—B202 32,2
8252 dv = ve P dy

2 2m — 2 >
_ (2m)(2m )/ v2m_3e_52”2dv: L
0

2264
_ (Qm)'(22_22).”4'2/0006_6202dv.
2mp 0

Usando (2.10) queda que

(2m)-(2m—2)...4-2 (6_521}2)00 m!

I(2m) = gm+132m+2 0 2pmt2

O]

Por lo tanto, volviendo a nuestra integral (2.6), los limites son —oco y +00. En-
tonces, si h es par, el resultado es igual al doble del valor de la integral de Laplace
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ya que si es impar el resultado es 0 por ser producto de una funcién par por otra impar.

En nuestra integral (2.6) evaluamos h=0 y entonces

+o0 2,2 +0o0 2,2 1
(2.11) Ae P du, = 1 =2A1(0) = / Avle PV dy = 2A%\/7?

—00
Por lo tanto tenemos que

g

=1—A=—.

VT
45 Nz

Ya que p s6lo depende del modulo de la velocidad. Llamamos M (v) = p(vg, vy, v2)

,83 —ﬂ27}2

Sea F(v) una funcion real medible, la esperanza sera:

E(F(v)) = - F(v)M (v)dvydvyduv,

Haremos un cambio de variables a coordenadas esféricas. Recordamos:

Sea g : R3 — R? la aplicacion definida por g(v, ¢,0) = (vsin ¢ cos 8, v sin ¢ sin 0, v cos ¢)
que, restringiéndolo al abierto U = {(v,¢,0) : v > 0,0 < 0 < 2m,0 < ¢ < 7}, g es
inyectiva y su jacobiano es Jg(v, ¢,0) = v?sin$ > 0 en U tenemos que

/Ooo /Ow /02” F(0) M(v)0?sin ¢ dvdgdd — /O ™ P (o) M(0)dmedy

Asi observamos que la funcion de distribucion total de la velocidad v es

4,331)2 ) 6_621}2

(2.13) M(v) = M(w)dm?  — M(v):( —

donde M (v) es la funcion de distribucion escalar de la velocidad de Mazwell.

2.4. Calculo de

Vamos a escribir 8 en funciéon de propiedades del gas. Para ello necesitamos pre-
viamente una definicién.
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Definicién 2.1. la velocidad mds probable, v,: es aquella que corresponde a la velo-
cidad con mayor densidad de probabilidad.

Para calcularla simplemente tenemos que encontrar el maximo de la funcién de
distribucion escalar de Maxwell:

d 4,63U2€_62U2 1

dv LS :O_HJPZB

Observamos que S es la inversa de la velocidad méas probable. En esta distribucién ya
no hay simetria alrededor del valor méas probable. Esta distribucién se llama mazwe-
lliana.

(2.14)

2.5. Velocidad media y velocidad cuadratica media

Definicion 2.2. La velocidad media v o la esperanza de V' es
S —_
(2.15) U= / vM (v)dv,
0

que sustituyendo por el valor de la funcién de probabilidad de la ecuacion (2.13)

4753 o]
V7 Jo

Fijandonos en la integral de Laplace I1(3) = ﬁ entonces

(2.16) v = vPe P du.

=1,1280,,.

2
pVT

Definicion 2.3. El valor medio de los cuadrados de las velocidades o segundo mo-
mento de V se define como

J— oo o 4 3 00
(2.17) v? = / v M (v)dv — 02 = 45 vie P gy,
0 VT Jo

Fijandonos ahora en la integral de Laplace I(4) = %ﬁ entonces

3
S_483vT 3 3,

o ﬁ855 o 252 9P

y por lo tanto la velocidad cuadrdtica media vycp, sera:

— 3
Vypemn = V2 = 20
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Por cuestiones fisicas més avanzadas, se puede entender que p = %mN 02, donde
p es presion del gas y m la masa, que comparado con la ecuaciéon de los gases ideales
pV = NRT, donde V es el volumen del gas, R una constante y T la temperatura,
tenemos:

3ET

v2 =

Entonces deducimos que

Asi obtenemos:

_ /| 8kT [2kT [3KT
V=1 —— Up =\ —— Urem = \/ — -
m™m m m

Por lo tanto, sustituyendo por el valor de 5 = 1/v, en la ecuacion (2.13)

(2.18) M(v) = ‘%(

m \3/2 5 —m?
_— 2kT
2]<:T> ves

Esta es la funcion de la velocidad escalar de Mazwell en funcion de la temperatura.

Por 1ltimo, veremos la funcion de la velocidad vectorial de Mazwell en funcion de
la temperatura. Sustituyendo en la distribucion (2.12):

1 m
I TV
m 3/2 —m1)2
(2.19) M(v) = (%Tﬂ> e T,



CAPITULO 3

Distribucion de Boltzmann

3.1. Introduccién e hipo6tesis

La mecénica estadistica es el estudio de las propiedades macroscodpicas de un gas
en funcién de las particulas. Nos centraremos en la mecanica estadistica clasica, que
asume que la energia de las particulas puede tomar cualquier valor, es decir, la energia
de la particula es una variable aleatoria continua que es independiente de la energia
del resto dos a dos. Ademas, los intercambios energéticos entre dos particulas se pro-
ducen mediante los choques de estas.

Consideraremos un gas que es un sistema con N particulas y un volumen fijo, es-
te sistema no puede intercambiar masa ni energia con su exterior. Para conocer el
verdadero comportamiento del gas necesitariamos saber las posiciones (z,y, z) y las
velocidades (vg, vy, v;) de las N particulas, aunque esto en la préactica es imposible.
Consideraremos un espacio de seis dimensiones correspondiendo a las seis coordenadas
anteriores y dividiremos este espacio en n celdas que son subconjuntos del sistema de
igual volumen V, por el momento asumimos que |vyl|, |vy|, |[v;] < M. La densidad
de cada una de estas celdas serd p = %, donde N; es el numero de moléculas en la
celda i-ésima. Y asumiremos también que la energia total del sistema y el niimero de
particulas son constantes.

E:ZEZ-Ni N:ZNi
7 7

Donde F; es la energia de la celda 1.

3.2. Microestados y macroestados

Para hacer mas facil la explicacion de esta seccién empezaremos con un ejemplo.

Supongamos que tenemos N =4 particulas distinguibles, p1, p2, p3, p4, y n=2 celdas
distinguibles, ¢1,co. A cada una de las combinaciones de las particulas en las celdas
la llamaremos configuraciéon. En nuestro caso, las posibles configuraciones serian:

11
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Celda Wy Wo
C1 DP1P2P3P4 | P1P2P3 | P1P2P4 | P1P3P4 | P2P3P4
C2 yZ: b3 D2 b1
Celdas W3

C1 P1P2 | P1P3 | P1P4 | P2P3 | P2P4 | P3P4
C2 P3P4 | P2P4 | P3P2 | P1P4 | P1P3 | P1P2

Celdas Wy W
C1 P1 p2 P3 Pa
C2 P2pP3P4a | P1P3P4 | P1P2P4 | P1P2P3 | P1P2P3P4

1. Wi =1 que corresponde a las combinaciones donde hay 4 particulas en la celda
c1y 0 en co.

2. Wy = 4 que corresponde a las combinaciones donde hay 3 particulas en la celda
c1y1len cs.

3. W3 = 6 que corresponde a las combinaciones donde hay 2 particulas en la celda
c1y 2en cs.

4. W4 = 4 que corresponde a las combinaciones donde hay 1 particula en la celda
c1y 3 en ca.

5. W5 =1 que corresponde a las combinaciones donde hay 0 particulas en la celda
c1y 4 en co.

Esto da un total de 16 configuraciones posibles. Esta forma es hacerlo a lo bruto,
podriamos hacer uso de combinatoria. En este caso, donde hay dos celdas, nos podria
servir con el nimero combinatorio, donde podemos elegir el nimero de particulas que
irfan a la celda c;, que son N, y el resto irfan a las celdas co

- ()

Con este ejemplo, definimos microestado como cada una de las configuraciones po-
sibles y macroestado como aquellas configuraciones donde las particulas son indistin-
guibles, es decir, la clase de configuraciones que tienen el mismo ntmero de particulas
en cada celda, y por tanto tienen las mismas propiedades macroscopicas. Es decir,
cada una de las W; es un macroestado. En el ejemplo anterior hay 5 macroestados.

En el caso general cuando tenemos N particulas y n celdas arbitrarias, el ntimero
de microestados donde hay N; particulas en la celda ¢ se obtiene haciendo uso de los
coeficientes multinémicos que nos indica el nimero de combinaciones que hay. Véase

[3]-
NI

N :
Ni,...,Ny) = T NN
W( 15 ) n) <N1,---7Nn> Nil...Np!
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y estas configuraciones corresponderian al mismo macroestado W. Como no hay res-
tricciones, mas all4 de que N permanezca constante, las particulas pueden estar en

cualquier celda y por lo tanto el nimero total de configuraciones o microestados seré
N
n'.

En el caso anterior, no considerabamos la restricciéon de la energia que tenemos
en nuestro problema, ahora veremos qué ocurre si consideramos que E = 3" | E;N;.
Pongamos primero un ejemplo:

Supongamos que tenemos N=3 particulas llamadas a, b y ¢ y n=4 celdas que
deben cumplir que Z?Zl FE;N; = 9¢, € es la unidad de energia, donde E4 = 4e, E3 = 3¢,
FEs = 2ey E1 = le. En este caso las posibles combinaciones son

Celda Macroestados
Wh Wo W3
4 ala|b|b|c|c|ab]|bc]|ac.
3 abc|b|clalc|al|b
2 c|blc|la|b]a
1 C a b

Donde cada columna corresponde a una configuracién, microestado, diferente. Por
ejemplo, la tercera columna corresponde a la configuraciéon donde la particula a esté
en la celda 4, la b en la 3 y la ¢ en la 2. Como en el ejemplo de antes, las posibles
configuraciones vienen dadas por:

3! 3! 3!
oo L " T T ™= sigom T2

que son las dnicas que cumplen la condicién de la energia ya que

1

Wi: 3-3e=9¢ Woy @ 4e + 3e + 2¢ = 9¢ W3 : 2-4e+ 1le = 9¢

por lo tanto, s6lo hay 10 microestados que cumplan esta condicion. Observamos que
el calculo de los microestados de un mismo macroestado se hace igual pero ahora,
no todos los macroestados, y por ende microestados, son posibles ya que no todos
cumplen la condicién de la energia. Por ejemplo, si cogemos la configuraciéon donde
las tres particulas estan en la celda 4, la energia seria 3 - 4¢ = 12¢ # Qe.

Ahora el ntimero total de macroestados sera la suma de los macroestados posibles,
en nuestro ejemplo seria 3.

3.3. Entropia

La entropia (.5) es una variable termodinamica asociada al desorden de un sistema
entendiendo como desorden lo que expresa la siguiente proposicion.
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Lema 3.1. de Boltzmann Supongamos que S es una funcion f : R — R que sdlo
depende del numero de microestados, es decir, S = f(W) y que satisface que la entro-
pia de la union de sistemas, es la suma de las entropias de cada sistema. Es decir, si
tengo un sistema y lo divido en dos subsistemas se cumple que S = f(W) = S1+ 53 =
fW1) + f(W3) donde S es la entropia del sistema general, S1,S2 las entropias de
los subsistemas, W el nimero de microestados del sistema general y Wi, Wy el nime-
ro de microestados en cada subsistema. Entonces, con estas hipdtesis, se cumple que
S =kInW, donde k es una constante.

Demostracion. Dividimos el sistema en dos subsistemas, segtin las hipétesis S =
fW) = S+ 8y = f(Wh) + f(W3), ademas sabemos que W = WiWs ya que el
nimero total de microestados seran todas las posibles combinaciones entre los micro-
estados de ambos subsistemas y asi obtenemos que

fW) = f(WiWs) = f(W1) + f(Wa)

Haciendo las derivadas parciales respecto de Wi y Wa obtenemos:

df(W) df(W)dw df(W)W _df(Wh)
AW, AW dw, 4w ' *  aw
df(W) df(W)dw _ df(W)_ . df(Wa)
dWe — dW dWe  dW ' dW
Lo que implica que
g(W) 1 .df(Wh) _ 1 df(Wo) df(Wh) . df(Wa)
aw W av o aws v am, Ve, T

donde k es una constante. Resolviendo las ecuaciones diferenciales ordinarias por el
método de separaciéon de variables

df (Wh)

k dW;
Wi

5 f(W1) =kInW; + A

Anéalogamente para f(WW3) obtenemos
fWe) =klnWy+ A
Siendo S una entropia, también se cumple que:
S=klnW+ A
Sabemos por hipétesis que
S=5+S=khWi+A+EWe+A=klnW + A

por lo tanto A =0y asi S = kIlnW. A esto se le llama ecuacion de Boltzmann. [
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Observamos que el niimero de microestados maximo corresponde a la entropia
maxima.

Como hemos dicho al principio de la seccién, la entropia se define como una medida
del desorden, cuanto més desordenado esta un sistema mayor es su entropia. Podemos
observar que, el sistema tiende a adoptar el estado que tiene més microestados, ésta es
una manera informal de introducir la sequnda ley de la termodindmica. En la seccion
3.5 lo veremos de manera més rigurosa.

3.4. Foérmula de Stirling

En las secciones anteriores hemos hecho uso de los niimeros combinatorios, un re-
sultado notable de estos es la formula de Stirling.

Para la siguiente seccion tendremos que utilizar la férmula de Stirling por tanto
la probaremos.

Lema 3.2. Ina! = alna —a para a > 1
Demostracion.

Ina!l=Inl+In2+1In3+..+Ina= Zlni.
i=1

Tomando el limite cuando a tiende a oo, para a grande, el sumatorio se puede
comparar con la integral de Riemann. Por lo que llegamos a la siguiente formula

aproximada:
a
Ina! = / Ine di
1
Aplicando integracion por partes
. 1.
u=Ini— du = —di,
i

v=1— dv=di,

a
/ Inidi=alna—a-+1.
1

Para valores grandes de a, 1 puede despreciarse. Y por lo tanto resulta:

Ina! ~alna — a.
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3.5. Ley de distribucion de Boltzmann

Boltzmann define el equilibrio estadistico como aquel estado cuyo nimero de micro-
estados es maximo. Ahora buscaremos ese estado méaximo. Consideramos un sistema
formado por N particulas en equilibrio térmico a temperatura T', utilizando la férmu-
la de Stirling In N! & NIn N — N (a partir de ahora, por claridad de la exposicion,
vamos a considerar que tuviéramos igualdad en la formula de Stirling) y aplicando
logaritmos, ya que son funciones monétonas, en la formula de W tenemos:

an:lnN!—znjlnNi! :NlnN—N—zn:NilnNi—{—zn:Ni

n
=NInN =Y NilnN; = f(Ny, ..., N,)
)

queremos maximizar esta funciéon la cual recordamos que esté sujeta a dos restriccio-
nes: que la cantidad de particulas y la energia total son constantes, es decir,

n n
g(N1, ..., Np) = ZNZ- = N = constante h(Ny,..,Ny) = ZEiNi = U = constante

(2 (2
Para resolver el sistema de optimizacién con restricciones vamos a utilizar los
multiplicadores de Lagrange [6], llamaremos A y 8 a los multiplicadores de Lagrange.

En general, la teoria de los multiplicadores de Lagrange para optimizar f restrin-
gido a g y h nos dice que:

Vf(Ni, ..., Np) = AVg(N1, ..., Np) + BVh(Ny, ..., Ny)
Remplazando los valores de f, g, h en nuestro caso, ocurre que Vi € 1,...,n
—lIlNZ' -1 :)\+,BEZ

Despejando las N; obtenemos que

1

Ni= Sism1

Donde los pardmetros A y 8 atin estan por determinar.

Denotando e *~! = A, obtenemos N; = Ae AFi
Usando la restriccion g(Ny, ..., N,) = N deducimos que N = AY " e #Fi y nom-
brando Z = Y"1 e #¥i entonces A = N/Z. Por tanto,

N _gp
Ni:§e BE;

Para conseguir la distribucién normalizada més probable de las particulas deberemos
dividir entre N quedando asf

(3.1) N;/N = (1/Z)e PEi
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que es la llamada distribucion de Boltzmann que sirve para saber la probabilidad de
que una particula pertenezca a la celda 1.

A continuacion, aplicaremos la idea de Boltzmann a un gas ideal. Para esto, con-
sideraremos como espacio el de las velocidades v, vy, v, y lo discretizaremos dividién-
dolo en celdas. Ahora la energia E; de la celda i sera la energia cinética del centro
de la celda, es decir, 2m(v2(i) + v2(i) 4+ v2(i)), donde m es la masa de la molécula.
En este caso, la distribuciéon de Boltzmann expresaré la probabilidad de que cogiendo
una particula ésta pertenezca a la celda i-ésima.

Esto nos da

Ni — Ae—(Mm/2BEZ()+vg () +v2(0) _ g~ (m/2)Bv?()

N
donde A es una constante. Por lo tanto, la densidad de la celda, que llamamos p(v(7)),
es decir, la proporcién de particulas por unidad de volumen V de la celda, seréa:

. Nl —(m v (2
p(v(i)) = N = Al e~ (m/2)pv? (i)

donde A’ = A/V una constante. Comparando este resultado con la formula de la
velocidad vectorial de Maxwell en funcion de la temperatura (2.19)

0 = (g ) e

y reescalando la temperatura a 77 = 2kT/m observamos que la formula de M coincide
con la de p cuando § = 1/T". Sustituyendo en p(v(i)), quedaria:

p(v(i)) = Ale” BT

Donde E; = mv?/2. Esta es la llamada distribucion de Boltzmann asociado a un gas
ideal. En el capitulo siguiente lo asociaremos a un concepto totalmente distinto, la
econofisica.






CAPITULO 4

La econofisica

4.1. Introducciéon

La econofisica es una nueva area de investigaciéon en el que se aplican métodos de
fisica estadistica a la economia y finanzas.

La econofisica utiliza métodos matemaéticos desarrollados en fisica estadistica para
estudiar propiedades complejas de sistemas econdémicos que utilizan un gran ntmero
de personas.

A la mitad de 1990 la econofisica se centré en el analisis de los mercados financieros.
Més tarde tomé otra direccion, el estudio de las distribuciones de probabilidad del
dinero, la riqueza y los ingresos en la sociedad y que se sobrepone con un extenso
estudio sobre la desigualdad en la sociedad. En este trabajo nos centraremos en la
distribucién de probabilidad del dinero.

Inspirado en la teoria cinética de las colisiones de los gases de Boltzmann, la eco-
nofisica introdujo una aproximacion alternativa donde los agentes hacen transacciones
econdémicas y transferencias de dinero de un agente a otro.

4.2. Distribucion del dinero

Valoramos un sistema de N agentes econémicos y consideramos el caso donde N
es constante. Cada agente ¢ tiene una cantidad m; de dinero que puede cambiar con
otros agentes. Ese dinero se utiliza para una actividad econdémica como comprar o
vender productos, pero no nos centraremos en ese aspecto. Para nosotros el resultado
de una transaccién entre los agentes 7 y j de una cierta cantidad de dinero Am sera

[m;, m;] — [m;,m;] = [m; — Am,m; + Am]

Observamos que la cantidad total de dinero se conserva ya que en cada transaccion
m; +m; =m) + mg. Esta conservacion local del dinero es analoga a la conservacion
de la energia en la colisién de las particulas.

Ademaés, asumimos que la economia del sistema es cerrada, es decir, no hay flujo
externo de dinero como por ejemplo impresién de billetes. Por lo tanto, la cantidad

19
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total de dinero M en el sistema se conserva. En la primera parte de esta seccién no se
permite tener deuda por lo tanto el dinero de todos los agentes no es negativo, m; > 0
que es similar a la condicién de la energia de las particulas E; > 0.

Introducimos la funciéon de distribucion del dinero P(m), que es la probabilidad
de que un agente tenga una cantidad de dinero m;. Estamos interesados en la distri-
buciéon P(m).

En analogia con el capitulo anterior 3, obsérvese que en este caso las celdas son
intervalos, dividimos el eje del dinero 0 < m < oo en n pequenas celdas del mismo
tamano. Denotamos al ntimero de agentes en la celda ¢ como N; y al niimero total de
agentes N = > ' N;. Los agentes en la celda ¢ tienen una cantidad de dinero m; que
se considerara como la energia y el total del dinero es M = Y| m;N;. La probabilidad
de que salga una combinacién de los N; es proporcional al nimero de formas en que
se pueden distribuir a los IV agentes en las celdas conservando el conjunto N;. Como
veiamos en el capitulo anterior, este ntimero es:

N B NI
Ni,...,N,) Npl-----N,!

El logaritmo de la probabilidad es la entropia (véase 3.4) y ademés cuando los nimeros
N; son grandes se puede aplicar la formula de Stirling. Se concluye que la entropia es

NInN — 37 N;In N; =
S = 5 :—zlez-lnPi

donde P; = N;/N que es la probabilidad de que un agente tenga una cantidad de
dinero m;.

Usando el método de multiplicadores de Lagrange con el fin de maximizar la
probabilidad con respecto a las cantidades N; usando en este caso las restricciones

n

N:Xn:Ni M=) mN,
1

1

haciendo los mismos pasos que en capitulo anterior 3.5, genera la distribucion de
Boltzmann para P(m) que es P(m) = Ce "™/T. Las constantes C y T se ajustan
normalizando.

Como es una funcién de probabilidad

/ P(m)dm =1 — / Ce ™ Tdm =1
0 0

/0 Ce ™ Tdm = —TC/O %e—m/T =TC=1-C= %

Ahora asumimos que la esperanza debe ser M /N ya que los agentes son iguales y
aleatorios.
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e M < 1
P _ = _—m/T —
/0 mP(m)dm v —>/0 mie dm

==

Aplicando integraciéon por partes

0 q o0 M
Z e T g — (—me—™/TY20 _ e T qm =T =T = —.
/0 me m = (—me )0 /0 e m — ~

4.3. Simulaciones informaticas

Siguiendo con lo anterior, haremos algunas simulaciones informaticas para verificar
los resultados experimentalmente. Esta parte se basa en comprobar los resultados que
aparecen en el articulo [2].

4.3.1. Modelo simple

En este modelo, inicialmente todos los agentes tienen la misma cantidad de di-
nero. En un tiempo t, uno de los agentes, de un par aleatorio de agentes, es elegido
«ganador» y por ende el otro es «perdedory. El ganador se lleva una cantidad Am
y el perdedor pierde Am, pero esta transaccion sélo puede tener lugar si el perdedor
tiene suficiente dinero para pagar, es decir, si m; < Am no se produce la transacciéon
y se procede con otro siguiente par de agentes.

La condicién de que los agentes no puedan tener dinero negativo es crucial para
que el proceso converja a la distribucién estacionaria. En el experimento numérico, al
principio, la distribucién es simétrica pero después la funcién de densidad empieza a
acumularse en la cota m = 0. Asf la distribucién se vuelve asimétrica y por tltimo
coge la forma de la exponencial.

Haremos la simulacién con el programa R para estadistica. En esta simulacion
cogeremos N = 400, M = 800 x 400. Todos los agentes tienen la misma cantidad al
principio que son 800% y la cantidad que se intercambia en cada transaccion es 18$.

El parametro clave es el bucle for que representa 200 mil transacciones aleatorias.
En nuestro caso el bucle for hay que repetirlo hasta 60 veces para llegar a la grafica
final y que se vea una distribucién de Boltzmann. Es decir, en total se hacen unas 360

millones de transacciones?.

Otra forma de estimar el tiempo de convergencia es el tiempo que tarda en mi
ordenador MacBook Air 12.1, tarda 1 minuto y 57 segundos en que salga el resultado
cada vez que ejecutamos el bucle for.

Concluimos que efectivamente la distribucién del dinero sigue la distribucién de
Boltzmann. Aunque en este caso converge lentamente.

'En verdad son menos ya que, si no se puede realizar la transaccién, se pasa al siguiente.
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500 1000 1500 2000 2500

. z 3
[a] ° 2(Im 4(;0 ecl)o 8(;0 10I00 12I00 14I00 [b] ° 0
2
S | \
%- © -
§ - | I | _—-I
Ic] 0 1000 2000 3000
1  N=498
2 1t=7000000
3 A=matrix{data=NA,nrow=1,ncol=480)
4 All, |=808
5~ for(t in 2:1t){
6 x=sample(c(1l:488),size=2,replace=F)}
7 y=sample(c(1l:4@8) ,s1ze=2,replace=F]}
] z=sample(c(1:4@88),size=2,replace=F}
9 Al1l,] =- A[1,]
18 - if(A[l,x[1]]==124
11 A[1,x[1]]=A[1,x[1]]-1
12 All, x| Z]|=A[1,x[Z]]+1
15 }
14 ~ ifCA[L,y[1]]>=124
15 All,w[1]1]=A[1,y[1]]-1
16 AL, y[Z]]=A[1,y[2]]+1
17 - 1
18 - iflA[l,z[1]]>=104
19 A[1,z[1]]=A[1,2[1]]-1
'} All,z 2] |=A[1,z[Z]]+1
£1 K
22+ 1}
23 A=matrix(A,nrow=1,ncol=40@)
24  hist(A[l,],breaks = 2@,probability = TRUE}
25 M-=E0@*400
26 fun <- function(x){(N/M)*exp-x*N/M)}
[d] 27  curvelfun,from=0, to=5808, col="red", add = T

Figura 4.1: (a)Una repeticion (b) 10 repeticiones (c¢)60 repeticiones (d)comandos pro-

grama R
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4.3.2. Modelo con diferente cantidad inicial

En este modelo, inicialmente los agentes tienen cantidades de dinero aleatorias
comprendidas entre 1 y 800. En un tiempo t, el ganador, aleatoriamente elegido,
se lleva una cantidad Am y el perdedor pierde Am fijada y la misma para cada
transaccion, pero esta transaccion solo puede tener lugar si el perdedor tiene suficiente
dinero para pagar, es decir, si m; < Am no se produce la transaccién y se procede
con otro siguiente par de agentes. En esta simulacién cogeremos igualmente N = 400
y la cantidad que se intercambia en cada transaccion es 1$.

Seguimos exactamente el mismo programa anterior a excepcion de la matriz inicial
2. En este caso el bucle for hay que repetirlo casi las mismas veces que el programa
anterior, pero converge antes ya que estan mas distribuidas las cantidades del principio.

Siguiendo el mismo criterio de convergencia que el anterior modelo, cada vez que
ejecutamos el programa tarda 1 minuto y 55 segundos en que salga el resultado.

Los dos tltimos comandos aniadidos son para seleccionar la cantidad inicial alea-
toria. En este caso en vez de ser la matriz A inicial formada por NA elementos, sera
la matriz B inicial formada por el vector aleatorio vecB. Ademas, los otros comandos
representan la parte final de los comandos, donde tenemos que M1 sera la suma de la
cantidad de dinero inicial de cada agente, es decir, M.

Concluimos que efectivamente la distribucién del dinero sigue la distribucién de
Boltzmann. Aunque en este caso sigue convergiendo lentamente.

wn
S - =
o
21 D Il
= |
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g o 8
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o
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S - =R T T T 1
o f T T I T | | o
[a] 0 200 400 600 800 1000 [b] 0 500 1000 1500 2000
hist(B[1,],breaks=15,probability = TRUE)
N Ml=sum(vecB)
vecB <- sample(1:800, 4008, replace = TRUE) fun <- function(x){(N/ML)*exp(-x*N/M1)}
[C] B=matrix(vecB,nrow=1,ncol=40@) [d]curvei fun, from=0, to-4008, col="red", add = T)

Figura 4.2: (a)Una repeticion (b) 50 repeticiones (c)comandos programa R
(d)comandos programa R

4.3.3. Modelo con cantidad de transacciéon aleatoria y cantidad ini-
cial aleatoria

Con el fin de simular una situacién mas realista consideraremos el caso en el que
inicialmente los agentes tienen cantidades de dinero aleatorias comprendidas entre

2La imagen de esa linea nueva la afiadimos después en la pagina.
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1 y 800. En un tiempo t el ganador, aleatoriamente elegido, se lleva una cantidad
Am y el perdedor pierde Am, esta cantidad sera aleatoria en cada transaccién y sera
vM/N : 0 < v < 1, es decir, se coge una fraccion de la media del dinero en el sistema,
donde v es aleatorio. Al igual que en los casos anteriores, solo se realiza la transaccion
si el perdedor tiene suficiente dinero para pagar.

En esta simulacién cogeremos N = 400.

En este caso el parametro principal sigue siendo el bucle for pero esta vez simula
cantidades aleatorias para las transacciones. Aqui, el bucle for hay que repetirlo hasta
30 veces para llegar a la grafica final y que se vea una distribucién de Boltzmann, pero
ya incluso en la primera repeticién vemos una clara convergencia a lo que queremos.

Siguiendo el mismo criterio de convergencia que el anterior modelo, cada vez que
ejecutamos el programa tarda 2 minuto y 5 segundos en que salga el resultado.

Las graficas de abajo corresponden a la evolucién al repetir el bucle, la primera
los comandos que se han utilizado para el programa R, la segunda es con una sola
repeticion y la tercera con 30.

Concluimos que efectivamente la distribucion del dinero sigue la distribuciéon de
Boltzmann. En este caso se ve una convergencia casi clara desde el principio.

1 wecC «<- sample(1:86@, 4060, replace = TREUE)
Z  Ce=matrix{vecC,nrow=1,ncol=4@@)
3 MZ=sumiwvec()
4 N=400
5  it=Z000oeo
6~ for(t in Z:1t){
7 ®=sample(c(1:408@),51ze=2, replace=r)
8 y=sample(c(1:40@),s1ze=2, replace=F)
9 z=sample(c(1:408),s51ze=2, replace=F)
18 C[1,] = C[1,]
11 d < runif(l, min=0, max=1)
12~  if(C[1,x[1]]>=Cd*MZ2/N}){
13 Cl1,x[1]]=Cl1,x[1]]-(d*M2/N)
14 Cll,x[2]=C[1,x[2]]+Cd*M2/N)
15+ }
16 d <= runifcl, min=0, max=1)
17~ if(C[1,y[1]]==Cd*M2/N)D{
18 Cl1,w[1]1=Cl1,y[1]]-Cd*MZ/N)
19 Cll,y[2]1=Cl1,y[2]]1+Cd*M2/N}
26 - 1
21 d < runif(l, min=0, max=1)
22~  if(C[1,z[1]]>=Cd*MZ2/N}){
23 Cl1,z(1])]=C[1,z[1]]-Cd*M2/N)
24 Cll,z[2]]=C[1,z[2]]+Cd*M2/N)
25+ }
26+ }

27 hist(C[1,],breaks=15,probability = TREUE)
28 MZ=sum(wvec(C)
29  fun <- function(x){(N/MZ)*exp(-x*N/MZ)}

[a] 3@ curve(fun,from=0, to=4800, col="red", add = T)

Figura 4.3: (a)comandos con el programa R



4.3 Simulaciones informaticas 25
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Figura 4.4: (b) una repeticion (c)30 repeticiones

4.3.4. Modelo de firmas

Uno podria decir que estas simulaciones corresponden a casos poco realistas o an-
tiguos. Por lo tanto, para hacer un modelo mas moderno introduciremos el concepto
de firmas. Un agente empieza a ser una firma, éste se comporta de la siguiente manera:
pide capital K de otro agente y se lo devuelve con un interés rK, ademés contrata a L
agentes y les paga un sueldo W, por dltimo, produce Q objetos que vende a () agentes
por un precio R. Todos estos agentes estén seleccionados aleatoriamente. Asi, la firma
recibe un beneficio de B=RQ-LW-rK. El resultado es un intercambio de dinero que
sigue satisfaciendo la ley de la conservacion.

Los parametros de este proceso son seleccionados siguiendo el proceso descrito
en los libros de economia. La curva de oferta-demanda del producto viene dada por
R(Q) = V/Q" donde Q es la cantidad de gente que compraria el producto a una
cantidad R, ¢ = 0,5y V = 100 que son constantes.

La funcion de produccion de la firma tiene una forma de Cobb-Douglas Q(L, K) =
LPK'8 donde B = 0,8 constante. Para méas informacion sobre la curva de Cobb-
Douglas véase [4].

En nuestra simulacién fijamos W = 10. Maximizando el beneficio de la firma
con respecto a K y L llegamos a que L=20, Q=10, R=32, B=68 y rK=52. De todas
formas, el valor actual de nuestros pardmetros no importa. Las simulaciones muestran
que la probabilidad estacionaria de la distribucién del dinero de este modelo es la de
Boltzmann independientemente de los parametros del modelo.

Ademas, el parametro principal del programa es el bucle for, en este caso en la
condicién se considera 252 ya que es lo que se necesita para pagar a 20 agentes su
sueldo y un prestamista, Después se le anade su beneficio. Aqui, el bucle for lo hemos
repetido hasta 80 veces para llegar a la grafica final y que se vea una convergencia
lenta a la distribucién de Boltzmann.

Siguiendo el mismo criterio de convergencia que el anterior modelo, cada vez que
ejecutamos el programa tarda 2 minuto y 59 segundos en que salga el resultado.
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Concluimos que efectivamente la distribucion del dinero sigue la distribucion de
Boltzmann. En este caso se ve una convergencia muy lenta.
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[a] 0 1000 2000 3000 4000 5000 [b] 0 2000 4000 6000
1 wecE <- sample(1:808, 48@, replace = TRUE)
2 E=matrix(vecE,nrow=1,ncol=42@)
3 MZ=sum(wvecE)
4 N=408
5 1t=2000000
6~ for(t in Z2:it){
7 x=sample(c(1:400),size=32,replace=F) #el primero es la empresa,
B #el segundo el prestamista, los siguientes 7@ son los empreados
9 #y los ultimos 1@ son los compradores
1@ y=sample(c(1:400),size=32, replace=F)
11 z=sample(c(1:4@8@),size=32,replace=F)
1z E[1,] <- E[1,]
13- if(E[1,x[1]]>=252){ #esto es pagar el salario y devolver lo prestado
14 - for (1 inm 3:223 {
15 E[1,x[1]]=E[1,x[1]]-1@
16 E[1,x[11]=E[1,x[1]1]+1@
17 - }
18 E[1,x[1]]=E[1,x[1]]-52
19 E[1,x[2]]1=E[1,x[2]]+52
8- for (g in 23:32) {
21~ if(E[1,x[g]]>=32){ #esto es comprar
22 E[L,x[g]]=E[1,x[g]]-32
23 E[1,x[1]]=E[1,x[1]]+32
24 - 1
25~ }
26+~ 1}

27~  if(E[1,y[1]]>=252){ #esto es pagar el salario y devolver lo prestado
28 - for (1 in 3:22) {

e E[1,y[1]]=E[1,y¥[1]]-1@

3@ E[1,y[11]=E[1,y[1]]+1@

31 - }

32 E[1,y[1]l=E[1,y[1]]-52

33 E[1,y[2]]1=E[1,y[2]]+52

34 - for (g in 23:32) {

35~ if(E[1,y[g]l]>=32){ #esto es comprar
36 E[L,ylgll=E[1,ylg]]-32

[C] 37 E[L,y[1]]=E[1,y[1]]+32
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37 E[1,y[1]]=E[1,y[1]]+32
38 }

39« ¥

48 }

4] - if(E[1,z[1]])>=252){ #esto es pagar el salario y devolver lo prestado
47 - for (1 in 3:22) {

43 El1,z[1]1]=E[1,z[1]]-1@

44 Efl,z[1 ]=E[1,z[1]]+1@

45 « 1

46 E[1,z[1]]=E[1,z[1]]-52

47 E[1,z[2]]=E[1,z[2]]+52

48 - for (g in 23:32) {

49 - if(E[1,z[g]]>=32){ #esto es comprar
30 E[1,z[gll=E[1,z[g]]-32

51 E[1,z[1]]1=E[1,z[1]]+32

52 }

53+ ¥

54 « }

55

56

57~}

58 hist(E[1,],breaks=15,probability = TRUE)
59 MZ=sum(wvecE)
6@  fun <- function(x){(N/MZ)*exp(-x*N/M2]}
[d]'ﬁl curve( fun, from=0, to=4008, col="red", add = T)

Figura 4.5: (a)una repeticion (b) 80 repeticiones (c)comandos con R (d)comandos con
R

4.3.5. Modelo con deuda

En esta seccion haremos un modelo atin mas realista. ;Qué pasaria si se permitiese
a los agentes tener deuda? La deuda puede ser vista como dinero negativo. Ahora,
cuando el perdedor no tiene dinero para pagar, puede pedir prestado y su balance seré
negativo.

La ley de conservaciéon se seguiréd cumpliendo ya que la suma del dinero positivo
del ganador y el dinero negativo del perdedor sigue siendo constante.

Cuando un agente con balance negativo recibe dinero como ganador, lo utiliza
para pagar su deuda hasta que su balance sea positivo. Ademas, asumiremos que no
hay intereses en la deuda y que la cantidad de deuda es limitada, esta deuda limite
serd mgq y se cumplird que m; > —mg Vi € [N].

Este modelo hara que varfen algunas constantes de la distribucién, como la tem-
peratura. Haremos de nuevo los ajustes normalizando.

Por ser una probabilidad:

e¢] ¢]
/ P(m)dm =1 — Ce ™ Tdm =1
—My —My

/ Ce ™Tdm = —TC/ %e*m/T =TCem/T =1 50=—"_
—my

—myg
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Ahora como la esperanza es el valor mas probable vemos que

/OO mP(m)dm = M — /OO m#e_m/Tdm = %
—my N —my  Tema/T N
Aplicando integraciéon por partes
/oo m#e*m/Tdm - [(—me~™/T)y>= /OO —le*m/Tdm] =
—my Tema/T ema/T ¢ ), T
= em¢1z/T [—mge™/T 4+ Tem/T) = —mg+ T = %

-1 = % + myg.

Para la simulacion en el programa R, usaremos las mismas condiciones que en la sec-
cién 4.3.3 ya que era el modelo mas realista y que mas rapido convergia. Inicialmente
los agentes tienen cantidades de dinero aleatorias comprendidas entre 1 y 800. En un
tiempo t el ganador, aleatoriamente elegido, se lleva una cantidad Am y el perdedor
pierde Am esta cantidad seré aleatoria en cada transacciéon y sera vM/N : 0 < v < 1,
es decir se coge una fraccion de la media del dinero en el sistema, donde v es aleatorio.
En este caso se les permite a los agentes tener una deuda de hasta 100. Es decir, un
agente puede tener como minimo -100 de dinero.

En esta simulacién cogeremos N = 400.

En este caso el parametro principal sigue siendo el bucle for pero esta vez simula
cantidades aleatorias para las transacciones las cuales se realizan si el agente tiene
suficiente dinero como para que al pagarlo no pase los -100. Aqui, el bucle for lo hemos
repetido hasta 70 veces y no todavia le falta para llegar a la solucién estacionaria, pero
se ve una clara convergencia con el tiempo lentamente.

Siguiendo el mismo criterio de convergencia que el anterior modelo, cada vez que
ejecutamos el programa tarda 2 minuto y 42 segundos en que salga el resultado.

Las gréaficas de abajo corresponden a la evoluciéon al repetir el bucle, la primera
es con una sola repeticion, la segunda con 70 y la tercera los comandos que se han
utilizado para el programa R.

Concluimos que efectivamente la distribucién del dinero sigue la distribucién de
Boltzmann. En este caso se ve una convergencia es bastante lenta.
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&
z 3
: 3 ¢
() ™
g : =
g I ! ! | | | | 8 | | | ] |
[a] 0 500 1500 2500 [b] 0 1000 2000 3000 4000
1 wvecD <- sample(1:808, 498, replace = TRUE)
Z  D=matrix{vecD,nrow=1,ncol=48a)
3 MZ=sumiwvecD)
4 N=400
5  it=2000860
6~ for(t in 2:1t){
7 ¥=sample(c(l:408),51ze=2,replace=F)
& y=sample(c(1:408),51ze=2,replace=Fr)
9 z=sample(c(1:408),s1ze=2,replace=F)
18 D[1,] =- D[1,]
11 d <~ runif(l, min=0, max=1)
12~  if(D[1,x[1]]>=-10@+ d*M2/ N} {
13 DI1,x[17]=D[1,x[1]]-Cd*M2/N)
14 D1, x[211=D[1,x[2]]+(d*M2/N)
15« }
16 d <= runif(l, min=0, max=1)
17~  if(D[1l,y[1]]>=-10@+(d*M2/N)){
18 D[1,y[1]]=D[1,¥[1]]-Cd*M2/N]
19 D[1,y[2]]1=D[1,¥[2]1]+(d*M2/N]
28~ 1
21 d <= runif(l, min=@, max=1)
22+  if(D[1,z[1]]>=-10@+ d*M2 NI {
Z3 DI1,z[11]=D[1,z[1]]-(d*M2Z/N)
24 DI1,z[2]]=D[1,z[2] ]+ d*MZ/N)
25+ 1}
26+ }

[C] 27  hist{D[1,],breaks=18,probability = T)

Figura 4.6: (a)Una repeticion (b)70 repeticiones (c)comandos programa R

4.4. Condiciones para no cumplir la distribucién de
Boltzmann

La distribucién de Boltzmann también se puede derivar de la evolucion en el tiempo
de la distribucion P(m) debido a las transacciones por pares:

dP(m) _

dt

//f[m,m’}—>['m—A,m’—i—A]P(T"L)P(Tn/)jL
+ f[m—A,m’-&-A}—)[m,m’]P(m - A)P(m + A)dm/dA
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Donde fim m/—im—a,m'+a] €s la tasa de transferencia de dinero A de un agente con
dinero m a otro agente con dinero m’.

Si el modelo tiene simetria en la inversiéon con respecto del tiempo, entonces
p po,

la tasa de transaccion directa fi, m/—s[m—am/+a] ¥ la tasa de transaccién inversa

Jim—Am/+A]—[m,m] son iguales. En este caso la distribucion de Boltzmann P(m) =

Ce™™/T se anula y esta distribucion es estacionaria, es decir, dP(m)/dt = 0.

Se dice que la tasa de transaccion es la misma si cuando compones una con otra te
da la identidad. Por ejemplo, en el caso de 4.1 la composicion de la tasa de transaccion
inversa y directa vuelve a la cantidad inicial de dinero,

[mi,mj] — [mi—l,mj—i—l] — [mi—l—I—l,mj—i—l—l] = [mi,mj].

Por otro lado, si la simetria de inversién con respecto del tiempo se rompe, las
tasas de transacciéon f serian diferentes y por lo tanto el sistema podria no cumplir la
distribucion de Boltzmann o no tener distribucién estacionaria. Veamos un ejemplo
donde no se cumple la simetria de inversion.

El intercambio aleatorio multiplicativo:
Seleccionamos un perdedor ¢ aleatoriamente y una fracciéon « fija del dinero m;, y
seleccionamos un ganador j aleatorio, por lo tanto la transaccién directa quedaria
como:
[mi, mj] = [(1 — a)mi, mj + amy]
pero si la componemos con la transacciéon inversa, donde el ganador de la transaccion
anterior ahora es el perdedor y viceversa, quedaria como:

(1 —a)ms,mj +am;] — [(1 — a)m; + a(mj + am;), (1 — a)(mj + am)] # [mg, mj]

La distribucién exponencial no es una solucién estacionaria de la derivada de la ecua-
cion de Boltzmann.

Para nuestra simulacion consideramos o = 1/3. En la imagen observamos que la
cola del final tiene la misma distribucién, pero cae a cero a la cola del principio.

El parametro principal es el bucle for que realiza 3 transacciones en cada iteracién,
observamos que ya no es necesario poner la condiciéon de que ténga dinero suficiente
para el ganador ya que siempre el perdedor da 1/3 de lo que tiene, por eso hay pocos
agentes que llegan a tener cerca de 0.

Aqui, el bucle for lo hemos repetido hasta 100 veces para llegar a la grafica final y
que se vea que no converge a la distribucién de Boltzmann.

Siguiendo el mismo criterio de convergencia que el anterior modelo, cada vez que
ejecutamos el programa tarda 14,7 segundos en que salga el resultado.

Las graficas de abajo corresponden a la evolucién al repetir el bucle, la primera
es con una sola repeticiéon, la segunda con 100 y la tercera los comandos que se han
utilizado para el programa R.
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Concluimos que efectivamente la distribucién del dinero no sigue la distribucion
de Boltzmann.

> o
.E g
j¥]
0
[=]
[=] _
T _
2 I I T T 1
[a] 0 1000 2000 3000 4000
-
(=]
o)
[=9]
=+
()
@
L
[=]
(=]
+
2 I T T 1 I I 1 |
[kﬂ 0 500 1500 2500 3500
1 G=matrix({NA,nrow=1,ncol=400)
2 N=400
3 1t=700006
4  G[1,]=80@
5+ for(t in 2:1it){
B ¥=sample(c(1:40@),51ze=2, replace=F)
7 y=sample(c(1:40@),51ze=2, replace=F)
8 z=sample(cC1l:408@),51ze=2, replace=F)
9 'GLj-,_ = GLan
18 Gll.x[2]]=G[1,x[2]]+G[1,x[1]]/3
11 G[1,x[1]]=2*G[1,x[1]]/3
12 G[1,y[2]1=0[1,y[Z2]]+G[1,y[1]]/3
13 G1,y[1]]=2*G[1,y[1]]/3
14 G[1,z[2]]=0[1,z[2]]+G[1,2[1]]/3
15 G[1,z[1]]=2*G[1,z[1]]/3
16« }
17

18 hist(G[1,],breaks=15,probability = T)
19 M=Ee0*400
280 fun <=- function(x){C{N/M)*exp(-x*N/M)}
[C] 21  curve(fun,from=0, to=5808, col="red", add = T)

Figura 4.7: (a)Una repeticion (b) 100 repeticiones (c)comandos programa R

Este ejemplo muestra que la distribuciéon de Boltzmann no es totalmente universal,
lo que significa que no es valida para cualquier modelo de cambio que conserve dinero.
Sin embargo, es universal en un sentido limitado: Para una amplia clase de modelos
que tienen simetria inversa de tiempo, la distribucién estacionaria es exponencial y no
depende de los detalles de un modelo. Por el contrario, cuando se rompe la simetria
de inversion de tiempo, la distribuciéon puede depender de los detalles del modelo.
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