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Resumen
El Teorema de Nash-Kuiper es un resultado sorprendente de la producción matemática del siglo
XX que ha tenido implicaciones trascendentales. Afirma que si tenemos un embedding suave estric-
tamente corto de una variedad diferenciable en el espacio euclídeo, entonces existe un embedding
isométrico de clase C1 que aproxima uniformemente al embedding original y de manera arbitraria.
Esto es un ejemplo de C0-densidad. La principal consecuencia es que permite reconciliar el enfoque
extrínsico e intrínsico de la geometría Riemanniana, i.e. el estudio de las variedades Riemannianas
entendidas como ciertos subconjuntos de Em y como espacios abstractos. La otra consecuencia
relevante es que con las herramientas empleadas por John Nash Y Nicolaas Kuiper para probar
su teorema y con el estudio de otros problemas geométricos, germinó una teoría conocida como
Principio de homotopía y una técnica asociada llamada Integración convexa. El padre de esto fue
Mijáil Gromov, que publicó los resultados principalmente en su libro Partial differential relations.

El primer capítulo del trabajo hace una introducción a la geometría Riemanniana, definiendo el
concepto de métrica sobre una variedad diferenciable. En el segundo se estudia el Teorema de Nash-
Kuiper, sus contraintuitivas consecuencias y una demostración detallada que pasa de una versión
local a una global. Finalmente, en el tercer capítulo se hace una introducción al h-principio y a
la integración convexa. En los apéndices se encuentra material complementario a los resultados o
relevante para seguir algunas demostracionnes.

Abstract
The Nash-Kuiper Theorem is a surprising result of the mathematical production of the 20th cen-
tury that has had transcendental consequences. It claims that if we have a smooth strictly short
embedding from a differentiable manifold to the euclidean space, then there exists an isometric
embedding of class C1 that arbitrarily approximates the original embedding in the uniform norm.
This is an example of C0-density. The main consequence of this is that it allows one to show that
the extrinsic and intrinsic points of view of Riemannian geometry are the same, that is, the study
of Riemannian manifolds as certain subsets of Em or as abstract spaces. The other relevant conse-
quence is that with the tools developed by John Nash and Nicolaas Kuiper to proof their theorem
and with the study of other geometric problems, a new theory was born known as the Homotopy
principle and a mathematical tool associated known as Convex integration. The father to this was
Mikhail Gromov, who published the results mainly in his book Partial differential relations.

The first chapter of this Bachelor’s thesis is an introduction to Riemannian geometry, with the
definition of metric on a differentiable manifold. The second chapter is devoted to the Nask-Kuiper
Theorem, its counterintuitive consequences and a detailed exposition of the proof, that goes from a
local version to a global one. Finally, in the third chapter there is an introduction to the h-principle
and to Convex integration. In the appendixes there may be found complementary material to the
results presented or relevant one to follow some proofs.
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CAPÍTULO 1

Breve introducción a la Geometría
Riemanniana

El concepto de variedad diferenciable C∞ es conocido de los cursos típicos de Geometría Diferencial,
donde la condición no topológica radica en exigir cambios de carta suaves. De forma natural, se
puede llevar esta definición a variedades Cr o analíticas.

Definición 1.1. Sea M una variedad topológica de dimensión n. Un Cr-atlas de M es una colección
de cartas

A = {(Uα, φα) : α ∈ Λ}
tal que A cubre M , i.e.

M =
⋃
α∈Λ

Uα

y para cualquier α, β ∈ Λ la función de transición

φβ ◦ φ−1
α

∣∣∣
φα(Uα∩Uβ)

: φα(Uα ∩ Uβ) → Rm

es de tipo Cr.

Una carta (U,φ) en M se dice compatible con un Cr-atlas A de M si A ∪ (U,φ) es un Cr-atlas.
Un Cr-atlas Â se dice maximal en M si contiene todas las cartas compatibles con él. También se
denomina Cr-estructura en M . El par (M, Â) se llama Cr-variedad o variedad diferenciable de clase
Cr. Una variedad diferenciable se dice suave si los cambios de carta son de clase C∞ y analítica real
si son Cω. Decimos que una variedad es cerrada cuando es compacta y no tiene frontera.

Definición 1.2 (Subvariedad). Un conjunto N ⊂M es una m-subvariedad de M si ∀p ∈ N ∃(U,φ)
carta de M tal que p ∈ U y φ(U ∩ N) = φ(U) ∩ (Rm × {0}). El número natural n −m se llama
codimensión de N en M .

De modo análogo para aplicaciones diferenciables, definimos:

Definición 1.3 (Aplicación diferenciable). Sean (M1, Â) y (M2, B̂) dos Cr-variedades. Una apli-
cación f : M1 → M2 se dice diferenciable de clase Cr si es continua y para todo par de cartas
(U,φ) ∈ Â y ϕ ∈ B̂ se tiene

ϕ ◦ f ◦ φ−1
∣∣∣
φ(U∩f−1(V ))

: φ
(
U ∩ f−1(V )

)
→ ϕ(V )

1



2 Breve introducción a la Geometría Riemanniana

es de clase Cr.

Vamos a repasar conceptos básicos de geometría diferencial que serán ubiquos en este trabajo, a
saber:

Definición 1.4. Dada una aplicación diferenciable f : Mn → Qq, decimos:

• La aplicación f es un difeomorfismo si es biyectiva y la inversa f−1 : M → Q es diferenciable.

• El rango de f en p ∈M es el rango de la diferencial d(ϕ ◦ f ◦φ−1)
∣∣
φ(p)

para cualquier par de
cartas (U,φ) de M , p ∈ U y (V, ϕ) de Q con f(p) ∈ V .

• La aplicación f es una inmersión si rgp f = n, ∀p ∈M .

• Es un embedding de M en Q si es un difeomorfismo f : M → N , con N ⊂ Q subvariedad.

En este punto es importante observar una serie de cuestiones relativas a la filosofía de este trabajo.
La definición de inmersión es equivalente a que la diferencial de f sea inyectiva, pero eso es una
condición sobre la diferencial, no sobre la propia f . En este sentido, la imagen f(M) ⊂ Q podría ser
un objeto con autointersecciones, como la representación típica de la Botella de Klein en R3, pero
para tener una representación como subvariedad debe hacerlo en R4, como mínimo. La noción de
embedding es la que precisa esto, al exigir que f sea biyectiva. Una pregunta natural es si dada una
variedad cualquiera M , esta admite un embedding a Rm de modo que se reconcilien la perspectiva
intrínseca (en el sentido de M como espacio topológico sin ambiente aparente) y extrínseca (como se
hiciera en un primer curso de curvas y superficies, vistas como objetos dentro de R3). La respuesta
a esta pregunta desde el enfoque no Riemanniano fue dada por Whitney en su famoso resultado de
1936 y dice lo siguiente:

Teorema 1.5 (Teorema de Whitney). Toda variedad diferenciable M admite un embedding en Rm

con m ≥ 2 dimM + 1.

Sin embargo, estas inmersiones y embeddings son ”flexibles”, se permiten ”estirar” o curvar la figura
de modo que perdemos la noción intuitiva y rígida que pudiéramos tener de la variedad original.
El ejemplo más sencillo sería el embedding de S1 en Rn, que puede producir elipses o nudos. Para
preservar esa ”rigidez” debemos hablar de métricas, y nos volvemos a plantear la misma pregunta:
¿se puede embeber una variedad en el espacio euclídeo preservando la ”forma”? Este es el punto
central de este trabajo.

1.1. El concepto de métrica sobre una variedad.

A continuación, introducimos la noción de métrica en un variedad y una serie de conceptos asocia-
dos que son fundamentales, aunque no se pretende hacer una exposición exhaustiva de geometría
Riemanniana.

Sea M una variedad diferenciable. Sabemos que C∞(M), el conjunto de funciones M → R suaves, es
un anillo conmutativo y que el conjunto de campos vectoriales sobre M , que denotamos C∞(TM),
es un C∞(M)-módulo. Sea C∞

0 (TM) = C∞(M) y, para cada k ∈ Z+

C∞
k (TM) = C∞(TM)⊗ · · · ⊗ C∞(TM)
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el producto k-tensorial1 de los módulos C∞(TM). Entonces definimos:

Definición 1.6. Un campo tensorial B en M de tipo (s, r) es una aplicación B : C∞
r (TM) →

C∞
s (TM) lineal en cada variable, es decir,

B(X1 ⊗ · · · ⊗Xl−1 ⊗ (f · Y + g · Z)⊗Xl+1 ⊗ · · · ⊗Xr)

f ·B(X1 ⊗ · · · ⊗Xl−1 ⊗ Y ⊗Xl+1 ⊗ · · · ⊗Xr)

+ g ·B(X1 ⊗ · · · ⊗Xl−1 ⊗ Z ⊗Xl+1 ⊗ · · · ⊗Xr)

para todo X1, . . . , Xr, Y, Z ∈ C∞(TM), f, g ∈ C∞(M), l = 1, . . . , r.

Por comodidad, denotamos B(X1 ⊗ · · · ⊗Xr) ≡ B(X1, . . . , Xr).
Una propiedad2 importante de los campos tensoriales es que el valor de B(X1, . . . , Xr) en el punto
p ∈ M solo depende del valor de cada campo Xi en p, y es independiente de lo que pase fuera.
Es decir, dados los campos suaves en M X1, . . . , Xr y Y1, . . . , Yr con (Xi)p = (Yi)p, ∀i = 1, . . . , r,
entonces

B(X1, . . . , Xr)(p) = B(Y1, . . . , Yr)(p).

Dado un punto p ∈ M , denotamos por Bp la restricción multilineal del campo tensorial B al
producto tensorial

r⊗
l=1

TpM

del espacio tangente en p, TpM , de modo que

Bp : ((X1)p ⊗ · · · ⊗ (Xr)p) 7→ B(X1, . . . , Xr)(p).

Con esto estamos en condiciones de introducir el siguiente concepto clave:

Definición 1.7 (Métrica Riemanniana). Sea M una variedad diferenciable. Una métrica Rieman-
niana g en M es un (0, 2)-campo tensorial en M

g : C∞
2 (TM) → C∞

0 (TM)

tal que, para cada p ∈M , la restricción

gp = g
∣∣
TpM⊗TpM

: TpM ⊗ TpM −→ R

(Xp, Yp) 7−→ g(X,Y )(p)

define un producto interno en el espacio vectorial TpM . El par (M, g) se denomina Variedad Rie-
manniana. El ejemplo clásico es (Rm, ⟨·, ·⟩Rm), que se suele denotar por Em.

Al ser producto interno, para cada p ∈ M , la aplicación gp(·, ·) tendrá una matriz simétrica
asociada que obtenemos descomponiendo dos vectores arbitrarios v, w ∈ TpM en la base B ={

∂
∂x1

∣∣
p
, . . . , ∂

∂x1

∣∣
p

}
inducida por la carta (U,φ), con p ∈ U y φ = (x1, . . . , xn), es decir,

v =

n∑
i=1

ai
∂

∂xi

∣∣∣
p
, w =

n∑
j=1

bj
∂

∂xj

∣∣∣
p
.

1Para una definición de producto k-tensorial véase [1].
2Para una demostración ver [15] p.44 Proposition 5.1
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Como gp es bilineal

gp(v, w) =
n∑

i,j=1

aibjgp

( ∂

∂xi

∣∣∣
p
,
∂

∂xj

∣∣∣
p

)
= [v]TB

(
gi,j(p)

)
[w]B,

donde [v]TB = (a1, . . . , an), [w]TB = (b1, . . . , bn) y gp
(

∂
∂xi

∣∣∣
p
, ∂
∂xj

∣∣∣
p

)
= gi,j(p) y (gij) es la matriz de la

métrica, que es simétrica y definida positiva.

Dado U ⊂M un abierto coordenado, escribimos g en coordenadas con la siguiente notación:

g =

n∑
i,j=1

gijdxidxj .

Decir que g es suave significa que para cualquier carta del atlas suave, los coeficientes gij son
funciones C∞, pero también podemos decir que la métrica es de clase Ck o analítica en función de
si los coeficientes son de clase Ck o analíticos, etc.

Definición 1.8 (Aplicación isométrica). Sean (M, g) y (N,h) dos variedades Riemannianas. Una
aplicación ϕ : (M, g) → (N,h) se dice conforme si existe una aplicación λ : M → R tal que

eλ(p)gp(Xp, Yp) = hϕ(p)(dϕp(Xp), dϕp(Yp))

para todo X,Y ∈ C∞(TM) y p ∈M . La función eλ se llama factor conforme de ϕ. Una aplicación
conforme con λ ≡ 0 se dice isométrica. Un difeomorfismo isométrico se llama isometría.

Definición 1.9. Sea ϕ : M → N , el pull-back de la métrica h por ϕ, que denotamos por ϕ∗h, se
define por

(ϕ∗h)p(Xp, Yp) = hϕ(p)(dϕp(Xp), dϕp(Yp)).

Es obvio entonces que la condición de que ϕ sea isométrica es que (ϕ∗h)p = gp, ∀p ∈M , es decir,

(1.1) ϕ∗h = g.

También podemos descomponer ϕ∗h en componentes: como dϕp : TpM → Tϕ(p)N es lineal,

(ϕ∗h)p(Xp, Yp) = hϕ(p)

(
dϕp

( n∑
i=1

ai
∂

∂xi

∣∣∣
p

)
, dϕp

( n∑
j=1

bj
∂

∂xj

∣∣∣
p

))
=

n∑
i,j=1

aibjhϕ(p)

(
dϕp

( ∂

∂xi

∣∣∣
p

)
, dϕp

( ∂

∂xj

∣∣∣
p

))
.

Como ϕ∗h está definida en M , se tiene que, en coordenadas,

(1.2) ϕ∗h =

n∑
i,j=1

hϕ(·)

(
dϕ
( ∂

∂xi

)
, dϕ
( ∂

∂xj

))
dxidxj .

Introducimos a continuación la noción de longitud de una curva, que es de las primeras nociones
que podemos empezar a medir en una variedad una vez introducimos métricas, y que dará la
interpretación visualizable y contraintuitiva del Teorema de Nash-Kuiper.
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Definición 1.10 (Longitud de una curva). Sea γ : I →M una curva C1 enM . Entonces, la longitud
Lg(γ) de γ se define como

Lg(γ) =

∫
I

»
gγ(t)(γ̇(t), γ̇(t))dt.

De aquí se deducen dos cuestiones importantes. La primera es la siguiente proposición, cuya de-
mostración se puede encontrar en [21].

Proposición 1.11. Dada (M, g) variedad Riemanniana con p, q ∈M , denotamos por Cpq el con-
junto de curvas C1 γ : [0, 1] →M tal que γ(0) = p y γ(1) = q y definimos la función d : M×M → R+

0

dada por
d(p, q) = ı́nf{Lg(γ) | γ ∈ Cpq}.

Entonces (M,d) es un espacio métrico y la topología en M inducida por d coincide con la que tenía
M como variedad topológica.

La otra cuestión importante es que, para ϕ, ser aplicación isométrica es equivalente a preservar la
longitud de curvas al pasar de una variedad a otra, esto es

(1.3) Lg(γ) = Lh(ϕ ◦ γ) para toda γ curva C1.

Esto captura lo que decíamos de no estirar la variedad, en particular al embeberla en Rm. Nuestro
objetivo principal es estudiar un análogo del Teorema 1.5 que incluya métricas y se hará con detalle
en el siguiente capítulo.





CAPÍTULO 2

El Teorema de Nash-Kuiper

2.1. Introducción

Como se menciona en [9], la existencia de inmersiones y embeddings isométricos de variedades
diferenciables a Rm es un problema clásico de las Matemáticas, cuya formulación se atribuye al
matemático suizo Schläfli. Durante la época de Nash había pocos resultados sobre este tema. Janet,
Cartan y Burstin habían provado la existencia de embeddings locales isométricos para el caso de
métricas analíticas. Para el caso de 2-esferas dotadas de métricas de curvatura gaussiana positiva,
Weyl planteó la existencia de embeddings isométricos en R3. El problema de Weyl fue resuelto por
Lewy para el caso de métricas analíticas y, poco antes del trabajo de Nash, Louis Niremberg y
Pogorev (sobre un trabajo de Alexandrov) habían zanjado de forma independiente la cuestión de
métricas suaves (de hecho C4).

En sus dos trabajos publicados en 1954 y 1956 (cf. [19] y [20]), Nash revolucionó la cuestión. Primero
demostró un resultado totalmente contraintuitivo que asombró a los geómetras de su tiempo: la
existencia de embeddings isométricos de tipo C1 en ausencia de obstrucciones topológicas. En este
trabajo trataremos las conclusiones principales de aquel artículo. En 1956, demostró la exitencia
de embeddings isométricos para codimensión suficientemente alta, introduciendo sus conclusiones
sobre los teoremas de funciones implícitas. El teorema se discute en el Apéndice A.

Empezamos fijando notación. Sea e la métrica euclídea en Rm, que en la carta trivial se expresa

e =
m∑

i,j=1

δijdxidxj .

Si u : M → Rm es una inmersión, denotamos por u∗e el pull-back de la métrica en M . Para obtener
su expresión en coordenadas consideramos lo siguiente: si (U, ϕ) es una carta en M , sabemos que
se define ∂

∂xi

∣∣∣
p
:= dϕ−1(0, . . . , 1, . . . , 0), donde (0, . . . , 1, . . . , 0) = ei, elemento de la base canónica

de Rn. Por tanto,

dup

( ∂

∂xi

∣∣∣
p

)
= dup(dϕ

−1(0, . . . , 1, . . . , 0))

= d(u ◦ ϕ−1)|ϕ(p)(0, . . . , 1, . . . , 0)

=
∂ũ

∂xi
(ϕ(p)).

7



8 El Teorema de Nash-Kuiper

donde ũ = u ◦ ϕ−1 : Rn → Rm. Además, la restricción eϕ(p) es el producto escalar en Rm para todo
p. Luego, por (1.2) el pull-back se escribe en coordenadas locales como

(2.1) u∗e =
n∑

i,j=1

(∂iu · ∂ju)dxidxj ,

donde hemos identificado u con ũ para no añadir más notación. Por (1.1), la condición para que la
inmersión sea isométrica es que u∗e = g, que a su vez equivale a

(2.2) gij = ∂iu · ∂ju, i, j = 1, . . . , n.

Como las matrices de las métricas son simétricas para todo punto, (2.2) es un sistema de n(n+1)
2

ecuaciones en derivadas parciales en m variables ui, i = 1, . . . ,m si u : M → Rm.

Para enunciar los principales teoremas del artículo de Nash de 1954 debemos definir el concepto de
inmersión corta.

Definición 2.1 (Aplicación corta). Sea (M, g) una variedad Riemanniana. Una inmersión u : M →
Rm es corta si se satisface la desigualdad u∗e ≤ g en el sentido de formas cuadráticas. Mas preci-
samente, h ≤ g significa que

(2.3) hij(p)wiwj ≤ gij(p)wiwj , ∀p ∈M,∀w ∈ TpM

donde [w]B = (w1, w2, . . . , wn)
T son las coordenadas de w en la base B =

¶
∂

∂x1

∣∣
p
, ∂
∂x2

∣∣
p
, . . . , ∂

∂xn

∣∣
p

©
de TpM dada una carta (Up, ϕp). Análogamente, escribimos h < g cuando (2.3) es una desigualdad
estricta para cualquier vector w ̸= 0, y decimos que la inmersión es estrictamente corta si u∗e < g.

Usando (1.3) vemos que una aplicación corta reduce la longitud de las curvas, i.e. Le(u(γ)) ≤ Lg(γ)
para toda curva suave γ. Con esto podemos formular el teorema fundamental de esta sección.

Teorema 2.2 (Teorema de Nash-Kuiper). Sea (M, g) una variedad Riemanniana suave cerrada
n-dimensional y sea u : M → Rm una inmersión corta C∞ con m ≥ n + 1. Entonces, para todo
ϵ > 0 existe una inmersión isométrica C1 ũ : M → Rm tal que ∥ũ − u∥C0 < ϵ. Si además u es un
embedding, entonces podemos asumir que ũ también lo es.

El primer teorema fundamental del paper de Nash enunciaba lo anterior pero en el caso de codimen-
sión 2, aunque ya observó que era posible optimar ese valor con cálculos un poco más sofisticados.
Esa fue la aportación de Kuiper, que en su trabajo de 1955 (cf. [17]) adaptó convenientemente la
idea de Nash para rebajar la codimensión a 1.

La hipótesis de que la variedad sea cerrada se puede eliminar, pero la prueba requiere un pequeño
detalle adicional que involucra la noción de conjunto límite.

Definición 2.3 (Conjunto límite). Sea M una variedad diferenciable y u : M → Rm. Sea una
colección exhaustiva de conjuntos compactos Γk ⊂M tal que Γk ⊂ Γk+1 y

⋃
k Γk =M . El conjunto

de puntos límite de u es la colección de puntos q que son límite de cualquier sucesión {u(pk)} tal
que pk ∈M \ Γk.

Teorema 2.4 (Embedding isométrico C1, caso no cerrado). Sea (M, g) una variedad Riemanniana
n-dimensional. Se tiene las mismas conclusiones que el Teorema 2.2 si la aplicación u es corta y su
conjunto límite no interseca su imagen u(M). Además, se puede imponer que la aplicación isomé-
trica ũ que aproxima de forma uniforme tenga el mismo conjunto límite que u si u es estrictamente
corta.
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Combinado con el clásico teorema de Whitney sobre la existencia de inmersiones y embeddings
suaves (i.e. el Teorema 1.5), los teoremas anteriores tienen el siguiente importante corolario.

Corolario 2.4.1. Cualquier variedad Riemanniana n-dimensional tiene una inmersión isométrica
C1 en R2n y un embedding isométrico C1 en R2n+1. Si, además, la variedad es cerrada, entonces
hay un embedding isométrico1 C1 en R2n.

El teorema del embedding isométrico C1 de Nash y Kuiper es considerado a menudo como una
de las primeros ejemplos del h-principio de Gromov, que introduciremos en el Capítulo 3. Una
forma de visualizar el teorema es imaginarse que arrugamos la esfera n-dimensional Sn ⊂ Rn+1

dentro de una bola muy pequeña Bϵ. Intuitivamente es claro que la aplicación u que deforma
homotéticamente Sn → ϵSn es un embedding corto. Lo que el teorema nos dice es que existe otra
aplicación ũ que aproxima uniformemente a u y que es un embedding isométrico de tipo de C1,
por tanto hay imágenes C1 isométricas de Sn en un entorno arbitrario de ϵSn, que sí preservará las
longitudes de las curvas prescritas en Sn aunque las curvas imagen por u en ϵSn se haya reducido
arbitrariamente. De alguna manera la imagen de Sn por ũ consistirá en ”arrugar” la esfera, pero
como ũ es C1, esas arrugas no tendrán picos (como sí esperaríamos de una aplicación solo Lipschitz),
si no que producirán tangentes continuas. El caso n = 1 lo ilustra muy bien, ver figura 2.1.

Figura 2.1: Embedding isométrico C1 en dimn = 1.

Es, sin duda, un resultado sorprendente y contraintuitivo, especialmente si lo comparamos con la
clásica rigidez de la esfera en el mencionado problema de Weyl, que nos dice (Véase [8] y [16]) que
si M es una 2-esfera y g una métrica C2 con curvatura Gaussiana positiva, la imagen de cualquier
embedding isométrico C2 v : M → R3 es la frontera de un conjunto convexo módulo movimiento
rígido en R3. Por tanto el embedding ũ no puede ser C2 y concluimos que, en general, el Teorema
2.2 produce isometrías C1 que no tienen más regularidad. Es interesante observar que suponer
regularidad Hölder suficientemente fuerte en la primera derivada permite mantener el argumento de
rigidez, mientras que para un exponente Hölder α suficientemente bajo el Teorema de Nash-Kuiper
sigue siendo válido en C1,α. La existencia de un exponente que marque el cambio de comportamiento
en codimensión baja sigue siendo un problema abierto de relevancia, que tiene mucha relación con
una conocida conjetura sobre turbulencia resuelta recientemente usando métodos basados en los
usados para resolver el Teorema 2.2.

1Hoy en día se conoce la solución de Cohen sobre la conjetura para inmersiones de variedades compactas en
dimensión menor a n− a(n), donde a(n) es igual al número de 1’s en la expansión binaria de n(pone referencia)
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2.2. Versión local

Para comprender la idea analítica detrás de la prueba del Teorema de Nash-Kuiper conviene con-
siderar primero una versión local, en el espacio euclídeo, y estar familiarizado con los conceptos
presentados en el Apéndice B. Sea Ω ⊂ Rn un conjunto abierto y acotado con frontera C1, que
podemos pensar como el conjunto homeomorfo a un abierto coordenado de la variedad Mn, y sea
g una métrica suave en Ω. Es decir, g ∈ C∞(Ω;P), donde

P = {matrices n× n definidas positivas}.

Dada una inmersión u : Rn → Rm, con m ≥ n+ 1, la matriz del pull-back u∗e es, como ya hemos
visto en (2.1), de la forma (∂iu · ∂ju)i,j=1,...,n = DuTDu. Vemos entonces que el sistema (2.2) se
traduce en la igualdad

DuTDu = g, en Ω

donde identificamos la métrica g con su matriz (gij).

Teorema 2.5. Sea m ≥ n+ 2 y u : Ω → Rm una inmersión estrictamente corta suave. Para todo
ϵ > 0 existe ũ ∈ C1(Ω;Rm) tal que ∥u− ũ∥C0(Ω) < ϵ y

DũTDũ = g en Ω.

Para poder ver la demostración, debemos estudiar unos resultados previos.

Lema 2.6. Sea Ω ⊂ Rn cerrado, difeomorfo a la n-bola cerrada y sea u : Rn → Rm una inmersión
suave, con m ≥ n+ 2. Entonces existen dos funciones ζ, η ∈ C∞(Ω;Rm) tal que

(a) ∥ζ(x)∥Rm = ∥η(x)∥Rm = 1 y ζ(x) · η(x) = 0 para todo x ∈ Ω.

(b) ζ(x) y η(x) son ambos ortogonales a Tu(x)(u(Ω)) para todo x ∈ Ω.

Para una demostración ver [9] Lemma 2.4.1. p. 32 & 33.

Observación 2.6.1. La condición (b) es equivalente a DuT (x)ζ(x) = DuT (x)η(x) = 0, ∀x ∈ Ω.
Lo vemos con un ejemplo. Sea u : U ⊂ R2 → R4 es de la forma u(x) = (u1(x), u2(x), u3(x), u4(x)).
La matriz de la diferencial en x es

Du =

Ü
∂1u

1 ∂2u
1

∂1u
2 ∂2u

2

∂1u
3 ∂2u

3

∂1u
4 ∂2u

4

ê
= (∂1u, ∂2u).

Sabemos que Du
(
x) : TxΩ ∼= R2 → Tu(x)u(Ω) ⊂ R4, luego los vectores ∂1u(x) = Du(x)

ï
1
0

ò
y

∂2u(x) = Du(x)

ï
0
1

ò
son tangentes a u(Ω) y, como η(x)⊥u(Ω),∀x ∈ u(Ω), por definición de orto-

gonalidad, η(x) · ∂1u(x) = η(x) · ∂2u(x) = 0,∀x ∈ u(Ω). Por tanto, DuT (x)η(x) = 0,∀x ∈ u(Ω).

Lo mismo con ζ.
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Lema 2.7. Sea ξ ∈ Sn−1 una dirección en Rn y sea la perturbación espiral de u

(2.4) v(x) := u(x) +
a(x)

λ

(
sin(λx · ξ)ζ(x) + cos(λx · ξ)η(x)

)
para una amplitud a(x) y una frecuencia λ≫ 1. Se tiene

Dv(x) = Du(x) + a(x)
(
cos(λx · ξ)ζ(x)⊗ ξ − sin(λx · ξ)η(x)⊗ ξ

)
+O

Å
1

λ

ã
.

Antes de la prueba, un comentario sobre v(x). Veamos por qué se llama perturbación espiral:
Denotemos por B(x) =

(
sin(λx · ξ)ζ(x) + cos(λx · ξ)η(x)

)
. Entonces, por el Lema 2.6

∥B(x)∥22 = B(x) ·B(x)

= sin2(λx · ξ)∥ζ(x)∥2 + cos2(λx · ξ)∥η(x)∥2 + 2 sin(λx · ξ) cos(λx · ξ)ζ(x) · η(x)
= 1.

(2.5)

Por tanto, B(x) es un vector combinación lineal de dos vectores ortonormales entre sí, modulados
por un seno y un coseno con el mismo argumento, de modo que B(x) ∈ Sn−1 para todo x. El
argumento λx · ξ <∞, ∀x ∈ Ω, es el módulo de la proyección de x en la dirección ξ, regulado por λ.
Dados ξ y λ fijos, al ir variando x de forma continua (por ejemplo según una curva) se dibujará una
trayectoria sobre u(Ω) similar a una espiral que varía su amplitud en cada punto según a(x) porque
B es suave. Además, B(x) es ortogonal a Tu(x)u(Ω) en cada x. Observar que v(x) −−−→

λ→∞
u(x)

porque ∥v(x)− u(x)∥ −−−→
λ→∞

0.

De una forma similar, dado un x fijo (por tanto, u(x) punto fijo de la subvariedad), a medida que
varía λ, la aplicación B dibuja una trayectoria circular contenida en span{η(x), ζ(x)} ⊥ u(U). Por
tanto, interpretamos v(x) = u(x) + a(x)

λ B(x) como una perturbación sobre u(x) que, a medida
que λ −→ ∞, va dibujando una espiral alrededor de u(x) contenida en un espacio ortogonal a la
subvariedad u(Ω).

Figura 2.2: Perturbación espiral.
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Demostración del Lema 2.7. Lo hacemos por coordenadas. Sabemos que la matriz Jacobiana tiene
la forma

Dv =

Ö
∂1v

1 . . . ∂nv
1

...
. . .

...
∂1v

m . . . ∂nv
m

è
= (∂1v, ∂2v, . . . , ∂nv).

Primero observamos que ∂i(λx · ξ) = λxiξi y que

∂iB
j(x) = ζj(x)∂i sin(λx · ξ) + sin(λx · ξ)∂iζj(x) + ηj(x)∂i cos(λx · ξ) + cos(λx · ξ)∂iηj(x)

= λ
(
cos(λx · ξ) ζj(x)ξi︸ ︷︷ ︸

(ζ(x)⊗ξ)ji

− sin(λx · ξ) ηj(x)ξi︸ ︷︷ ︸
(η(x)⊗ξ)ji

)
+ sin(λx · ξ)∂iζj(x) + cos(λx · ξ)∂iηj(x)

Luego la entrada ji de la matriz Dv(x) será

∂iv
j(x) = ∂iu

j(x) + ∂ia(x)
Bj(x)

λ
+
a(x)

λ
∂iB

j(x)

= ∂iu
j(x) + a(x)

(
cos(λx · ξ)(ζ(x)⊗ ξ)ji − sin(λx · ξ)(η(x)⊗ ξ)ji

)
+

1

λ
K(x, λ)

donde K(x, λ) función acotada por regularidad C∞ de las partes involucradas.

Corolario 2.7.1. La matriz del pull-back v∗e por la perturbación espiral (2.4) viene dada por

(2.6) DvTDv = DuTDu+ a2(x)ξ ⊗ ξ +O

Å
1

λ

ã
.

Demostración. Definimos ã(x) = a(x)
(
cos(λx · ξ)ζ(x)⊗ ξ + sin(λx · ξ)η(x)⊗ ξ

)
, luego

DvTDv = DuTDu+ ãTDu+DuT ã+ ãT ã+O

Å
1

λ

ã
.

Por el Lema 2.6 y usando las propiedades descritas en la definición B.1

• ãTDu = a(x) cos(λx · ξ)(ξ ⊗ ζ(x))Du− a(x) sin(λx · ξ)(ξ ⊗ η(x))Du

= a(x) cos(λx · ξ)ξ ⊗ (DuT ζ(x))− a(x) sin(λx · ξ)ξ ⊗ (DuT η(x)) = 0.

• DuT ã = (ãTDu)T = 0.

• ãT ã =a2(x) cos2(λx · ξ)(ζ(x)⊗ ξ)T (ζ(x)⊗ ξ) + a2(x) sin2(λx · ξ)(η(x)⊗ ξ)T (η(x)⊗ ξ)

− a2(x) sin(λx · ξ) cos(λx · ξ)
(
(ζ(x)⊗ ξ))T (η(x)⊗ ξ)) + (η(x)⊗ ξ))T (ζ(x)⊗ ξ)

)
=a2(x) cos2(λx · ξ)ζ(x) · ζ(x)ξ ⊗ ξ + a2(x) sin2(λx · ξ)η(x) · η(x)ξ ⊗ ξ

− a2(x) sin(λx · ξ) cos(λx · ξ)
(
ζ(x) · η(x)ξ ⊗ ξ + η(x) · ζ(x)ξ ⊗ ξ

)
=a2(x)ξ ⊗ ξ.

• Hemos dicho en la demostración del Lema 2.7 que O
(
1
λ

)
está bien definido. En este caso, ã y

Du también están acotadas, por lo que al tomar el producto DvTDv todo lo que multiplica
al término O

(
1
λ

)
queda también de orden mínimo 1.
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2.2.1. Un primer intento de demostración del Teorema 2.5

Con lo anterior en mente, podríamos intentar dar una demostración del Teorema 2.5 como sigue:
Para cada x ∈ Ω, diagonalizamos según la Proposición B.2

(2.7) g(x)−Du(x)TDu(x) =
n∑

k=1

ak(x)
2ξk(x)⊗ ξk(x)

y usamos los elementos ak(x), ξk(x) para construir la sucesión {uk}nk=0 definida por: u0 = u y

uk+1(x) = uk(x) +
ak(x)

λk

(
sin(λkx · ξk(x))ζk(x) + cos(λkx · ξk(x))ηk(x)

)
.

Ahora bien, si ξk no dependiera de x, por el Corolario 2.7.1 tendríamos

Duk+1(x)
TDuk+1(x) = Duk(x)

TDuk(x) + a2k(x)ξ
k ⊗ ξk +O

Å
1

λk

ã
.

Es decir, la perturbación espiral (2.4) da lugar a una aplicación uk+1 cuya métrica inducida
DuTk+1Duk+1 aumenta, hasta un error de orden λ−1, una cantidad a2 en la dirección ξ y no cambia
en las direcciones ortogonales. Iterando,

Dun(x)
TDun(x) = Du(x)TDu(x) +

n∑
k=1

a2k(x)ξ
k ⊗ ξk +O

Å
1

λ

ã
,

donde hemos fijado λ igual para todo k. Por tanto, por (2.7)

g(x)−Dun(x)
TDun(x) = O

Å
1

λ

ã
.

Con esto tendríamos una prueba heurística del Teorema 2.5. Sin embargo, no podemos suponer
que en cada paso ξk no dependa de x, con lo que la diferencia anterior es, en general, falsa. La
solución planteada por Nash fue introducir una descomposición de la matriz g(x)−Dun(x)TDun(x)
en el espacio de matrices simétricas definidas positivas que no dependiera de x, introduciendo las
métricas primitivas.

2.2.2. Descomposición del error métrico

Para emular una prueba similar a la planteada en la Sección 2.2.1 pero con vectores ξ que no
dependan de x, buscamos una descomposición del error métrico alternativa, en un númeroN ≫ n de
términos. Esto será posible gracias al Lema 2.10. Pero antes, recordamos dos cuestiones importantes.

Definición 2.8 (Cierre convexo). Dado un conjunto S ⊂ Rd llamamos cierre convexo o convex
hull de S a

conv(S) =

{
k∑

i=1

λixi : xi ∈ S, λi ≥ 0,

k∑
i=1

λi = 1

}
.
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Teorema 2.9 (Caratheodory). Si x ∈ Rd está en el cierre convexo de un conjunto Q, entonces x
se puede escribir como combinación convexa de al menos d + 1 puntos en Q. En concreto, existe
un subconjunto Q′ de Q formado por d + 1 puntos o menos tal que x se encuentra en su cierre
convexo. Equivalentemente, x se encuentra en un r-simplex con vértices en Q, donde r ≤ d. El
mínimo r que permite esto para todo x ∈ conv(Q) se llama número de Caratheodory del conjunto
Q. Dependiendo de las propiedades de Q, se pueden obtener mejores cotas.

Para una demostración véase [18].

Lema 2.10 (Descomposición del error métrico). Existe una secuencia {ξk} de vectores unitarios
en Rn y una secuencia Γk ∈ C∞

c (P; [0,∞)) tal que

(2.8) A =
∑
k

Γ2
k(A)ξ

k ⊗ ξk, ∀A ∈ P,

y existe un número N ∈ N que depende solo de n tal que, para todo A ∈ P, al menos N de los
coeficientes Γk(A) son distintos de cero.

Demostración. El conjunto L :=
{
A ∈ Rn×n

sym : tr(A) = 1
}

es un subespacio afín de Rn×n. De hecho

es un hiperplano de R
n(n+1)

2 , pues Rn×n
sym

∼= R
n(n+1)

2 y estamos imponiendo una condición lineal sobre

sus coordenadas, tr(A) = 1. De modo que dim(L) = n(n+1)
2 − 1 y L ∼= R

n(n+1)
2

−1. Observamos que
P1 = P ∩ {tr(A) = 1} es un subconjunto convexo abierto de L ya que:

Es un subconjunto abierto, pues es intersección del espacio total con un hiperplano.

El conjunto Rn×n
sym es espacio vectorial, luego es cerrado por combinación lineal sobre R, en

particular, por combinación convexa. Para la parte de tr(A) = 1 observamos que la traza es
una aplicación lineal, de modo que tr(tA+(1− t)B) = tr(A)+ (1− t) tr(B) = t+(1− t) = 1.

Falta ver que la combinación convexa es definida positiva:

vT (tA+ (1− t)B)v = tvTAv + (1− t)vTBv ≥ 0,

pues vTAv ≥ 0, vTBv ≥ 0 y t ∈ [0, 1].

Por tanto, en virtud del Teorema de Caratheodory, todo elemento A de P1 está contenido en el
interior de un símplex no degenerado S =

{
A1, . . . , An(n+1)

2

}co
⊂ L.

Puesto que L es una variedad afín y P1 es un subconjunto abierto de L, se tiene que P1 es una
variedad topológica de dimensión n(n+1)

2 − 1. Es más, puesto que ∀A ∈ P1 ∃SA símplex como antes
tal que A ∈ SA y P1 es abierto, entonces A ∈ int(SA) tenemos que P1 ⊂

⋃
A∈P1

int(SA). Por tanto,
se tiene que {(int(SA), ϕA)}A∈P1 es una atlas de P1. Por los resultados del Apéndice C existe un
subrecubrimiento localmente finito {S(i)}i con una partición de la unidad {ψ2

i }i subordinada.

Cada S(i) de la forma
S(i) = int

ß
A

(i)
1 , . . . , A

(i)
n(n+1)

2

™co
para ciertos Ai

j ∈ P1. Puesto que {S(i)}i es un cubrimiento localmente finito, ∀A ∈ P1 ∃UA entorno
de A tal que UA interseca con un número finito de abiertos S(i). De ellos, solo un número también
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finito, digamos Ñ(A), contendrá a A. Tomando N0 := supA∈P1
{Ñ(A)}, podemos afirmar que cada

A ∈ P1 está contenido en como mucho N0 símplices no degenerados de L, donde N0 solo depende
de n (que al final es el valor que define el espacio topológico donde estamos trabajando).

Dado A ∈ S(i), escribimos A como combinación convexa de de los vértices {A(i)
j }

1,...,
n(n+1)

2

. Existen

funciones µij ∈ C∞(S(i); (0, 1)) tal que

A =

n(n+1)
2∑

j=1

µij(A)
2A

(i)
j .

Cada A(i)
j es diagonalizable, por ser simétrica, y definida positiva, luego por la Proposición B.2

A
(i)
j =

n∑
k=1

Ä
c
(i)
j,k

ä2
ξ
(i)
j,k ⊗ ξ

(i)
j,k,

donde c(i)j,k ∈ R y ξ(i)j,k ∈ Sn−1. Recuperamos ahora la partición de la unidad {ψ2
i }i subordinada al

cubrimiento {S(i)}i. Es decir, ψ2
i : P1 → [0, 1] funciones tal que

• sop(ψ2
i ) ⊂ S(i),

•
∑

i ψ
2 = 1 en P1.

Luego:

A =

n(n+1)
2∑

j=1

n∑
k=1

µij(A)
2
Ä
c
(i)
j,k

ä2
ξ
(i)
j,k ⊗ ξ

(i)
j,k

=

(∑
i

ψ2
i (A)

) n(n+1)
2∑

j=1

n∑
k=1

µij(A)
2
Ä
c
(i)
j,k

ä2
ξ
(i)
j,k ⊗ ξ

(i)
j,k

=
∑
i

n(n+1)
2∑

j=1

n∑
k=1

Ä
ψi(A)µij(A)c

(i)
j,k

ä2
ξ
(i)
j,k ⊗ ξ

(i)
j,k.

Es importante observar que, como hemos señalado, cada A ∈ P1 está contenido en como mucho
N0 símplices, luego para cada A solo están definidos como mucho N0 de los valores ψi(A) por la
condición sop(ψ2

i )⊂ S(i).

Si A ∈ P, definimos

f : P −→ P1

A 7−→ A

tr(A)

de modo que

1

tr(A)
A = f(A) =

N0∑
s=1

n(n+1)
2∑

j=1

n∑
k=1

Ä
ψis(f(A))µisj(f(A))c

(is)
j,k

ä2
ξ
(is)
j,k ⊗ ξ

(is)
j,k .
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Es decir,

(2.9) A =

N0∑
s=1

n(n+1)
2∑

j=1

n∑
k=1

tr(A)

Å
ψis

Å
1

tr(A)
A

ã
µisj

Å
1

tr(A)
A

ã
c
(is)
j,k

ã2
ξ
(is)
j,k ⊗ ξ

(is)
j,k

Como las sumas son independientes, finalmente resumimos la expresión (2.9) en:

A =
∑
k

Γ2
k(A)ξ

k ⊗ ξk, ∀A ∈ P

donde:

Γ2
k(·) = tr(·)

Ä
ψk

Ä
1

tr(·) ·
ä
µk
Ä

1
tr(·) ·
ä
ck
ä2

∈ C∞
c (P; [0,∞)). El soporte es compacto porque P ∼=

Rk, cierto k, donde compacto es equivalente a cerrado y acotado. El soporte es el cierre del
conjunto donde las funciones son no nulas, luego solo hay que probar que es acotado, y lo es
porque Γ2

k es no nula en como mucho N0 de los símplices del cubrimiento localmente finito
{S(i)}i, que por hipótesis son no degenerados, luego son acotados, y unión finita de acotados
en la topología usual es acotado.

El valor finito que depende de n y que acota el número de términos Γ2
k(A) no nulos para cada

A ∈ P es N = N0
n(n+1)

2 n = N(n).

Definición 2.11 (Métricas primitivas). Cada término Γk(A)ξ
k ⊗ ξk es lo que se conoce como

métrica primitiva. El término hoy en día es común, pero no fue introducido por Nash en sus
artículos.

Observar que la colección de vectores {ξk}k no depende de A pues se obtienen a partir de los
autovectores de los vértices de todos los símplices del recubrimiento, pero la cota N0 no discrimina
cuáles intervienen en cada A ∈ P.

Con este resultado podemos repetir, pero esta vez con éxito, la idea de la demostración heurística
planteada en la Sección 2.2.1. Lo usaremos en la siguiente proposición, de la que se deducirá
inmediatamente la demostración del Teorema 2.5.

2.2.3. Stages: reduciendo el error métrico

En esta sección introducimos la aportación fundamental de Nash, la noción de Stage:

Definición 2.12 (Stage). En la terminología de Nash, un Stage consiste en descomponer el error
métrico dado por g − DTuDu en métricas primitivas según el Lema 2.10 y añadir sucesivamente
cada métrica primitiva en steps o pasos usando las perturbaciones espirales (2.4).

Dada una métrica g, denotamos ∥g∥C0(Ω) := supx∈Ω ∥g(x)∥, donde tomamos la norma de Hilbert-
Schmidt ∥g(x)∥ :=

√
tr(g(x)T g(x)). De modo similar, si u : Ω → Rm tomaremos ∥u∥C0(Ω) :=

supx∈Ω ∥u(x)∥ y ∥Du∥C0(Ω) := supx∈Ω ∥Du(x)∥.
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Proposición 2.13. Sea m ≥ n+ 2 y u : Ω → Rm una inmersión suave estrictamente corta. Para
todo ϵ > 0 existe una inmersión suave estrictamente corta û : Ω → Rm tal que

∥g −DûTDû∥C0(Ω) ≤ ϵ,(2.10)

∥Du−Dû∥C0(Ω) ≤ C∥g −DuTDu∥1/2
C0(Ω)

,(2.11)

∥u− û∥C0(Ω) ≤ ϵ.(2.12)

Demostración. Sea h = g−DuTDu, de modo que h ∈ C∞(Ω;P). De acuerdo al lema 2.10, ∀x ∈ Ω
se tiene que:

(2.13) h(x) =
∑
k

a2k(x)ξ
k ⊗ ξk,

donde
ak(x) := Γk(h(x))

y {ξk} es una colección de vectores en Sn−1 independiente de x.

Observar que, dado un x fijo, la suma (2.13) es finita con M = Ñ(x)
2 n2(n+1) términos y, para todo

x ∈ Ω, la suma es finita con N ̸= N(x) términos, con Ñ , N definidas como en el Lema 2.10.

Fijamos 0 < δ < 1/2 y definimos la sucesión de aplicaciones {uk}Nk=0 dada por: u0 = u y

(2.14) uk+1(x) = uk(x) + (1− δ)
1/2ak(x)

λk

Å
sin
Ä
λkx · ξk

ä
ζk(x) + cos

Ä
λkx · ξk

ä
ηk(x)

ã
,

donde ηk, ζk son funciones C∞(Ω;Rm) que definen para cada x vectores unitarios normales a uk(Ω)
y que dependen de la aplicación uk, i.e. de modo que para todo k ∈ N

∥ζk(x)∥Rm = ∥ηk(x)∥Rm = 1, ζk(x) · ηk(x) = 0 y DuTk (x)ζk(x) = DuTk (x)η(x) = 0, ∀x ∈ Ω.

Sabemos que están bien definidos por el Lema 2.6 y, claramente, uk es suave. Por Corolario 2.7.1
obtenemos

(2.15) Duk+1(x)
TDuk+1(x) = Duk(x)

TDuk(x) + (1− δ)a2k(x)ξ
k ⊗ ξk +O

Å
1

λk

ã
.

Iterando esta expresión, llegamos a

DuN (x)TDuN (x) = Du(x)TDu(x) + (1− δ)
N−1∑
k=0

a2k(x)ξ
k ⊗ ξk +O

Å
1

λ

ã
= Du(x)TDu(x) + (1− δ)h(x) +O

Å
1

λ

ã
con λk > λ, ∀k. En este punto, usando que det(A+B) ≥ det(A)+det(B) y que O

(
1
λ

)
= 1

λK(x, λ),
con K acotada, se ve que

det(DuN (x)TDuN (x)) ≥ det(Du(x)TDu(x))︸ ︷︷ ︸
=n

+(1− δ)n deth(x)︸ ︷︷ ︸
>0

+
1

λn
detK(x, λ), ∀x ∈ Ω.
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A priori, podría ser que detK(x, λ) ≤ 0, pero como λ actuando en K(x, λ) como variable lo
hace dentro de funciones trigonométricas y eso está controlado, tomando λ ≫ 1 conseguimos
det(DuN (x)TDuN (x)) > 0 y, por tanto, que sea invertible para todo x.
Luego rgDuN (x) = rgDuN (x)TDuN (x) = n, ∀x ∈ Ω, i.e uN es inmersión. Además

(2.16)
∥∥g −DuTNDuN

∥∥
C0(Ω)

≤ δ∥h∥C0(Ω) +
δ2

2

ya que, eligiendo λ suficientemente grande tenemos

∥∥g −DuTNDuN
∥∥
C0(Ω)

=
∥∥h− (1− δ)h+O

Å
1

λ

ã∥∥
C0(Ω)

≤ δ∥h∥C0(Ω) +
δ2

2
.

Deducimos también que

g −DuTMDuM = δh− 1

λ
K > 0

para ∀x ∈ Ω ya que vTh(x)v > 0, ∀v ∈ Rn y podemos tomar λ suficientemente como para que
vT 1

λK(x)v sea tan pequeño como queramos. Es decir, hemos probado que uN es estrictamente
corta. Además, por Lema 2.7 y (2.5)

∥Duk+1(x)−Duk(x)∥ = ∥ak(x)Bk(x) +O

Å
1

λ

ã
∥ ≤ ∥ak(x)∥+O

Å
1

λ

ã
.

Luego, para cualquier x ∈ Ω

∥DuN (x)−Du(x)∥ = ∥
N−1∑
k=0

Duk+1(x)−Duk(x)∥ ≤
N−1∑
k=0

(∥ak(x)∥+ δ) .

Por otro lado, como h es simétrica, se tiene que

∥h(x)∥ :=
»

tr(h(x)Th(x)) =
»
tr(h(x)2)

(∗)
=
»
tr(h(x))2 = tr(h(x))

=
∑
k

a2k(x) tr(ξ
k ⊗ ξk) =

∑
k

a2k(x)∥ξk∥2 =
∑
k

a2k(x).

El paso (∗) se justifica porque h(x) es simétrica y la traza es invariante por cambio de base, luego
podemos pensar en h(x) como diagonal y eso respeta mover los cuadrados. Deducimos entonces
que ∥ak∥C0(Ω) = supx∈Ω |ak(x)| ≤ ∥h(x)∥1/2

C0(Ω)
= ∥g −DuTDu∥1/2

C0(Ω)
. Por tanto, se tiene que

(2.17) ∥DuN −Du∥C0(Ω) ≤ N∥g −DuTDu∥1/2
C0(Ω)

+Nδ.

De forma similar obtenemos

(2.18) ∥uN − u∥C0(Ω) ≤ δ.

Tomando δ suficientemente pequeño, de (2.16), (2.17), (2.18), deducimos (2.10), (2.11), (2.12) para
û = uN con C = 2N .
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2.2.4. Demostración del Teorema 2.5

Sea {ϵn}n una sucesión ϵn → 0 tal que∑
n

ϵn ≤ ϵ y
∑
k

ϵ
1/2
n ≤ ∞.

Usando la Proposición 2.13, obtenemos una secuencia de funciones suaves estrictamente cortas
un ∈ C∞(Ω;Rm) tal que u0 = u y para n ≥ 1

∥g −DuTnDun∥C0(Ω) ≤ ϵn,(2.19)

∥Dun+1 −Dun∥C0(Ω) ≤ Cϵ
1/2
n−1,(2.20)

∥un+1 − un∥C0(Ω) ≤ ϵn.(2.21)

Para ver esto, imaginemos que, según enuncia el Teorema 2.5 empezamos con una inmersión suave
estrictamente corta u. Llamamos u0 = u. Proposición 2.13 nos dice que ∃u1 también C∞ estric-
tamente corta, tal que ∥g − DuT1Du1∥C0(Ω) ≤ ϵ0, ∥Du0 − Du1∥C0(Ω) ≤ C∥g − DuT0Du0∥

1/2
C0(Ω)

y
∥u0 − u1∥C0(Ω) ≤ ϵ0. Como u1 también está en las hipótesis de la Proposición 2.13, ∃u2 del mis-
mo tipo tal que ∥g − DuT2Du2∥C0(Ω) ≤ ϵ1, ∥Du1 − Du2∥C0(Ω) ≤ C∥g − DuT1Du1∥

1/2
C0(Ω)

≤ Cϵ
1/2
0 y

∥u1 − u2∥C0(Ω) ≤ ϵ1. Aunque cada un es C∞ la sucesión {un}n es de Cauchy en C1 ya que, dado
r > s

∥ur − us∥C1(Ω) = ∥
r∑

k=s

un+1 − un∥C1(Ω) ≤
r∑

k=s

∥un+1 − un∥C1(Ω)

=
r∑

n=s

∥un+1 − un∥C0(Ω) + ∥Dun+1 −Dun∥C0(Ω)

≤
r∑

n=s

ϵn+1 + Cϵ
1/2
n −−−−→

s,r→∞
0.

Puesto que C1(Ω;Rm) es de Banach, se tiene que un → ũ ∈ C1(Ω;Rm). Finalmente, como la norma
es continua, tomando el límite en (2.19) concluimos

DũTDũ = g, en Ω(2.22)

∥ũ− u∥C0(Ω) = ∥
∞∑
n=0

un+1 − un∥C0(Ω) ≤
∑
n

ϵn ≤ ϵ.(2.23)

En particular, por (2.22) tenemos que ũ es isometría. También que DũTDũ ∈ P, luego rgDũ =

rgDũTDũ
(∗)
= n y concluimos que ũ es inmersión.

Observación 2.13.1. Para probar (∗) recordamos que DũTDũ = g ∈ P.
Si A ∈ P, entonces kerA = {0} para A vista como aplicación lineal de espacios vectoriales Rn → Rn;
luego A inyectiva. Como Rn = ImA⊕ kerA, concluimos que A es biyectiva y, por tanto, invertible
(i.e. rgA = n).



20 El Teorema de Nash-Kuiper

2.3. El ajuste de Kuiper: Codimensión 1

Presentamos ahora la modificación introducida por Kuiper en 1955 y que permite rebajar la cota
de la dimensión del codominio a m = n + 1. Lo haremos también en el caso local para aislar
las ideas analíticas. Si recordamos, la clave para la prueba antes presentada era la construcción
de las espirales, donde la perturbación se hacía a base de senos y cosenos bien planteados y dos
funciones suaves η y ζ ortogonales entre sí y a la imagen de Ω. Para pasar al caso de codimensión 1
tenemos que sustituir esto por corrugaciones, que Kuiper denominó strains en su artículo. Ahora
consideramos

u : Ω → Rn+1

una inmersión suave estrictamente corta, y sea

γ : Ω× S1 → R2

(x, t) 7→ (γ1(x, t), γ2(x, t))

una familia de curvas cerradas (i.e. 2π periódicas en t) parametrizadas por x ∈ Ω. Tomamos la
corrugación

(2.24) v(x) = u(x) +
1

λ

Å
γ1(x, λx · ξ)ζ(x) + γ2(x, λx · ξ)η(x)

ã
,

donde η(x) es ahora el único vector normal a u(Ω) en cada x, salvo módulo, y ζ está por determinar.

Lema 2.14. La nueva matriz Jacobiana es

(2.25) Dv(x) = Du(x) + γ̇1(ζ(x)⊗ ξ) + γ̇2(η(x)⊗ ξ) +O

Å
1

λ

ã
.

Demostración. Definamos para la prueba ζ1 = ζ y ζ2 = η. Observamos que γk(x, λx · ξ) =
γk(x1, . . . , xn, λ

∑n
l=1 xlξl). Denotando t̃ := λx · ξ podemos ver que

∂γk
∂xi

=

n∑
l=1

∂γk
∂xl

∂xl
∂xi︸︷︷︸
δli

+
∂γk

∂t̃

∂t̃

∂xi
=
∂γk
∂xi

+
∂γk

∂t̃
λξi.

Por tanto

∂vj

∂xi
=
∂uj

∂xi
+

1

λ

∑
k∈{1,2}

Ç
∂

∂xi
γk(x, λx · ξ)ζjk(x) + γk(x, λx · ξ)

∂ζjk
∂xi

(x)

å
=
∂uj

∂xi
+

1

λ

∑
k∈{1,2}

ÇÅ
∂γk
∂xi

+
∂γk

∂t̃
λξi

ã
ζjk(x) + γk(x, λx · ξ)

∂ζjk
∂xi

(x)

å
=
∂uj

∂xi
+ γ̇1 ξiζ

j
1(x)︸ ︷︷ ︸

(ζ1(x)⊗ξ)ji

+γ̇2 ξiζ
j
2(x)︸ ︷︷ ︸

(ζ2(x)⊗ξ)ji

+
1

λ
K(x)

con K(x) = combinaciones de derivadas de γk y ζk, que suponemos acotadas por regularidad,
y γ̇k := ∂γk

∂t̃
.



2.3 El ajuste de Kuiper: Codimensión 1 21

Corolario 2.14.1. La matriz del pull-back v∗e por la corrugación (2.24) será ahora:

DvTDv = DuTDu+ γ̇1(Du
T ζ ⊗ ξ + ξ ⊗DuT ζ) + (γ̇1

2∥ζ∥2 + γ̇2
2 + 2γ̇1γ̇2ζ · η)ξ ⊗ ξ +O

Å
1

λ

ã
.

Demostración. Denotamos A(x) = γ̇1(ζ(x)⊗ ξ) + γ̇2(η(x)⊗ ξ). Se tiene que

DvTDv = DuTDu+DuTA+ATDu+ATA+O

Å
1

λ

ã
.

Cada sumando por separado:

DuTA = γ̇1(Du
T ζ)⊗ ξ + γ̇2(Du

T η)⊗ ξ) = γ̇1(Du
T ζ)⊗ ξ.

ATDu = (DuTA)T = γ̇1ξ ⊗ (DuT ζ).

ATA = γ̇1
2(ξ ⊗ ζ)(ζ ⊗ ξ) + γ̇2

2(ξ ⊗ η)(η ⊗ ξ) + 2γ̇1γ̇2((ξ ⊗ ζ)(η ⊗ ξ) + (ξ ⊗ η)(ζ ⊗ ξ))

= (γ̇1
2∥ζ∥2 + γ̇2

2 + 2γ̇1γ̇2ζ · η)ξ ⊗ ξ.

Por tanto, la elección natural para ζ será tal que DuT ζ = ξ, es decir,

ζ = Du(DuTDu)−1ξ

con lo que se tiene, en particular, η · ζ = (ηTDu)(DuTDu)−1ξ = 0, y la matriz dada por

DvTDv = DuTDu+ (2γ̇1 + γ̇2
2 + γ̇1

2∥ζ∥2)ξ ⊗ ξ +O

Å
1

λ

ã
.

Una elección más astuta de los vectores da lugar a una expresión más simétrica. Tomamos

ζ̃ =
ζ

∥ζ∥2
, η̃ =

η

∥ζ∥

y repitiendo el proceso pero sustituyendo por estos vectores en (2.24) , obtenemos

(2.26) DvTDv = DuTDu+
1

∥ζ∥2
(2γ̇1 + γ̇2

2 + γ̇1
2)ξ ⊗ ξ +O

Å
1

λ

ã
.

Figura 2.3

Nos gustaría que esta expresión se pareciese lo máximo posible a
(2.6), para que la prueba a partir de aquí sea igual. Por tanto,
debemos escoger γ de modo que

(i) (1 + γ̇1
2) + γ̇2

2 = ∥ζ∥2a2 + 1,

(ii) t 7→ γ(x, t) es 2π-periódica.

Vemos que (i) no tiene por qué verse como una ecuación diferencial,
pues para un x fijo se puede integrar directamente en t. Podemos in-
terpretarla como una ecuación algebraica en la que (γ̇1, γ̇1) satisface
la ecuación de un círculo de centro (−1, 0) y radio r =

√
∥ζ∥2a2 + 1.

También observamos que si una función f es 2π-periódica, entonces
ḟ tiene media 0 en [0, 2π], pues 1

2π

∫ 2π
0 ḟ dt = 1

2π (f(2π)−f(0)) = 0.
Luego es razonable sustituir (ii) por
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(ii’) t 7→ γ̇(x, t) es 2π-periódica con media 0.

Por tanto, hemos impuesto que γ̇ satisfaga una inclusión diferencial
en una región de Br((−1, 0)) ⊂ R2, con media 0 y que, en particular, (0, 0) pertenezca al cierre
convexo de los valores de γ̇ En la iteración de steps de la Proposición 2.13 los valores de ak (que
aquí representamos por a) y de ζk están controlados, así que lo que estamos describiendo está bien
hecho en cada paso. Si nos fijamos en la Figura 2.3, por Pitágoras c = ∥ζ∥|a|. Podemos asegurar
las condiciones impuestas sobre γ̇ tomando una constante C ′ > ∥ζ∥ tal que ∥γ̇∥ ≤ C ′|a|.

Figura 2.4: En rojo vemos la región que define la inclusión diferencial.

Supongamos que hemos construido los stages {uk}Nk=1 según la corrugación (2.24) con la elección
η̃ y ζ̃ de vectores y un valor 0 < δ < 1/2, de modo que

uk+1(x) = uk(x) + (1− δ)
1/2 1

λ

Å
γk1(x, λx · ξk)ζ̃k(x) + γk2(x, λx · ξk)η̃k(x)

ã
.

Puesto que 2γ̇1+ γ̇2
2+ γ̇1

2∥ζ∥2 = a2k, que es el coeficiente k-ésimo en la descomposición en métricas
primitivas de h, iterando (2.26) adecuadamente indexado en k se tiene de nuevo que

DuN (x)TDuN (x) = Du(x)TDu(x) + (1− δ)h(x) +O

Å
1

λ

ã
por lo que uM es también una inmersión suave estrictamente corta que cumple

(2.27) ∥g −DuTNDu∥C0(Ω) ≤ ∥h∥C0(Ω) +
δ2

2
.

Además, la cota ∥γ̇(x, t)∥ ≤ C|ak(x)|, ∀x, t proporciona una estimación C1. Para ello, observamos
que:

∥η̃k ⊗ ξk∥ = tr
(
(η̃k ⊗ ξk)T (η̃k ⊗ ξk)

)
= ∥η̃k∥2tr(ξk ⊗ ξk) =

1

∥ζk∥2

∥ζ̃k ⊗ ξk∥ = ∥ζ̃k∥2tr(ξk ⊗ ξk) =
1

∥ζk∥2

donde hemos usado que ξk ∈ Sn−1. Por (2.25)

∥Duk+1(x)−Duk(x)∥ ≤ ∥γ̇1∥
∥ζk∥2

+
∥γ̇2∥
∥ζk∥2

+O

Å
1

λ

ã
≤ 2C ′∥ak∥

∥ζk∥2
+ δ
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y de nuevo, tomando una suma telescópica

(2.28) ∥DuN −Du∥C0(Ω) ≤ KN∥g −DuTDu∥1/2
C0(Ω)

+Nδ

con K = 2C ′/ sup{∥ζk∥2}. De forma similar, tomando λk ≫ 1, obtenemos

(2.29) ∥uN − u∥C0(Ω) ≤ δ

porque γk son suaves, y por tanto acotadas.

Ahora podríamos repetir la demostración del Teorema 2.5 pero habiendo rebajado la codimensión.

2.4. Caso global. Variedades abstractas

Probaremos ahora el Teorema 2.2. Primero llevamos la idea introducida localmente en el abierto Ω
a la variedad global M . Sea {(Uα, φα)}α un atlas de una variedad diferenciable (M, g)

M ⊂
⋃
α

Uα.

Suponemos, sin pérdida de generalidad, que φα(Uα) = Brα(0). Dada una inmersión u : M → Rm,
sea u∗e el pullback de la métrica euclídea por u. Definimos

h = g − u∗e.

Se tiene que, ∀p ∈ M , h(p) ∈ P, luego podemos descomponer h en métricas primitivas en las
distintas cartas como

h(p) =
∑
k

a2k(p)ξ
k ⊗ ξk

con ak(p) = Γk(h(p)). Ahora podemos definir la sucesión {uk}k como antes pero, al tratarse de
funciones uk : M → Rm definidas globalmente, hay que que conseguir diferenciar de alguna manera
por abiertos coordenados para poder aplicar el proceso iterativo descrito en la Proposición 2.5.
Para que cada perturbación sea suave en toda la variedad, tomamos una partición de la unidad
{ψ}α asociada al cubrimiento por los abiertos coordenadas tal que

∑
α ψα = 1 y ψα ∈ C∞

c (Uα) con
lo que

h(p) =
∑
k,α

ψα(p)a
2
k(p)ξ

k ⊗ ξk.

En este caso, cada φα(Uα) ⊂ Rn hará las veces del Ω del caso local, y tendremos funciones ηα, ζα
definidas en cada uno de estos conjuntos.

• En el caso de las espirales de Nash:
Sea fk : Rn → R, x 7→ sin(λkx · ξk) y gk : Rn → R, x 7→ cos(λkx · ξk). Definimos f̃α

k
(p) :=

fk ◦ φα(p), g̃α
k(p) := gk ◦ φα(p), ζ̃αk(p) := ζk ◦ φα(p) y η̃αk(p) := ηk ◦ φα(p).

Para definir los Stages, tomamos u0 = u y, para cada p ∈M , dado Uα ∋ p

uk+1(p) = uk(p) + (1− δ)
1/2ψα(p)ak(p)

λk

Å
f̃α

k
(p)ζ̃αk(p) + g̃α

k(p)η̃αk(p)

ã
.
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Observamos uk+1 es aplicación C∞(M,Rm).
En Geometría Diferencial, se define (Du)p = (D(u ◦ φ−1

α ))φα(p) = (∂i(u
j ◦ φ−1

α )φα(p))j,i y
(∂iu

j)p = ∂i(u
j ◦ φ−1

α )φα(p).

Omitimos los índices k por claridad y usamos lo descrito a continuación para construir la
sucesión. También omitimos las α pero sabemos que los cálculos son locales

(∂iv
j)p =(∂iu

j)p + (1− δ)
1/2 (∂iψαa)p

λ
(f̃(p)ζ̃j(p) + g̃(p)η̃j(p))

+ (1− δ)
1/2ψα(p)a(p)

λ

(
ζ̃j(p)(∂if̃)p + f̃(p)(∂iζ̃

j)p + η̃j(p)(∂ig̃)p + g̃(p)(∂iη̃
j)p

)
,

donde
(∂if̃)p =

∂

∂xi

∣∣∣
φ(p)

(f ◦ φ ◦ φ−1) =
∂

∂xi

∣∣∣
φ(p)

f = cos(λφ(p) · ξ)λξi.

Por tanto,
ζ̃j(p)(∂if̃)p = cos(λφ(p) · ξ)λ(ζ̃(p)⊗ ξ)ji.

Hemos explicitado solo la parte de f y ζ porque la de g y η es igual. La expresión final queda

(Dv)p = (Du)p+ψα(p)a(p)

Å
cos(λφ(p) · ξ)ζ(φ(p))⊗ ξ− sin(λφ(p) · ξ)η(φ(p))⊗ ξ

ã
+O

Å
1

λ

ã
.

Observar que es completamente análoga a la obtenida en el Lema 2.7. O sea, que (Dv)p ∈
Mm×n(R), (Dv)Tp (Dv)p ∈ Mn×n(R) y todo lo estudiado anteriormente se aplica exactamente
igual. Reducimos el problema a trabajar con matrices, así que volveremos a tener inmersiones,
rango n...

Conseguiremos (2.10), (2.11), (2.12) en cada Uα y, tomando ∥ · ∥C0 := supα ∥ · ∥C0(Uα), lo
tendremos globalmente.

• En el caso de las corrugaciones de Kuiper:
Definimos γ̃(p) = γ ◦ φ(p) = γ

(
φ(p), λφ(p) · ξ

)
.

Por tanto, ∂
∂xi

∣∣∣
p
γ̃ = ∂

∂xi

∣∣∣
φ(p)

γ̃ ◦ φ−1 = ∂
∂xi

∣∣∣
φ(p)

γ ◦ φ ◦ φ−1 = ∂
∂xi

∣∣∣
φ(p)

γ.

La nueva perturbación cumplirá

∂

∂xi

∣∣∣
p
vj =

∂

∂xi

∣∣∣
p
uj +

1

λ

∑
l∈{1,2}

Å
ζ̃l
j
(p)

∂

∂xi

∣∣∣
p
γ̃l + γ̃l(p)

∂

∂xi

∣∣∣
p
ζ̃l
j
ã

=
∂

∂xi

∣∣∣
p
uj + ˙̃γ1 ξiζ̃1

j
(p)︸ ︷︷ ︸

(ζ̃1(p)⊗ξ)ji

+ ˙̃γ2 ξiζ̃2
j
(p)︸ ︷︷ ︸

(ζ̃2(p)⊗ξ)ji

+
1

λ
K̃(p, λ).

Es decir, es igual que (2.25) poniendo φ(p) en vez de x, así que obtendremos las mismas
expresiones y conclusiones.

Respecto a obtener un embedding ũ si la aplicación u de la que partimos es un embedding, lo que
se hace es demostrar que la perturbación espiral 2.4 o la de Kuiper 2.24 no da lugar a autointer-
secciones, i.e. sigue siendo inyectiva, de modo que la aplicación definida por la Proposición 2.13 es
inyectiva. Con eso se prueba que la aplicación obtenida en la Sección 2.2.4 también es inyectiva.
Para más detalles, véase [23] ó [9].



CAPÍTULO 3

Introducción al h-principio y a la
Integración convexa

3.1. Introducción

La teoría clásica de relaciones diferenciales, típicamente con origen en la física, se describe normal-
mente por sistemas de ecuaciones que suelen estar determinados (i.e. número de funciones incógnita
es igual al de ecuaciones) y, con ciertas condiciones de frontera, suelen tener solución incluso única.
En geometría diferencial y topología aparecen relaciones diferenciales típicamente indeterminadas,
donde el espacio de soluciones es infinito independientemente de las condiciones de frontera.

La noción de h-principio o Principio de homotopía apareció por primera vez en [11] y [14], y
el término fue introducido por Mijaíl Grómov en su libro [13]. El h-principio para soluciones de
relaciones diferenciales parciales exhibían una dicotomía entre suave/duro (o flexible/rígido), para
problemas formulados en términos de derivadas. El fenómenos de suavidad fue descubierto por Nash
en los 50s para el problema de inmersiones isométricas C1 y por Smale para inmersiones diferenciales.
Más adelante aparecieron nuevos problemas de tipo suave. En su tesis, y más adelante en [13],
Gromov transformó las ideas de Nash y Smale en dos herramientas generales y muy poderosas para
provar existencia de h-principio: el método de continuous sheaves (con la versión de aproximación
holonómica) y el de integración convexa. El tercer método, llamado eliminación de singularidades,
fue introducido en [14].

El objetivo de este capítulo es hacer una introducción a la integración convexa y a los principales
conceptos asociados a la teoría de las relaciones diferenciales, con una definición del h-principio y
del Teorema de aproximación holonómica.

25



26 Introducción al h-principio y a la Integración convexa

3.2. Integración convexa en una dimensión

El germen inicial de esta teoría está en las ideas presentadas por Nash para probar el teorema de
embeddings C1 isométricos que hemos expuesto con detalle. En este trabajo, presentaremos una
idea de la integración convexa para casos particulares y con ejemplos1, basándonos en [4].

Veremos que los ejemplos expuestos son problemas de naturaleza diferencial, no necesariamente
circunscritos a la teoría clásica de ecuaciones diferenciales. Algunos de los conceptos presentados,
como la noción de relación diferencial R, son claves para un desarrollo general de la teoría y serán
definidos con rigor en la Sección 3.3, dentro de la teoría relativa al Principio de homotopía.

3.2.1. Un primer ejemplo

Empezamos con un caso sencillo. Sea la aplicación

f0 : [0,1] → R3

t 7→ (0, 0, t)

Queremos hallar f : [0, 1] C1

→ R3 tal que

(i) ∀t ∈ [0, 1], | cos(∢(f ′(t), e3))| < ϵ

(ii) ∥f − f0∥C0 < δ

para ϵ > 0 y δ > 0 dados.

Vemos que vale con tomar una hélice que orbite alrededor del eje vertical generado por e3, i.e.
f : [0, 1] → R3, t 7→ (δ cos(2πNt), δ sin(2πNt), t), donde N ∈ N \ {0} es el número de espirales. Con
esto, la condición (ii) queda satisfecha. Además, tenemos

f ′(t)

∥f ′(t)∥
· e3 =

1√
1 + 4π2N2δ2

, ∀t ∈ [0, 1].

Recordando la fórmula del coseno a · b = ∥a∥∥b∥ cos(∢(a, b)), vemos que (i) también se satisface.

Este problema se puede reformular en el lenguaje que aparecerá en la Sección 3.3. Aunque cobrará
sentido después, estamos pidiendo que J1

f (x) = (x, f(x), f ′(x)) ∈ R ⊂ J1(R,R3) = R × R3 × R3,
para R = R1 ×R2 ×R3, donde R1 = [0, 1] y

R2 = {x ∈ R3 : x21 + x22 < δ, x3 ∈ [0, 1]} (Condición (ii) es que f caiga dentro del cilindro R2),

R3 = {x ∈ R3 \ {0} :
∣∣ x
∥x∥

· e3
∣∣ < ϵ} ∪ {0} (Condición (i) es que f ′ caiga dentro del cono R3).

Llamaremos a R la relación diferencial del problema.

1Ya hemos mencionado un ejemplo de Convex integration la Sección 2.3, al estudiar γ̇ como función con media
0 que debe satisfacer una inclusión diferencial.
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3.2.2. Un ejemplo más general

Sea R ⊂ R3 un subconjunto conexo por caminos que tomamos como la relación diferencial del
problema y sea f0 : [0, 1]

C1

→ R3, una aplicación tal que

∀t ∈ [0, 1], f ′0(t) ∈ IntConv(R)

donde IntConv(R) denota el interior del cierre convexo de R. El problema consiste en encontrar

una aplicación f : [0, 1] C1

→ R3 tal que:

(i) ∀t ∈ [0, 1], f ′(t) ∈ R

(ii) ∥f − f0∥C0 < δ

con δ > 0 fija.

Por hipótesis, la imagen de f ′0 está contenida en el cierre convexo de R. La idea para resolver el
problema es construir f ′ con imagen en R y tal que, en media, se parezca a la derivada de f0. Una
forma de hacerlo es que la imagen de f ′ dibuje una especie de muelle en el que cada arco valga en
media lo mismo que un pequeño segmento de la imagen de f ′0, por lo que f ′ debería ir enrollándose
sobre f ′0. Así, al integrar, el mapa resultante f se debería aproximar al dato f0, y la proximidad
será mayor cuanto mayor sea el número de vueltas. Formalmente, para construir f elegimos una
familia continua de loops (i.e. funciones periódicas) en R

h : [0,1] → C0(R/Z,R)

u 7→ hu

tal que la media del loop hu es f ′0(u), i.e.

∀u ∈ [0, 1],

∫
[0,1]

hu(s)ds = f ′0(u).

Observar que los loops hu vuelven a la posición inicial al completar una vuelta. Para construir el
muelle que se enrolle alrededor de f ′([0, 1]) tomamos

(3.1) ∀t ∈ [0, 1], f ′(t) := ht({Nt})

donde N ∈ N \ {0} y {Nt} es la parte fraccional de Nt. Es una construcción muy intuitiva porque
es ir moviéndose por un loop cuyo centro se va desplazando sobre f([0, 1]). Finalmente integramos
(3.1) para obtener la solución del problema

f(t) := f0(0) +

∫ t

0
hu({Nu})du.

Decimos que f se obtiene a partir de f0 por un proceso de integración convexa. En el problema
asumimos la existencia de la familia de loops {hu}u∈[0,1]. La demostración de esto usa fuertemente
el Teorema de Caratheodory anteriormente enunciado (Véase [4] sección 2).
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3.2.3. C0-densidad

Damos ahora una definición un poco más general. Sea R ⊂ Rn un subconjunto arco-conexo y sea
f0 ∈ C∞(I,Rn) una aplicación tal que f ′0(I) ⊂ IntConv(R). La referencia mencionada en el párrafo
anterior garantiza la existencia de una aplicación C∞ que llamamos h : I × E/Z → R tal que

∀t ∈ I, f ′0(t) =

∫ 1

0
h(t, u)du.

Definimos, para N ∈ N \ {0}

∀t ∈ I, F (t) := f0(0) +

∫ t

0
h(s,Ns)ds.

Definición 3.1. Decimos que F ∈ C∞(I,Rn) se obtiene a partir de f0 por un proceso de integración
convexa.

Por supuesto, F ′(t) = h(t,Nt) ∈ R y, por tanto, F es solución de la relación diferencial R.
Una propiedad clave del proceso de integración convexa es que la solución F se puede aproximar
arbitrariamente al dato f0, en lo que se conoce como C0-densidad2.

Proposición 3.2. Se tiene

∥F − f0∥C0 ≤ 1

N

(
2∥h∥C0 + ∥∂h

∂t
∥C0

)
.

Demostración. Sea t ∈ [0, 1]. Tomamos n := [Nt] (la parte entera de Nt) y definimos Ij = [ jN ,
j+1
N ]

para 0 ≤ j ≤ n− 1 y In = [ nN , t]. Por otro lado, escribimos

F (t)− f(0) =
n∑

j=0

Sj y f0(t)− f0(0) =
n∑

j=0

sj

con Sj :=
∫
Ij
h(v,Nv)dv y sj :=

∫
Ij

∫ 1
0 h(x, u)dudx. Por el teorema de cambio de variables, tomando

u = Nv − j, tenemos para cada j ∈ [0, n− 1]

Sj =
1

N

∫ 1

0
h(
u+ j

N
, u+ j)du =

∫
Ij

∫ 1

0
h(
u+ j

N
, u+ j)dudx.

Por el Teorema del valor medio

∥Sj − sj∥E3 ≤
∫
Ij

∫ 1

0
∥h(u+ j

N
, u+ j)− h(x, u)∥E3 ≤ 1

N2
∥∂h
∂t

∥C0 .

La proposición se sigue entonces de las desigualdades

∥Sn − sn∥E3 ≤ 2

N
∥h∥C0 y ∥F (t)− f0(t)∥E3 ≤

n∑
j=0

∥Sj − sj∥E3 .

2La C0-densidad es exactamente lo que tenemos en el Teorema de Nash-Kuiper, donde aproximamos uniforme-
mente una inmersión suave estrictamente corta por una inmersión isométrica C1, de manera arbitraria
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Figura 3.1: Aumento de la C0-proximidad con N . Recuerda claramente al Teorema de Nash-Kuiper.

3.3. Conceptos fundamentales y definición del Principio de Homo-
topía

3.3.1. Jets y holonomía

El primer paso para estudiar el h-principio es condensar la información sobre una función y sus
derivadas de forma que se puedan analizar conjuntamente. Para eso se define el jet de una función.

Definición 3.3 (r-jet). Sea f : Rn → Rq una función suave, su r-jet es la función dada por

Jr
f (x) = (f(x), f ′(x), . . . , f (r)(x))

donde f (k) está formado por todas las derivadas parciales Dαf , α = (α1, . . . αn),
|α| = α1 + . . .+ αn = k, escritas lexicográficamente.

Ejemplo 1. Dada f : R2 → R2, su 1-jet viene dado por

J1
f (x, y) = (f1(x, y), f2(x, y), ∂xf

1(x, y), ∂xf
2(x, y), ∂yf

1(x, y), ∂yf
2(x, y)).

Definición 3.4. El espacio de r-jets Jr(Rn,Rq) se define como

Jr(Rn,Rq) = Rn × Rq × Rqd1 × . . .Rqdr

donde dk =
(n+k−1

k

)
= (n+k−1)!

(n−1)! k! es el número de derivadas parciales de f .

Si identificamos f con su función grafo Γ: Rn → Rn × Rq, x 7→ (x, f(x)), podemos considerar el
jet de la función como la aplicación x 7→ (x, Jr

f (x)) ∈ Jr(Rn,Rq). Aún más, si vemos Γ como una
sección del fibrado trivial (la proyección) Rn × Rq → Rn, esto nos da la pista para generalizar la
teoría: considerar secciones del fibrado trivial en vez de funciones de Rn a Rq, de modo que luego
podamos considerar secciones de fibrados generales.

Por tanto, dada una sección f : Rn → Rn × Rq, entendemos su jet como la aplicación

Jr
f : Rn → Jr(Rn,Rq)

Jets sobre variedades.

La construcción anterior no se puede aplicar directamente para problemas en variedades, hay que
ir un poco más allá. Para ello, sean dos variedades V y X de dimensión n y n+ q, respectivamente,
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y sea f : V → X una sección arbitraria de un fibrado suave p : X → V . Dado un punto cualquiera
v ∈ V y un entorno abierto de v, que denotamos Opv siguiendo la notación del libro de Gromov [13],
podemos considerar una sección local de fv : Opv → X junto a una carta ϕ : Opv → Rn. Tomamos,
también, un subconjunto abierto U ⊂ X con fv(v) ∈ U , y una trivialización local τ : U → Rn×Rq.
Podemos asociar así a cada v ∈ V una función F : Rn → Rn ×Rq, definida como F = τ ◦ fv ◦ ϕ−1.

Definición 3.5 (r-tangencia). . Dos secciones f, g : Opv → X se dicen r-tangentes en el punto v
si f(v) = g(v) y existe un entorno abierto U ∋ f(v) tal que para una trivialización local τ : U →
Rn × Rq

Jr
τ◦f◦ϕ−1(v) = Jr

τ◦g◦ϕ−1(v).

Esto define obviamente una relación de equivalencia en el espacio de secciones Opv → X, pues la
igualdad ”=” lo es. Aunque no lo probaremos, se tiene por la regla de la cadena que la r-tangencia
no depende de la trivialización elegida. Por tanto, podemos dar la siguiente definición.

Definición 3.6 (Jets de variedades). Dada una sección f : Opv → X, el r-jet de f en el punto v,
denotado Jr

f (v), es la clase de r-tangencia de f en el punto v. La sección

Jr
f : V → X(r), v 7→ Jr

j (v).

se llama r-jet de la sección f , o r-jet extensión de f .

Definición 3.7 (Espacio de r-jets de un fibrado). El espacio de jets, X(r), de un fibrado arbitrario
p : X → V es el espacio de r-jets de secciones V → X i.e

X(r) = V × Sec(X)/∼

donde ∼ es la equivalencia de r-tangencia y Sec(X) el espacio de seciones del fibrado. Si X es un
fibrado trivial V ×W → V denotamos por Jr(V,W ) el espacio de r-jets de las secciones.

Holonomía.

Definición 3.8. Una sección F : V → Jr(V,W ) es holonómica si existe una sección f : V → V ×W
tal que Jr

f = F .

Ejemplo 2. Dada una función f : Rn → R y un campo diferencial F : Rn → Rn, la aplicación
(f, F ) sería holonómica si existiese g tal que g = f y grad(g) = F , ya que, efectivamente, J1

g =
(g, gx1 , gx2 , . . .) = (g, grad(g)).

Definición 3.9. Dados X, Y espacios topológicos e I = [0, 1], una homotopía entre dos funciones
f, g : X → Y es una aplicación continua h : X × I → Y tal que h(x, 0) = f(x) y h(x, 1) = g(x)
para todo x ∈ X. Una difeotopía es una homotopía a nivel de difeomorfismos. Más concretamente,
si V una variedad, la aplicación h : V × I → V se llama difeotopía en V si para todo t ∈ I,
ht := h(·, t) : V → V es un difeomorfismo.
Dos difeomorfimos f, g : V → V se dicen difetópicos si existe una difeotopía h : V × I → V tal que
h0 = f y h1 = g.
Una difeotopía tal que h0 = idV se dice δ-pequeña si, para todo t ∈ I

d(ht(v), v) < δ.

Aquí diremos que un difeomorfismo h es δ-pequeño si existe una difeotopía δ-pequeña tal que
h1 = h.
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Equipados con la noción de δ-pequeño, podemos enunciar uno de los resultados fundamentales del
h-principio.

Teorema 3.10 (Teorema de Aproximación Holonómica). Sea A ⊂ V un poliedro de codimensión
positiva y

F : OpA→ X(r)

una sección arbitraria. Entonces, para δ, ϵ > 0 arbitrariamente pequeños, existe un difeomorfismo
δ-pequeño (i.e. difeotópico a idV )

h : V → V

y una sección holonómica
F̃ : Oph(A) → X(r)

tal que
d(F̃ (v), F (v)) < ϵ

para todo v ∈ Oph(A) (donde asumimos que Oph(A) ⊂ OpA).

Este teorema trata con una sección fija, pero típicamente estamos interesados en tratar familias
(típicamente homotopías) de secciones, para lo cual necesitamos la siguiente versión del teorema.

Teorema 3.11 (Teorema Paramétrico de Aproximación Holonómica). Sea A ⊂ V un poliedro de
codimensión positiva y

Fz : OpA→ X(r)

una familia arbitraria de secciones parametrizada por z ∈ Im, con m ∈ N, tal que Fz es holonómica
∀z ∈ Op∂Im. Entonces, para δ, ϵ > 0 arbitrariamente pequeños, existe una familia de difeomorfis-
mos δ-pequeños (i.e. difeotópicos a idV )

hz : V → V

y una familia de secciones holonómicas

F̃z : Ophz(A) → X(r)

tal que para todo z ∈ Op∂Im, se tiene hz = idV , F̃z = Fz, y

d(F̃z(v), Fz(v)) < ϵ

para todo v ∈ Ophz(A) y z ∈ Im (donde asumimos que Ophz(A) ⊂ OpA).

Estos dos teoremas son el pilar técnico del h-principio y los resultados en los que se apoyan la
mayor parte de demostraciones de h-principios. Sin embargo, su demostración excede el propósito
de este capítulo, en el que buscamos dar una idea de qué es el Principio de homotopía y algunos de
sus resultados clave. Un ejemplo de aplicación directa de estos teoremas sería probar la existencia
de h-principio en los problemas de eversión del cono y de la esfera. Véase [7].

Continuamos con los conceptos que nos permitirán dar una definición rigurosa del Principio de
homotopía.
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3.3.2. Relaciones Diferenciales

Ya hemos mencionado que las cuestiones de tipo diferencial están muy relacionadas con los jets.
Estos conjuntos serán el vehículo para llevar el formalismo geométrico cartesiano de las ecuaciones
algebraicas a las ecuaciones diferenciales.

Definición 3.12. Una relación diferencial, o condición de orden r impuesta en secciones f : V → X
de un fibrado X → V es un subconjunto R del espacio de jets X(r).

Ejemplo 3. Cualquier sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (n = 1) o en derivadas par-
ciales (n > 1)

ψ(x, f,Dαf) = 0

sobre las funciones desconocidas

yj = fj(x1, . . . , xn), j = 1, . . . , q,

y sus derivadas

Dαfj =
∂|α|fj

∂xα1
1 , . . . , ∂xαn

n
, α = (α1, . . . , αn), |α| = α1 + · · ·+ αn ≤ r,

se puede considerar como una relación diferencial en el espacio de r-jets Jr(Rn,Rq) definida por un
sistema de ecuaciones ”algebraicas” (i.e. no diferenciales)

ψ(x, y, zα) = 0

donde las variables

x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yq) y zα = (z1,α, . . . , zq,α)

son puntos en Jr(Rn,Rq). De esta manera, cualquier sistema de equaciones diferenciales se puede
entender como un subconjunto del espacio de jets Jr(Rn,Rq).

Ejemplo 4. Sea la ecuación diferencial f ′(x) = f(x) + x para una función f : R → R (donde la
sección que consideramos el la función grafo f : R → R2). Comparando con el 1-jet de f , J1

f (x) =

(x, f(x), f ′(x)), vemos que la relación diferencial R contenida en J1(R,R) = R3 asociada es la
recta {(x, y, x+ y)}. En el caso de la inecuación diferencial f ′(x) ≥ f(x)+x, la relación diferencial
asociada es R = {(x, y, z) | z ≥ x+ y} ⊂ R3.

Ejemplo 5. Sean V y W variedades suaves con n = dimV y q = dimW . La relación de inmer-
sión Rimm ⊂ J1(V,W ) sobre cada punto x = (v, w) ∈ V ×W es el conjunto de monomorfismos
TvV → TwW .
De modo análogo se define Rsub, relación de submersiones, tomando epimorfismos.
Un caso de especial relevancia para nosotros es Riso ⊂ J1(V,Rq), que define las inmersiones isomé-
tricas f : V → Rq.

Definición 3.13. Una relación diferencial R se dice abierta o cerrada si es abierta o cerrada como
subconjunto del espacio de jets.
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La distinción entre relaciones abiertas y cerradas es vital, pues influye en la capacidad de las
secciones del espacio de jets de ser perturbadas y permanecer en el mismo subconjunto. Además la
forma de atacar una y otra relación no es la misma, véase [5] y [6].

Ejemplo 6. La ecuación de Laplace ∆f = 0 define una relación diferencial cerrada y determinada
en J2(Rn,R). La ecuación diferencial

∑q
i=1 ẋ

2
i = 1 define una relación diferencial cerrada inde-

terminada en J1(R,Rq). Las relaciones Rimm y Rsub definen relaciones diferenciales abiertas en
J1(V,W ).

Definición 3.14. Cualquier sección F : V → R ⊂ X(r) se llama solución formal de la relación
diferencial R, es decir, cualquier sección V → X(r) del espacio de jets tal que F (V ) ⊂ R.
Una solución (genuina) de la relación diferencial R es una sección f : V → X tal que Jr

f (V ) ⊂ R.
También se define como soluciones de R las secciones holonómicas F = Jr

f : V → R. A estas, las
secciones holonómicas, las llamaremos r-soluciones o soluciones r-extendidas cuando no esté clara
la distinción entre soluciones de R como secciones de X (i.e. V → X) o de X(r) (i.e. V → X(r)).

Al espacio de soluciones de R lo denotamos por SolR, al de r-soluciones de R por HolR, y
al de soluciones formales de R por SecR. La r-jet extensión vista en la definición 3.6 da una
correspondencia uno a uno Jr : SolR → HolR.

3.3.3. El Principio de Homotopía

Cualquier relación diferencial admite una relación algebraica subyacente que consiste en sustituir
las derivadas por variables independientes nuevas, y la solución de dicha relación algebraica es lo
que hemos dado en llamar solución formal. La existencia de soluciones formales de una relación
diferencial es condición necesaria para poder resolver de forma genuina R, pero típicamente no
es condición suficiente. Además, buscar soluciones formales simplifica demasiado la naturaleza del
problema diferencial original. Por eso, fue una enorme sorpresa cuando en la segunda mitad del
siglo XX se descubrió que había una gran cantidad de problemas y de relaciones diferenciales
geométricamente interesantes para los cuales la existencia de soluciones formales garantizaba como
condición suficiente la existencia de soluciones genuinas del problema diferencial. A los problemas
que exhiben esta propiedad, decimos que satisfacen un h-principio, y esto se formaliza de la siguiente
manera:

Definición 3.15 (Principio de Homotopía). Decimos que una relación diferencial R satisface el
h-principio, o que el h-principio se cumple para soluciones de R, si toda solución formal de R es
homotópica en SecR a una solución genuina de R. Es decir, toda solución formal es deformable
homotópicamente a través de soluciones formales a una solución genuina.

De forma más intuitiva, R satisface el h-principio si toda sección del espacio de jets cuya imagen
está contenida en R se puede perturbar a una sección holonómica cuya imagen sigue contenida en
R. Hay una versión paramétrica para familias de soluciones:

Definición 3.16. Decimos que R satisface el h-principio uno-paramétrico si toda familia de solu-
ciones formales {ft}t∈I de R que une dos soluciones genuinas f0 y f1, se puede deformar dentro de
SecR, mateniendo f0 y f1 fijos, a una familia {f̃} de soluciones genuinas de R.

La noción de h-principio es una herramienta muy poderosa para probar resultados en Matemáticas,
especialmente en topología y en la teoría de ecuaciones diferenciales. La cuestión es cómo determi-
nar si un determinado problema satisface el h-principio o no. Ocurre que para muchas relaciones
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diferenciales que tienen su origen en la topología y la geometría el h-principio parece ser fundamen-
tal, aunque no se satisfaga. De hecho, la Geometría Simpléctica tiene parte importante de su origen
en intentar establecer la frontera entre áreas donde se satisface el h-principio y donde no. Resulta
que muchas veces se necesitan herramientas extremadamente sofisticadas para demostrar que no
se satisface, cada una especialmente efectiva en determinados problemas diferenciales. Ya hemos
mencionado en la introducción que como métodos generales destacan la aproximación holonómica
y la integración convexa.

3.4. Algunos ejemplos nada triviales de aplicación de Integración
convexa y del h-principio

Esta sección no pretende hacer una exposición rigurosa de los conceptos y por tanto se omitirán las
demostraciones. El objetivo es dar una idea del alcance del h-principio y de la integración convexa.

Primero, es importante mencionar que existen diferentes ”grados” o versiones de h-principio según
nivel de proximidad que queramos establecer entre las soluciones formales y genuinas. Para una
exposición detallada de los diferentes tipos de h-principio ver [10] Sección 6.2. Por coherencia con
lo expuesto, destacamos el h-principio con C0-densidad y el paramétrico. Definimos este último:

Definición 3.17. El h-principio (multi)paramétrico se satisface en R si la inclusión Hol(R) ↪→
Sec(R) es una equivalencia débil de homotopía.

Hacia mediados del siglo XX la comunidad matemática comenzó a ganar interés en los espacios
de inmersiones y sus propiedades topológicas, destacando los trabajos de S. Smale, R. Thom y H.
Whitney como parte clave para desarrollar la teoría de inmersiones. Más tarde, Gromov generalizó
esta teoría en su libro [13]. Con la intención de asomarnos a este vasto océano, vamos a ver un par
de resultados. En particular, la definición 3.17 permite resolver un problema muy interesante: la
Paradoja de Smale. La hoja de ruta para llegar a probarla es la siguiente:

Definición 3.18. Un subconjunto A ⊂ Rn es ample si para cada a ∈ A, el interior del cierre
convexo de la componente conexa a la que pertenece a es Rn.

Figura 3.2: Solo el conjunto de la imagen central es ample.

Este concepto lleva a definir relaciones diferenciales ample. En particular, se prueba que Rimm es
ample y se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3.19 (Gromov 69-73 [12]). Sea R ⊂ J1(V,W ) una relación diferencial abierta y ample.
Entonces, R satisface el h-principio paramétrico3.

3Como se puede ver en [10] Teorema 18.4.1. una relación R ⊂ X(1) abierta y ample satisface, de hecho, todas las
formas de h-principio.
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Aplicación: Clasificación de Inmersiones de la 2-esfera. Este teorema implica que la relación
diferencial de inmersiones de una variedad Mn en Qq satisface el h-principio paramétrico. Tomando
Mn = S2 y Qq = R3 se prueba que π0(I(S2,R3)) = 0, donde I(A,B) denota el conjunto de
inmersiones de A en B. Por tanto, hay una única clase de inmersiones de la esfera dentro de R3 y,
en particular, se puede lograr un eversión de la esfera por inmersiones. (Paradoja de Smale).

Otro resultado clásico es el Teorema de Whitney-Graustein.

Definición 3.20. Dos inmersiones se dicen homotópicamente regulares si existe una homotopía
entre ellas de modo que h(·, t) es una inmersión, ∀t ∈ [0, 1].

Definición 3.21. Dada una inmersión f : S1 → R2 tal que ∥f ′∥ = 1, el índice (o winding number)
γ es el grado de f ′ : S1 → S1 ⊂ R2, i.e. la clase de equivalencia de f ′ entendida como un elemento del
grupo fundamental π1(S1) = Z. Intuitivamente, es el número de vueltas que da la curva f(S1) ⊂ R2

alrededor de un determinado punto.

Teorema 3.22 (Teorema de Whitney-Graustein). Existe una homotopía regular entre dos inmer-
siones f0, f1 : S1 → R2 si y solo si sus índices coinciden.

En el lenguaje del h-principio, con Rimm = {(x, f, f ′) ∈ J1(S1,R2) | f ′ ̸= 0}, se enuncia:

Teorema 3.23. Existe una homotopía formal entre soluciones genuinas de Rimm si sus índices
coinciden, y el h-principio uno-paramétrico visto en la definición 3.16 se cumple para Rimm ⊂
J1(S1,R2).

En [4] se estudia un Teorema de Ghomi:

Teorema 3.24 (Ghomi, 2007). Sea f0 ∈ I(R/Z,R3) una curva con función curvatura κ0 y sea c
un número real tal que c > máxκ0. Entonces, para todo ϵ > 0, existe f1 ∈ I(R/Z,R3) de curvatura
constante c tal que

∥f1 − f0∥C1 = ∥f1 − f0∥C0 + ∥f ′1 − f ′0∥C0 ≤ ϵ.

Por otro lado, en el campo de la mecánica de fluidos se han adaptado técnicas de integración
convexa para casos de regularidad baja. En particular, se han adaptado las ideas analíticas de la
demostración del Teorema de Nash-Kuiper presentada en este texto, y de este modo se han cons-
truido muchas soluciones débiles a este tipo de ecuaciones, especialmente a las ecuaciones de
Euler incompresibles. Véase [23].

El Teorema de Nash-Kuiper que hemos visto con todo detalle en el Capítulo 2, actualmente
también se enuncia y demuestra en el lenguaje del h-principio y la integración convexa y, de hecho,
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se considera uno de los primeros ejemplos de esta teoría. Para una de demostración detallada se
puede consultar [10] sección 4 o [6]. Es más, en 2012 se consiguió la primera visualización del
embedding isométrico del toro plano en R3 usando el h-principio y la integración convexa dentro
del conocido como Hévéa Project, que integra a matemáticos teóricos, especialistas en numérico y
expertos en computación. También han conseguido obtener una visualización de la esfera reducida.
En la imagen que incluimos del toro plano se muestran diferentes niveles de corrugación que van
reduciendo el error métrico.

Figura 3.3: Embedding isométrico del toro plano en R3.
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APÉNDICE A

Embeddings isométricos suaves

Dos años después del sorprendente resultado del teorema C1 (Teorema 2.2), Nash remató la cuestión
resolviendo el problema de existencia de embeddings isométricos suaves en su famoso artículo [20].
Consideramos una variedad Riemanniana (M, g) de dimensión n y de clase Ck con k ∈ N∪{∞}\{0}:
aquí significa que la variedad diferencial es C∞ (i.e. existe un atlas C∞ para M) y que en cualquier
carta los coeficientes gij del tensor métrico en coordenadas locales son funciones Ck. El resultado
dice lo siguiente:

Teorema A.1 (Embedding isométrico suave de Nash). Sea k ≥ 3, n ≥ 1 y m = n(3n+11)
2 . Si (M, g)

es una variedad Riemanniana Ck cerrada de dimensión n, entonces existe un embedding isométrico
u : M → Rm de tipo Ck.

Observación A.1.1. Es importante notar que que la regularidad del embedding solo depende de la
regularidad de la métrica, mientras que la cota del espacio euclídeo solo depende de la dimensión
de M . Es una cota superior, por supuesto hay casos particulares en los que el embedding se puede
producir en dimensión menor. Lo interesante en cualquier caso es que si la métrica es suave, podemos
embeber la variedad M con toda la regularidad que queramos en un espacio euclídeo a lo sumo
n(3n+11)

2 -dimensional, y esto es un punto de diferencia grande respecto al Teorema 2.2.

En [20] Nash abordó también el caso de variedades no cerradas como un corolario del Teorema A.1,
pero con una cota para la codimensión más débil. En particular, afirmó la existencia de embeddings
isométricos para dimensión m′ = (n + 1)m. Sin embargo, su demostración contiene un pequeño
error: realmente probó la existencia de una inmersión isométrica, pero se puede corregir fácilmente
usando las mismas ideas a costa de aumentar m′.

Corolario A.1.1 (Embedding isométrico suave, caso no cerrado). Sea k ≥ 3, n ≥ 1,

m′ = (n+ 1)m = (n+ 1)
n(3n+ 11)

2
y m′′ = m′ + 2n+ 2.

Si (M, g) es una variedad Riemanniana Ck de dimensión n, entonces existe una inmersión Ck

v : M → Rm′ y un embedding isométrico Ck u : M → Rm′′ .

La dimensión del espacio ambiente en estos teoremas se ha rebajado en posteriores trabajos de
Gromov y Günther. Además, una cuestión importante es que estos teoremas hablan de existencia
de embeddings isométricos, por lo que filosóficamente están más en la línea del Corolario 2.4.1,
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40 Embeddings isométricos suaves

mientras que el Teorema 2.2 nos habla de C0-densidad de embddings isométricos en el espacio de
embeddings cortos. En esta línea, Gromov y Rokhlin demostraron por primera vez que cualquier
aplicación corta sobre una variedad Riemanniana compacta se puede aproximar por embeddings
isométricos de clase C∞ si la dimensión del espacio euclídeo es no menor a n(n+1)

2 + 4n + 5. Esta
cota fue rebajada de nuevo por Gromov en [13] a n(n+1)

2 + 4n + 3, y después por Günther a
n(n+1)

2 +máx{2n, 5}. Si g es analítica real ym ≥ n(n+1)
2 +2n+3, entonces cualquier embedding corto

a Rm se puede aproximar uniformemente por embeddings isométricos analíticos. Estos teoremas se
aplican también a variedades no compactas pero es más sutil.

Llevando más al extremo la cuestión de la regularidad, Jacobowitz extendió el Teorema de Nash
a métricas Ck,β probando la existencia de embeddings Ck,β , para k + β > 2. Sin embargo, el caso
de métricas C2 es a día de hoy un problema abierto. Conviene observar que Källen mejoró los
métodos de Nash para el Teorema 2.2 para demostrar la existencia de embeddings isométricos de
clase C1,α para α < k+β

2 cuando k + β ≤ 2. Por tanto, la existencia de embeddings isométricos C2

para métricas C2 parece ser la última conquista.

La idea de Nash para demostrar el Teorema A.1 fue usar el método de Newton para probar la
existencia de solución del sistema 2.2. Como el método estándar no converge en este sistema,
porque se produce un fenómeno conocido como pérdida de derivabilidad, Nash usó unos operadores
de suavizado definidos por convolución. Se llama método de Newton con poscondicionamiento.



APÉNDICE B

Producto tensorial en Rn

Definición B.1. Sean a ∈ Rn,b ∈ Rm, definimos a⊗ b = (aibj)i,j ∈ Rn×m.

Este producto tiene las siguientes propiedades:

(a⊗ b)T = b⊗ a.

(a⊗ b)v = ⟨b, v⟩a. Razón:

(a⊗ b)v = (
∑m

i=1 a1bivi, . . . ,
∑m

i=1 anbivi)
T = (a1⟨b, v⟩, . . . , an⟨b, v⟩)T = ⟨b, v⟩a.

Dada C ∈ Rk×n se tiene C(a⊗ b) = (Ca)⊗ b, ya que:

C = (cij), a⊗ b = (aibj), CD = (
∑n

j=1 cijdjk)i,k, para D ∈ Rn×m, por tanto:

C(a⊗ b) =
Ä∑

j cijajbk
ä
i,k

= ((Ca)ibk)i,k = (Ca)⊗ b.

De modo similar: (a⊗ b)C = (CT (b⊗ a))T = ((CT b)⊗ a)T = a⊗ (CT b).

(a⊗ b)(c⊗ d) = ⟨b, c⟩a⊗ d. Se deduce de las dos anteriores.

Si vemos a la matriz a⊗ b como aplicación lineal sobre Rn, si tiene que
ker(a⊗ b) = {v ∈ Rm : ⟨b, v⟩ = 0}, ya que:

Por definición, ker(a⊗ b) = {v ∈ Rm : (a⊗ b)v = ⟨b, v⟩a = 0}, y suponemos a ̸= 0.

• tr(a⊗ d) =
∑n

i=1 aidi = ⟨a, d⟩. En particular, tr(a⊗ a) = ∥a∥2.

Sea C = {e1, e2, . . . , en} la base canónica de Rn, entonces C′ = {ei ⊗ ej}i,j=1,...n es una base trivial
para el espacio de matrices Rn×n. También se tiene que {ei ⊗ ej + ej ⊗ ei}i,j=1,...n es una base del
espacio de matrices simétricas Rn×n

Sym.

A continuación, enunciamos un resultado muy interesante sobre la diagonalización de matrices.

Proposición B.2. Sea A ∈ Rn×n
Sym y sea B = {ξ1, ξ2, . . . , ξn} una base de autovectores de A con

autovalores asociados λi, i = 1, . . . , n. Entonces se tiene que:

(B.1) A =

n∑
i=1

λiξi ⊗ ξi.

41



42 Producto tensorial en Rn

Demostración. Definimos la aplicación lineal f : x 7→ Ax. Entonces se tiene que la matriz asociada
a f en la base C es MC(f) = A ya que:

MC(f) :=

Ö
[f(e1)]C︸ ︷︷ ︸
=Ae1

, . . . , [f(en)]C︸ ︷︷ ︸
=Aen

è
=

á
a11 a1n

... · · ·
...

an1 ann

ë
= A.

Por otro lado, es un resultado clásico de Álgebra lineal que la matriz de cambio de la base C a la
base B, MCB := MCB(id), es una matriz ortogonal, luego M−1

CB = MT
CB. Además, M−1

CB = MBC y
MBC = ([ξ1]C, . . . , [ξn]C) = (ξ1, . . . , ξn).

Puesto que C′ es la base canónica de Rn×n, escribimos:

MB(f) =

Ö
λ1

. . .
λn

è
=

n∑
i=1

λiei ⊗ ei.

Con esto, tenemos que:

MC(f) =MBCMB(f)MCB =MBC

(
n∑

i=1

λie1 ⊗ ei

)
MCB

=
n∑

i=1

λi(MBCei)⊗ (MT
CBei) =

n∑
i=1

λiξi ⊗ ξi.



APÉNDICE C

Algunos resultados más de geometría
Riemanniana

Definición C.1 (Cubrimiento localmente finito). Sea (X, τ) un espacio topológico, una colección
B de subconjuntos de X se dice localmente finita en X si cada punto de X tiene un entorno que
interseca con un número finito de elementos de B.

Lema C.2. Sea {Aα} un cubrimiento de una variedad M de dimensión n por conjuntos abiertos.
Entonces, existe un refinamiento numerable localmente finito {(Ui, φi)} formado por entornos coor-
denados con φi(Ui) = Bn

3 (0), para todo i = 1, 2, . . . y tal que Vi = φ−1
i (Bn

1 (0)) ⊂ Ui también cubre
M .

Demostración. Sea una base numerable de abiertos {Pi}, P i compacto. Definimos una sucesión de
conjuntos compactos K1,K2, . . . como sigue: K1 = P 1 y, si suponemos K1, . . . ,Ki definidos, sea r
el primer entero tal que Ki ⊂

⋃r
j=1 Pj . Definimos Ki+1 como

Ki+1 = P 1 ∪ P 2 ∪ · · · ∪ P r = P1 ∪ · · · ∪ Pr.

Se tiene que K̊i+1 contiene a Ki. Para cada i = 1, 2, . . ., tomamos el conjunto abierto (K̊i+2\Ki−1)∪
Aα. En torno a cada p elegimos un entorno coordenado (Up,α, φp,α) contenido dentro del conjunto
anterior y tal que φp,α(p) = 0 y φp,α(Up,α) = Bn

3 (0). Sea Vp,α = φ−1
p,α(B

n
1 (0)), observamos que

también están contenidos en (K̊i+2 \Ki−1)∩Aα. Además, si dejamos variar a p, α, un número finito
de conjuntos de la colección {Vp,α} cubre Ki+1 \ K̊i, pues este es un conjunto compacto cerrado.
Denotamos a estos conjuntos Vi,k, con k marcando los conjuntos en esta colección finita. Para cada
i = 1, 2, . . . el índice k toma un número finito de valores, por lo que la colección Vi,k es numerable.
La reenumeramos como V1, V2, . . . y denotamos (U1, φ1), (U2, φ2), . . ., los entornos coordenados que
los contienen. Estos útimos satisfacen las condiciones buscadas. De hecho, para cada p ∈ M hay
un índice i tal que p ∈ K̊i−1 pero por la definición de Uj , Vj está claro que solo un número finito
de estos entornos interseca con K̊i−1. Por tanto, {Ui} y también {Vi} son cubrimientos localmente
finitos que refinan el cubrimiento {Aα}.

Definición C.3. Llamamos al refinamiento (Ui, Vi, φi) obtenido en este lema cubrimiento regular
de entornos coordenados subordinado al cubrimiento de abiertos {Aα}.
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44 Algunos resultados más de geometría Riemanniana

Definición C.4 (Partición de la unidad). Una partición de la unidad C∞ es una colección de
funciones {fi} C∞ definidas sobre M con las propiedades siguientes:

(i) fi ≥ 0 en M .

(ii) {sop(fi)} forma un cubrimiento localmente finito.

(iii)
∑

i fi(p) = 1 para todo p ∈M .

La partición de la unidad se dice subordinada a un cubrimiento de abiertos {Aα} de M si para
cada i, hay un Aα tal que sop(fi) ⊂ Aα.

Teorema C.5. Asociada a cada cubrimiento regular {(Ui, Vi, φi)} de M hay una partición de la
unidad {fi} tal que fi > 0 en Vi = φ−1(B1(0)) y sop(fi) ⊂ φ−1

i (B2(0)). En particular, cada
cubrimiento por abiertos {Aα} tiene una partición de la unidad subordinada.

Demostración. Sea g̃ una función bump en Rn que vale 1 en Bn
1 (0) y 0 en Rn \Bn

2 (0). Definimos

gi =

®
g̃ ◦ φi, Ui

0, M \ Ui

.

Es una función C∞ en M , tiene su soporte en φ−1(Bn
2 (0)), vale 1 en V i y no se anula nunca. De

estas propiedades y del hecho de que {Vi} es un cubrimiento localmente finito de M , vemos que

fi =
gi∑
i gi

, i = 1, 2, . . .

son las funciones buscadas.

Con estos resultados se puede demostrar el siguiente interesante teorema:

Teorema C.6. Es posible definir una métrica Riemanniana C∞ en cualquier variedad Riemanniana
C∞.

Véase [3] Teorema (4.5) p. 193.


	Breve introducción a la Geometría Riemanniana
	El concepto de métrica sobre una variedad.

	El Teorema de Nash-Kuiper
	Introducción
	Versión local
	Un primer intento de demostración del Teorema 2.5
	Descomposición del error métrico
	Stages: reduciendo el error métrico
	Demostración del Teorema 2.5

	El ajuste de Kuiper: Codimensión 1
	Caso global. Variedades abstractas

	Introducción al h-principio y a la Integración convexa
	Introducción
	Integración convexa en una dimensión
	Un primer ejemplo
	Un ejemplo más general
	C0-densidad

	Conceptos fundamentales y definición del Principio de Homotopía
	Jets y holonomía
	Relaciones Diferenciales
	El Principio de Homotopía

	Algunos ejemplos nada triviales de aplicación de Integración convexa y del h-principio

	Bibliografía
	Embeddings isométricos suaves
	Producto tensorial en Rn
	Algunos resultados más de geometría Riemanniana

