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Resumen

El Teorema de Nash-Kuiper es un resultado sorprendente de la produccién matematica del siglo
XX que ha tenido implicaciones trascendentales. Afirma que si tenemos un embedding suave estric-
tamente corto de una variedad diferenciable en el espacio euclideo, entonces existe un embedding
isométrico de clase C! que aproxima uniformemente al embedding original y de manera arbitraria.
Esto es un ejemplo de C%-densidad. La principal consecuencia es que permite reconciliar el enfoque
extrinsico e intrinsico de la geometria Riemanniana, i.e. el estudio de las variedades Riemannianas
entendidas como ciertos subconjuntos de E™ y como espacios abstractos. La otra consecuencia
relevante es que con las herramientas empleadas por John Nash Y Nicolaas Kuiper para probar
su teorema y con el estudio de otros problemas geométricos, germind una teorfa conocida como
Principio de homotopia y una técnica asociada llamada Integracién convexa. El padre de esto fue
Mijail Gromov, que publico los resultados principalmente en su libro Partial differential relations.

El primer capitulo del trabajo hace una introducciéon a la geometria Riemanniana, definiendo el
concepto de métrica sobre una variedad diferenciable. En el segundo se estudia el Teorema de Nash-
Kuiper, sus contraintuitivas consecuencias y una demostraciéon detallada que pasa de una versién
local a una global. Finalmente, en el tercer capitulo se hace una introduccién al h-principio y a
la integracion convexa. En los apéndices se encuentra material complementario a los resultados o
relevante para seguir algunas demostracionnes.

Abstract

The Nash-Kuiper Theorem is a surprising result of the mathematical production of the 20th cen-
tury that has had transcendental consequences. It claims that if we have a smooth strictly short
embedding from a differentiable manifold to the euclidean space, then there exists an isometric
embedding of class C! that arbitrarily approximates the original embedding in the uniform norm.
This is an example of C%-density. The main consequence of this is that it allows one to show that
the extrinsic and intrinsic points of view of Riemannian geometry are the same, that is, the study
of Riemannian manifolds as certain subsets of E™ or as abstract spaces. The other relevant conse-
quence is that with the tools developed by John Nash and Nicolaas Kuiper to proof their theorem
and with the study of other geometric problems, a new theory was born known as the Homotopy
principle and a mathematical tool associated known as Convex integration. The father to this was
Mikhail Gromov, who published the results mainly in his book Partial differential relations.

The first chapter of this Bachelor’s thesis is an introduction to Riemannian geometry, with the
definition of metric on a differentiable manifold. The second chapter is devoted to the Nask-Kuiper
Theorem, its counterintuitive consequences and a detailed exposition of the proof, that goes from a
local version to a global one. Finally, in the third chapter there is an introduction to the h-principle
and to Convex integration. In the appendixes there may be found complementary material to the
results presented or relevant one to follow some proofs.
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CAPITULO 1

Breve introduccion a la Geometria
Riemanniana

El concepto de variedad diferenciable C* es conocido de los cursos tipicos de Geometria Diferencial,
donde la condicién no topoldgica radica en exigir cambios de carta suaves. De forma natural, se
puede llevar esta definicién a variedades C" o analiticas.

Definiciéon 1.1. Sea M una variedad topolédgica de dimensién n. Un C"-atlas de M es una colecciéon
de cartas
A={(Uqy,pa): a € A}

M:UUa

aEA

tal que A cubre M, i.e.

y para cualquier o, 8 € A la funcion de transiciéon

ta(UaNUg) — R™

-1
O
76 ° ¥o va(UaNUg)

es de tipo C".

Una carta (U, ) en M se dice compatible con un C"-atlas A de M si AU (U, ) es un C"-atlas.
Un C-atlas A se dice maximal en M si contiene todas las cartas compatibles con él. También se
denomina C"-estructura en M. El par (M, A) se llama C"-variedad o variedad diferenciable de clase
C". Una variedad diferenciable se dice suave si los cambios de carta son de clase C*° y analitica real
si son C¥. Decimos que una variedad es cerrada cuando es compacta y no tiene frontera.

Definicién 1.2 (Subvariedad). Un conjunto N C M es una m-subvariedad de M siVp € N 3(U, ¢)
carta de M tal que p € Uy p(UNN) = ¢(U) N (R™ x {0}). El namero natural n —m se llama
codimension de N en M.

De modo analogo para aplicaciones diferenciables, definimos:

Definicién 1.3 (Aplicacion diferenciable). Sean (M, A) y (Ms, B) dos C"-variedades. Una apli-
cacién f : My — M; se dice diferenciable de clase C" si es continua y para todo par de cartas
(U,p) € Ay ¢ € B se tiene

Do Lo iyt @ UNITIV)) = (V)
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es de clase C".

Vamos a repasar conceptos bésicos de geometria diferencial que serdn ubiquos en este trabajo, a
saber:

Definicién 1.4. Dada una aplicacién diferenciable f: M"™ — Q4, decimos:

e La aplicaciéon f es un difeomorfismo si es biyectiva y la inversa f~1: M — Q es diferenciable.

e Elrango de f en p € M es el rango de la diferencial d(¢o fop™1) |<p(p) para cualquier par de
cartas (U,p) de M, pe Uy (V,¢) de Q con f(p) € V.

e La aplicacion f es una inmersion si rg, f =n, Vp € M.

e Es un embedding de M en @ si es un difeomorfismo f: M — N, con N C @ subvariedad.

En este punto es importante observar una serie de cuestiones relativas a la filosofia de este trabajo.
La definiciéon de inmersiéon es equivalente a que la diferencial de f sea inyectiva, pero eso es una
condicion sobre la diferencial, no sobre la propia f. En este sentido, la imagen f(M) C @ podria ser
un objeto con autointersecciones, como la representacion tipica de la Botella de Klein en R3, pero
para tener una representacion como subvariedad debe hacerlo en R?, como minimo. La nocion de
embedding es la que precisa esto, al exigir que f sea biyectiva. Una pregunta natural es si dada una
variedad cualquiera M, esta admite un embedding a R™ de modo que se reconcilien la perspectiva
intrinseca (en el sentido de M como espacio topologico sin ambiente aparente) y extrinseca (como se
hiciera en un primer curso de curvas y superficies, vistas como objetos dentro de R3). La respuesta
a esta pregunta desde el enfoque no Riemanniano fue dada por Whitney en su famoso resultado de
1936 y dice lo siguiente:

Teorema 1.5 (Teorema de Whitney). Toda variedad diferenciable M admite un embedding en R™
conm > 2dim M + 1.

Sin embargo, estas inmersiones y embeddings son “flexibles”; se permiten “estirar” o curvar la figura
de modo que perdemos la nocién intuitiva y rigida que pudiéramos tener de la variedad original.
El ejemplo més sencillo seria el embedding de S! en R”, que puede producir elipses o nudos. Para
preservar esa rigidez” debemos hablar de métricas, y nos volvemos a plantear la misma pregunta:
jse puede embeber una variedad en el espacio euclideo preservando la “forma’? Este es el punto
central de este trabajo.

1.1. El concepto de métrica sobre una variedad.

A continuacion, introducimos la nocién de métrica en un variedad y una serie de conceptos asocia-
dos que son fundamentales, aunque no se pretende hacer una exposicion exhaustiva de geometria
Riemanniana.

Sea M una variedad diferenciable. Sabemos que C*° (M), el conjunto de funciones M — R suaves, es
un anillo conmutativo y que el conjunto de campos vectoriales sobre M, que denotamos C*>(T'M),
es un C*°(M)-modulo. Sea C5°(T'M) = C*>(M) y, para cada k € Z,

CX(TM) =C®(TM)® - ®C®(TM)



1.1 El concepto de métrica sobre una variedad. 3

el producto k-tensorial® de los médulos C*°(TM). Entonces definimos:

Definicién 1.6. Un campo tensorial B en M de tipo (s,r) es una aplicacion B: C°(TM) —
CX(TM) lineal en cada variable, es decir,

BX1® X1 ((f Y+9g-2)0Xi1® - ®X,)

[ BXi® - 9XaY®Xm® -0X,)

+9-BX1® X 10Z20X11® - ®X,)
para todo X1,..., X, Y, Z € C*(TM), f,g € C®(M),l=1,...,7r.
Por comodidad, denotamos B(X; ® --- ® X)) = B(X1,..., X,).
Una propiedad? importante de los campos tensoriales es que el valor de B(X1, ..., X,) en el punto
p € M solo depende del valor de cada campo X; en p, y es independiente de lo que pase fuera.
Es decir, dados los campos suaves en M Xq,..., X, y Y1,...,Y; con (X;), = (Ya)p, Vi=1,...,r,

entonces

B(X1,...,X)(p) = B(M1, ..., Y:)(p).

Dado un punto p € M, denotamos por B, la restriccion multilineal del campo tensorial B al

producto tensorial
T
Q7
=1

del espacio tangente en p, T, M, de modo que
Bp: (X1)p @ -+ © (Xr)p) = B(X1,..., Xi)(p).
Con esto estamos en condiciones de introducir el siguiente concepto clave:

Definicién 1.7 (Métrica Riemanniana). Sea M una variedad diferenciable. Una métrica Rieman-
niana g en M es un (0, 2)-campo tensorial en M

g: C(TM) — CE(TM)
tal que, para cada p € M, la restricciéon
vt M @TyM — R
(Xp, Yp) — 9(X,Y)(p)

9p =9 ‘TpM@)Tp
define un producto interno en el espacio vectorial T, M. El par (M, g) se denomina Variedad Rie-
manniana. El ejemplo clasico es (R™, (-, -)rm ), que se suele denotar por E™.

Al ser producto interno, para cada p € M, la aplicacion gp(-,-) tendrda una matriz simétrica
asociada que obtenemos descomponiendo dos vectores arbitrarios v,w € T,M en la base B =
{a%l}p, R 6%1|p} inducida por la carta (U, ), conp € Uy ¢ = (z1,...,Ty), es decir,

- 0 - 0
v:Zaia—xi » w:ijan‘p.
=1 7j=1

'Para una definicion de producto k-tensorial véase [1].
?Para una demostracion ver [15] p.44 Proposition 5.1
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Como g, es bilineal

= 0 0
gp(v7w) = Z ai%Qp(g p’ E?asj)p) = M% (gz‘,j(p))[w]%a
ij=1 ¢
donde [v]% = (a1,...,an), (W = (b1,....by) ¥ gp(awl ,% p) = 6i,;(p) ¥ (gi;) es la matriz de la

métrica, que es simétrica y definida positiva.

Dado U C M un abierto coordenado, escribimos g en coordenadas con la siguiente notacion:

n
g = Z gijdr;dx;.
ij=1

Decir que g es suave significa que para cualquier carta del atlas suave, los coeficientes g;; son
funciones C*, pero también podemos decir que la métrica es de clase C* o analitica en funciéon de
si los coeficientes son de clase CF o analiticos, etc.

Definicién 1.8 (Aplicacion isométrica). Sean (M, g) v (N, h) dos variedades Riemannianas. Una
aplicacion ¢: (M, g) — (N, h) se dice conforme si existe una aplicacion A\: M — R tal que

( )gp(vaYp) = hd) p)(d¢p( ) d¢p( ))

para todo X,Y € C>®(TM) y p € M. La funcién e* se llama factor conforme de ¢. Una aplicacion
conforme con A = 0 se dice isométrica. Un difeomorfismo isométrico se llama isometria.

Definicion 1.9. Sea ¢: M — N, el pull-back de la métrica h por ¢, que denotamos por ¢*h, se
define por

(¢*h)p<Xp7Y) = h¢ (d¢p( ) d¢p( ))
Es obvio entonces que la condicion de que ¢ sea isométrica es que (¢*h), = gp, Vp € M, es decir,
(1.1) ¢*h =g.

También podemos descomponer ¢*h en componentes: como dgp: Ty M — Ty, N es lineal,

(& hp(Xp, Vp) = by (dcbp(Zazax L) d%(iiba'f%)p))
= Z aibjhep) (d%(afg ) > %(81:]’ )>

7]7

Como ¢*h esta definida en M, se tiene que, en coordenadas,

(1.2) O*h = Z hot (d¢( ) d¢( ))dwidxj.

7]_

Introducimos a continuaciéon la nocién de longitud de una curva, que es de las primeras nociones
que podemos empezar a medir en una variedad una vez introducimos métricas, y que dara la
interpretacion visualizable y contraintuitiva del Teorema de Nash-Kuiper.
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Definicién 1.10 (Longitud de una curva). Seay: I — M una curva C' en M. Entonces, la longitud

Ly(7) de v se define como
L) = [ VoGO3 0.

De aqui se deducen dos cuestiones importantes. La primera es la siguiente proposicién, cuya de-
mostracion se puede encontrar en [21].

Proposicion 1.11. Dada (M, g) variedad Riemanniana con p,q € M, denotamos por Cp, el con-
junto de curvas Ct y: [0,1] — M tal que v(0) = p y (1) = q y definimos la funciond: M xM — RS
dada por

d(p,q) = mf{Ly(y) | v € Cpq}-

Entonces (M, d) es un espacio métrico y la topologia en M inducida por d coincide con la que tenia
M como variedad topoldgica.

La otra cuestiéon importante es que, para ¢, ser aplicaciéon isométrica es equivalente a preservar la
longitud de curvas al pasar de una variedad a otra, esto es

(1.3) Ly(y) = Lp(¢o~y) para toda v curva C'.

Esto captura lo que deciamos de no estirar la variedad, en particular al embeberla en R". Nuestro
objetivo principal es estudiar un analogo del Teorema 1.5 que incluya métricas y se hara con detalle
en el siguiente capitulo.






CAPITULO 2
El Teorema de Nash-Kuiper

2.1. Introducciéon

Como se menciona en [9], la existencia de inmersiones y embeddings isométricos de variedades
diferenciables a R™ es un problema clasico de las Mateméticas, cuya formulaciéon se atribuye al
matematico suizo Schlafli. Durante la época de Nash habia pocos resultados sobre este tema. Janet,
Cartan y Burstin habian provado la existencia de embeddings locales isométricos para el caso de
métricas analiticas. Para el caso de 2-esferas dotadas de métricas de curvatura gaussiana positiva,
Weyl planteo la existencia de embeddings isométricos en R3. El problema de Weyl fue resuelto por
Lewy para el caso de métricas analiticas y, poco antes del trabajo de Nash, Louis Niremberg y
Pogorev (sobre un trabajo de Alexandrov) habian zanjado de forma independiente la cuestion de
métricas suaves (de hecho C%).

En sus dos trabajos publicados en 1954 y 1956 (cf. [19] y [20]), Nash revolucion¢ la cuestion. Primero
demostré un resultado totalmente contraintuitivo que asombré a los gedmetras de su tiempo: la
existencia de embeddings isométricos de tipo C! en ausencia de obstrucciones topologicas. En este
trabajo trataremos las conclusiones principales de aquel articulo. En 1956, demostré la exitencia
de embeddings isométricos para codimension suficientemente alta, introduciendo sus conclusiones
sobre los teoremas de funciones implicitas. El teorema se discute en el Apéndice A.

Empezamos fijando notaciéon. Sea e la métrica euclidea en R™, que en la carta trivial se expresa

m
€ = E 5ijd.%'7;d$j.
7,7=1

Siu: M — R™ es una inmersion, denotamos por u*e el pull-back de la métrica en M. Para obtener

su expresion en coordenadas consideramos lo siguiente: si (U, ¢) es una carta en M, sabemos que

se define 8%2' = d¢~1(0,...,1,...,0), donde (0,...,1,...,0) = ¢;, elemento de la base canénica
p

de R". Por tanto,

dup(ai p) = duy(d¢1(0,...,1,...,0))
=d(uo ¢ )| (0,...,1,...,0)
o
= aIi(¢(p))~
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donde @& = uo ¢ t: R® — R™. Ademas, la restriccion e4(p) €s el producto escalar en R™ para todo
p. Luego, por (1.2) el pull-back se escribe en coordenadas locales como

n
(2.1) u'e = Z (Osu - Oju)dx;dxy,
ij=1
donde hemos identificado u con 4 para no anadir méas notacion. Por (1.1), la condicién para que la
inmersién sea isométrica es que u*e = g, que a su vez equivale a
(22) 9ij zﬁiu-aju, ’L,j = 1,...,7’L.

n(n+1)
2

Como las matrices de las métricas son simétricas para todo punto, (2.2) es un sistema de
ecuaciones en derivadas parciales en m variables v*, i =1,...,m si u: M — R™.

Para enunciar los principales teoremas del articulo de Nash de 1954 debemos definir el concepto de
inmersién corta.

Definicién 2.1 (Aplicacion corta). Sea (M, g) una variedad Riemanniana. Una inmersion u: M —
R™ es corta si se satisface la desigualdad u*e < g en el sentido de formas cuadraticas. Mas preci-
samente, h < g significa que

(2.3) hij(p)wiwj < gij(p)wiwj, Vp € M,Vw € TpM

T

donde [w]y = (w1, w2, ..., w,)" son las coordenadas de w en la base B = {8%1| N %h}}

p’ 92 lp’
de T, M dada una carta (U, ¢p). Analogamente, escribimos h < g cuando (2.3) es una desigualdad

estricta para cualquier vector w # 0, y decimos que la inmersion es estrictamente corta si u*e < g.

Usando (1.3) vemos que una aplicacion corta reduce la longitud de las curvas, i.e. Le(u(y)) < Lg(7)
para toda curva suave . Con esto podemos formular el teorema fundamental de esta seccion.

Teorema 2.2 (Teorema de Nash-Kuiper). Sea (M, g) una variedad Riemanniana suave cerrada
n-dimensional y sea w: M — R™ una inmersion corta C*° con m > n + 1. Entonces, para todo
€ > 0 existe una inmersion isométrica C* i: M — R™ tal que ||t — ullco < €. Si ademds u es un
embedding, entonces podemos asumir que @ también lo es.

El primer teorema fundamental del paper de Nash enunciaba lo anterior pero en el caso de codimen-
sién 2, aunque ya observd que era posible optimar ese valor con calculos un poco mas sofisticados.
Esa fue la aportacion de Kuiper, que en su trabajo de 1955 (cf. [17]) adapté convenientemente la
idea de Nash para rebajar la codimension a 1.

La hipétesis de que la variedad sea cerrada se puede eliminar, pero la prueba requiere un pequeno
detalle adicional que involucra la nociéon de conjunto limaite.

Definicion 2.3 (Conjunto limite). Sea M una variedad diferenciable y uw: M — R™. Sea una
coleccion exhaustiva de conjuntos compactos I'y, C M tal que I'y, C I'y11 y U, ' = M. El conjunto
de puntos limite de u es la coleccion de puntos ¢ que son limite de cualquier sucesion {u(py)} tal
que px, € M\ T'k.

Teorema 2.4 (Embedding isométrico C!, caso no cerrado). Sea (M, g) una variedad Riemanniana
n-dimensional. Se tiene las mismas conclusiones que el Teorema 2.2 si la aplicacion u es corta y su
conjunto limite no interseca su imagen u(M). Ademds, se puede imponer que la aplicacion isomé-
trica @ que aproxima de forma uniforme tenga el mismo conjunto limite que u st u es estrictamente
corta.
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Combinado con el clasico teorema de Whitney sobre la existencia de inmersiones y embeddings
suaves (i.e. el Teorema 1.5), los teoremas anteriores tienen el siguiente importante corolario.

Corolario 2.4.1. Cualquier variedad Riemanniana n-dimensional tiene una inmersion isométrica
Cl en R*™ y un embedding isométrico C* en R*" 1. Si, ademds, la variedad es cerrada, entonces
hay un embedding isométrico' C' en R?™.

El teorema del embedding isométrico C! de Nash y Kuiper es considerado a menudo como una
de las primeros ejemplos del h-principio de Gromov, que introduciremos en el Capitulo 3. Una
forma de visualizar el teorema es imaginarse que arrugamos la esfera n-dimensional S* ¢ R**!
dentro de una bola muy pequena B.. Intuitivamente es claro que la aplicacion u que deforma
homotéticamente S™ — €S™ es un embedding corto. Lo que el teorema nos dice es que existe otra
aplicacién 4 que aproxima uniformemente a u y que es un embedding isométrico de tipo de C!,
por tanto hay iméagenes C! isométricas de S™ en un entorno arbitrario de eS™, que si preservara las
longitudes de las curvas prescritas en S” aunque las curvas imagen por u en €S” se haya reducido
arbitrariamente. De alguna manera la imagen de S™ por @ consistird en “arrugar” la esfera, pero
como i es C!, esas arrugas no tendran picos (como si esperariamos de una aplicacion solo Lipschitz),
si no que produciran tangentes continuas. El caso n = 1 lo ilustra muy bien, ver figura 2.1.

Figura 2.1: Embedding isométrico C! en dimn = 1.

Es, sin duda, un resultado sorprendente y contraintuitivo, especialmente si lo comparamos con la
clésica rigidez de la esfera en el mencionado problema de Weyl, que nos dice (Véase [8] y [16]) que
si M es una 2-esfera y g una métrica C? con curvatura Gaussiana positiva, la imagen de cualquier
embedding isométrico C? v: M — R3 es la frontera de un conjunto convexo moédulo movimiento
rigido en R3. Por tanto el embedding % no puede ser C? y concluimos que, en general, el Teorema,
2.2 produce isometrias C! que no tienen mas regularidad. Es interesante observar que suponer
regularidad Holder suficientemente fuerte en la primera derivada permite mantener el argumento de
rigidez, mientras que para un exponente Holder «a suficientemente bajo el Teorema de Nash-Kuiper
sigue siendo valido en C1'®. La existencia de un exponente que marque el cambio de comportamiento
en codimensién baja sigue siendo un problema abierto de relevancia, que tiene mucha relacién con
una conocida conjetura sobre turbulencia resuelta recientemente usando métodos basados en los
usados para resolver el Teorema 2.2.

"Hoy en dia se conoce la solucion de Cohen sobre la conjetura para inmersiones de variedades compactas en
dimension menor a n — a(n), donde a(n) es igual al ntimero de 1’s en la expansién binaria de n(pone referencia)
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2.2. Version local

Para comprender la idea analitica detras de la prueba del Teorema de Nash-Kuiper conviene con-
siderar primero una versiéon local, en el espacio euclideo, y estar familiarizado con los conceptos
presentados en el Apéndice B. Sea © C R™ un conjunto abierto y acotado con frontera C!, que
podemos pensar como el conjunto homeomorfo a un abierto coordenado de la variedad M", y sea
g una métrica suave en Q. Es decir, g € C*°(Q;P), donde

P = {matrices n x n definidas positivas}.

Dada una inmersién u: R™ — R™, con m > n + 1, la matriz del pull-back u*e es, como ya hemos
visto en (2.1), de la forma (Oju - Oju); j=1,.n = Du” Du. Vemos entonces que el sistema (2.2) se
traduce en la igualdad

Dul'Du=g, enQ

donde identificamos la métrica g con su matriz (g;;).

Teorema 2.5. Sea m >n+2 yu: Q2 — R"™ una inmersion estrictamente corta suave. Para todo
€ > 0 eriste i € CH(Q;R™) tal que |ju — o) <€y

Di'Da =g en Q.

Para poder ver la demostracién, debemos estudiar unos resultados previos.

Lema 2.6. Sea Q C R" cerrado, difeomorfo a la n-bola cerrada y sea uw: R™ — R™ una inmersion
suave, con m > n+ 2. Entonces existen dos funciones ¢,n € C°(Q;R™) tal que

(a) [¢(z)||gm = |[n(z)||[rm =1 y ((x)-n(x) =0 para todo x € €.

(b) ¢(z) y n(x) son ambos ortogonales a Ty, (u(S2)) para todo x € Q.

Para una demostracion ver [9] Lemma 2.4.1. p. 32 & 33.

Observacion 2.6.1. La condicién (b) es equivalente a Du” (z)¢(z) = Du” (z)n(z) =0, Vo € Q.
Lo vemos con un ejemplo. Sea u : U C R? — R* es de la forma u(x) = (u!(x),u?(z), u3(z), u'(z)).
La matriz de la diferencial en x es

81’&1 82u1
O1u?  Oou?

Du = 8123 8253 = (O1u, Ou).
81u4 82u4

Sabemos que Du(z): T,Q = R?* — T, u() C R, luego los vectores diu(z) = Du(x) [(1)} y

Oou(z) = Du(x) {(ﬂ son tangentes a u(f2) y, como n(z)Lu(QQ),Vr € u(2), por definicion de orto-
gonalidad, n(z) - O1u(z) = n(x) - deu(x) = 0,Vz € u(Q). Por tanto, Du’ (z)n(x) = 0,V € u(Q).

Lo mismo con (.
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Lema 2.7. Sea & € S"! una direccion en R™ y sea la perturbacion espiral de u

(2.4) (@) = u(z) + “(;)(sm(m )¢ () + cos(M\z - f)n(x))

para una amplitud a(zx) y una frecuencia X\ > 1. Se tiene

Dv(x) = Du(z) + a(:v)(cos()\x -€)((r) @ & —sin(Az - &)n(x) ® 5) +0 <%> :

Antes de la prueba, un comentario sobre v(x). Veamos por qué se llama perturbacion espiral:

Denotemos por B(z) = (sin()\af -€)((x) 4 cos(Az - 5)77(37)) Entonces, por el Lema 2.6

1B(2)|3 = B(x) - B(x)
(2.5) = sin?(Az - €)|¢(x)|” + cos®(Az - &) (@) ||* + 2sin(Az - €) cos(Ax - €)¢ (@) - ()
=1.

Por tanto, B(x) es un vector combinacién lineal de dos vectores ortonormales entre si, modulados
por un seno y un coseno con el mismo argumento, de modo que B(z) € S"~! para todo z. El
argumento Az - & < 0o, Vr € €2, es el médulo de la proyeccion de x en la direcciéon £, regulado por A.
Dados £ y A fijos, al ir variando x de forma continua (por ejemplo segtin una curva) se dibujara una
trayectoria sobre u(€2) similar a una espiral que varia su amplitud en cada punto segtin a(x) porque
B es suave. Ademas, B(x) es ortogonal a Ty,,yu(f2) en cada z. Observar que v() = u(z)

porque [[v(z) — u(z)|| —— 0.
A—00

De una forma similar, dado un z fijo (por tanto, u(x) punto fijo de la subvariedad), a medida que
varfa A, la aplicacion B dibuja una trayectoria circular contenida en span{n(z),{(x)} L u(U). Por
tanto, interpretamos v(z) = u(x) + @B (x) como una perturbacion sobre u(z) que, a medida
que A —» 00, va dibujando una espiral alrededor de u(z) contenida en un espacio ortogonal a la

subvariedad u(€2).

(@) v(Q)

v
/]
U
/ Q \
{ 7
a b

Figura 2.2: Perturbacion espiral.
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Demostracion del Lema 2.7. Lo hacemos por coordenadas. Sabemos que la matriz Jacobiana tiene

la forma
ot ... ot

Dv = . = (811}, aQ’U, ey a,ﬂ)).

o™ .. Opu™
Primero observamos que 9;(\x - £) = Az’¢' y que
;B (x) = ¢ (2)0; sin( Az - &) + sin(\z - €)0;¢7 () + 17 (2)0; cos(Ax - €) + cos(Ax - £)dn ()
= A(cos(Az - €) (x)E —sin(Ax - €) 1/ (x)E° ) + sin(Az - £)0;¢% (x) + cos(Ax - €)dyn’ (x)
—— ——
(C(@)®8) i (n(x)®€) ;i

Luego la entrada ji de la matriz Dv(x) sera

‘ . J .
0iv’ (z) = 0’ (x) + Oia(x) B )Ea:) + a(;)aiB] (z)
= 0 () + a(a) (cos(Aa - )(C() © )5 — sin(Ax - €)(n(x) © E)5) + (K (2, A)
donde K (z,A) funcion acotada por regularidad C* de las partes involucradas. O

Corolario 2.7.1. La matriz del pull-back v*e por la perturbacion espiral (2.4) viene dada por

(2.6) Dv'Dv = DuTDu+ d®(z)é @ €+ O (%) .

Demostracion. Definimos a(z) = a(w)(cos()\x -8)((z) @ E+sin(Ax - §n(x) @ 5), luego
Dv"Dv = Du"Du+a"Du+ Du'a+a"a+ 0O (i) :
Por el Lema 2.6 y usando las propiedades descritas en la definicion B.1
e &' Du = a(z) cos(\z - €)(€ ® ((2))Du — a(z) sin(Az - £) (€ @ n(z))Du
= a(x) cos(Az - )¢ ® (Du'((2)) — a(z) sin(Az - )¢ ® (Duln(z)) = 0.
e Dula = (a’Du)T = 0.
o @"a =a’(x) cos®(Ax - §)(¢(2) @ €)T(((2) @ €) + a*(z) sin* Az - ) (n(z) @ )T (n(x) @ €)
— () sin(Az - §) cos(Az - €) ((¢(2) @ )T (n(x) @ €)) + (1(x) @ )T (¢ (2) @ €))
=a*(z) cos?(Az - £)¢(2) - ((2)€ ® & + a®() sin® Az - E)n(x) - ()€ @ &
— (@) sin(\z - §) cos(ha - €) (C() - n(2)E @ € + (@) - ()€ @ ¢)
=a?(z) ®E.

e Hemos dicho en la demostracién del Lema 2.7 que O (%) esté bien definido. En este caso, a y
Du también estan acotadas, por lo que al tomar el producto Dv? Dv todo lo que multiplica
al término O (%) queda también de orden minimo 1. O
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2.2.1. Un primer intento de demostracién del Teorema 2.5

Con lo anterior en mente, podriamos intentar dar una demostracién del Teorema 2.5 como sigue:
Para cada x € €2, diagonalizamos segiin la Proposicién B.2

(2.7) 9() — Du(x)" Dufa Zak 2) @ & (x)

y usamos los elementos ay(x), {x(x) para construir la sucesion {u}}_, definida por: ug = u y

ag(z)
5

<sin(/\kx ~&(x)) () + cos(Agx - {k(x))nk(x))

ugy1(z) = ug(z)

Ahora bien, si £ no dependiera de x, por el Corolario 2.7.1 tendriamos
1
Dugs (&) Dugs () = Du(o)” Du (o) + a2 ()6t 0.6 + 0 (5 ).

Es decir, la perturbaciéon espiral (2.4) da lugar a una aplicacion ugy; cuya métrica inducida
Du;‘g 41 Duk41 aumenta, hasta un error de orden A~1, una cantidad a? en la direcciéon € y no cambia
en las direcciones ortogonales. Iterando,

1
Duy ()T Duy,(z) = Du(z)" Du(z) + ) di(2)*F @8 +0 (X) ,
k=1
donde hemos fijado A igual para todo k. Por tanto, por (2.7)

9(2) = Dup(2)" Dun() = O (i) .

Con esto tendrfamos una prueba heuristica del Teorema 2.5. Sin embargo, no podemos suponer
que en cada paso &¥ no dependa de x, con lo que la diferencia anterior es, en general, falsa. La
solucion planteada por Nash fue introducir una descomposicion de la matriz g(z) — Duy, (2)” Duy, ()
en el espacio de matrices simétricas definidas positivas que no dependiera de x, introduciendo las
métricas primitivas.

2.2.2. Descomposicion del error métrico
Para emular una prueba similar a la planteada en la Secciéon 2.2.1 pero con vectores £ que no

dependan de x, buscamos una descomposicion del error métrico alternativa, en un nimero N > n de
términos. Esto sera posible gracias al Lema 2.10. Pero antes, recordamos dos cuestiones importantes.

Definicién 2.8 (Cierre convexo). Dado un conjunto S C R? llamamos cierre convexo o convex

hull de S a
k k
conv(S) = {Z)\Zazz cx; €S, > O’Z/\i = 1} .
=1 i=1
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Teorema 2.9 (Caratheodory). Si xz € R? estd en el cierre convexo de un conjunto Q, entonces x
se puede escribir como combinacion convexra de al menos d + 1 puntos en Q. En concreto, existe
un subconjunto Q' de Q formado por d + 1 puntos o menos tal que T se encuentra en su cierre
convexo. Equivalentemente, x se encuentra en un r-simplex con vértices en Q, donde v < d. Fl
minimo r que permite esto para todo x € conv(Q) se llama nimero de Caratheodory del conjunto
Q. Dependiendo de las propiedades de Q, se pueden obtener mejores cotas.

Para una demostracion véase [18].

Lema 2.10 (Descomposiciéon del error métrico). Eziste una secuencia {F} de vectores unitarios
en R™ y una secuencia 'y, € C°(P;[0,00)) tal que

(2.8) A=) "THAE @k, vAeP,
k

y existe un nuimero N € N que depende solo de n tal que, para todo A € P, al menos N de los
coeficientes 'y (A) son distintos de cero.

Demostracion. El conjunto L := {A € RZX" : tr(A) = 1} es un subespacio afin de R”*™. De hecho

sym
. n(n+1) n(n+1) . . C
es un hiperplanode R™ 2 | pues R?yfﬁ &2 R 2 yestamos imponiendo una condicién lineal sobre
. n(n+1)
sus coordenadas, tr(A) = 1. De modo que dim(L) = w —~1yL=R 2 ~! Observamos que

P1 =P N {tr(A) = 1} es un subconjunto convexo abierto de L ya que:

Es un subconjunto abierto, pues es interseccién del espacio total con un hiperplano.

El conjunto R™*™ es espacio vectorial, luego es cerrado por combinacién lineal sobre R, en
sym ) )

particular, por combinacion convexa. Para la parte de tr(A) = 1 observamos que la traza es
una aplicacion lineal, de modo que tr(tA+ (1 —¢)B) =tr(A)+ (1 —¢t)tr(B) =t+(1—t) = 1.

Falta ver que la combinacién convexa es definida positiva:
v (tA+ (1 —t)B)v = tv Av + (1 — t)v' Bv > 0,
pues v/ Av >0, v"Bv >0y te[0,1].

Por tanto, en virtud del Teorema de Caratheodory, todo elemento A de P; esta contenido en el

co
interior de un simplex no degenerado S = {Al, co oy Anman } C L.
2

Puesto que L es una variedad afin y P; es un subconjunto abierto de L, se tiene que P; es una
variedad topoldgica de dimensién % — 1. Es més, puesto que VA € P; 454 simplex como antes
tal que A € S4 y P es abierto, entonces A € int(Sa) tenemos que Py C [J cp, int(Sa). Por tanto,
se tiene que {(int(S4),¢4)}aecp, es una atlas de P;. Por los resultados del Apéndice C existe un
subrecubrimiento localmente finito {S®}; con una particion de la unidad {¢?}; subordinada.

Cada S de la forma o
S0 — int {Ag"), L AD }

n(n+1)
2

para ciertos A;'. € P;. Puesto que {S (i)}i es un cubrimiento localmente finito, VA € P; 3U 4 entorno

de A tal que Uy interseca con un nimero finito de abiertos S®). De ellos, solo un nimero también
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finito, digamos N (A), contendra a A. Tomando Ny := sup4ep, {N(A4)}, podemos afirmar que cada
A € Py esta contenido en como mucho Ny simplices no degenerados de L, donde Ny solo depende
de n (que al final es el valor que define el espacio topologico donde estamos trabajando).

n(nt1) - BXisten
2

Dado A € SO escribimos A como combinacion convexa de de los vértices {Ay)}1

funciones j;; € C®(S@;(0,1)) tal que

Cada A§i) es diagonalizable, por ser simétrica, y definida positiva, luego por la Proposicion B.2

0 _ N~ (D)2 ¢0) g 1)
47 =3 () Grogh
k=1
donde ngl)g eR y 552,1 € S» 1. Recuperamos ahora la particién de la unidad {%2}1 subordinada al
cubrimiento {S®};. Es decir, ¢)?: P; — [0, 1] funciones tal que
o sop(y7) € W,
° 211/12 =1en P;.

Luego:

Es importante observar que, como hemos senalado, cada A € P; esta contenido en como mucho
Ny simplices, luego para cada A solo estan definidos como mucho Ny de los valores ;(A) por la
condicion sop(y2)c SO,

Si A € P, definimos

f: P— P
A
tr(A)
de modo que
n(n+1)
1 B B 0 2 n (is)\2 (is) (is)
— f(A)—s; 2 2 (0. (F(A)pi s (F(A)EE) el o €l
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(2.9) A= } tr(A) (qp (tr(lA)A) Hisj (tr;A) A) cﬁf,j})Q £§k> ® gj(k)

Como las sumas son independientes, finalmente resumimos la expresion (2.9) en:

A=>"Ti A wh, vAePp
k

donde:

I2(-) = tr(-) (Wa (ﬁ) ik (ﬁ) ck)2 € C°(P;[0,00)). El soporte es compacto porque P =
R*, cierto k, donde compacto es equivalente a cerrado y acotado. El soporte es el cierre del
conjunto donde las funciones son no nulas, luego solo hay que probar que es acotado, y lo es
porque Fi es no nula en como mucho Ny de los simplices del cubrimiento localmente finito
{S (i)}i, que por hipoétesis son no degenerados, luego son acotados, y union finita de acotados
en la topologia usual es acotado.

El valor finito que depende de n y que acota el nimero de términos F% (A) no nulos para cada
AGPGSN:N()%TL:N(TL). O

Definicién 2.11 (Métricas primitivas). Cada término T'y(A4)¢* @ €F es lo que se conoce como
métrica primitiva. El término hoy en dia es comun, pero no fue introducido por Nash en sus
articulos.

Observar que la coleccion de vectores {}r no depende de A pues se obtienen a partir de los
autovectores de los vértices de todos los simplices del recubrimiento, pero la cota Ny no discrimina
cuéles intervienen en cada A € P.

Con este resultado podemos repetir, pero esta vez con éxito, la idea de la demostracion heuristica
planteada en la Seccién 2.2.1. Lo usaremos en la siguiente proposicion, de la que se deducira
inmediatamente la demostracién del Teorema 2.5.

2.2.3. Stages: reduciendo el error métrico

En esta seccion introducimos la aportacion fundamental de Nash, la nociéon de Stage:

Definiciéon 2.12 (Stage). En la terminologia de Nash, un Stage consiste en descomponer el error
métrico dado por ¢ — DTuDu en métricas primitivas segin el Lema 2.10 y anadir sucesivamente
cada métrica primitiva en steps o pasos usando las perturbaciones espirales (2.4).

Dada una métrica g, denotamos [|g|co(q) := sup,eq [|g(*)||, donde tomamos la norma de Hilbert-

Schmidt [lg(z)|| := +/tr(g(x)Tg(z)). De modo similar, si u: @ — R™ tomaremos |lullcoq) :=
supgeq [[w(@)|| v [|[Dullco(q) = supgeq [[Du(z)].
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Proposicion 2.13. Seam > n+2 yu: Q — R™ una inmersion suave estrictamente corta. Para
todo € > 0 existe una inmersion suave estrictamente corta 4 :  — R™ tal que

(2.10) lg — D" Dilcogoy < e,
~ 1
(2.11) |Du — Dileogey < Cllg = Du” Dull gy

Demostracion. Sea h = g — Du” Du, de modo que h € C>®(Q;P). De acuerdo al lema 2.10, Vo €
se tiene que:

(2.13) h(z) =Y aj(x)e @ &,
k

donde
ak(x) =Tk (h(zx))

y {€¥} es una coleccion de vectores en S"~! independiente de z.

Observar que, dado un z fijo, la suma (2.13) es finita con M = %nQ(n—i— 1) términos y, para todo
z € Q, la suma es finita con N # N (z) términos, con N, N definidas como en el Lema 2.10.

Fijamos 0 < § < 1/2 y definimos la sucesiéon de aplicaciones {Uk}ivzo dada por: ug =u y

(214)  wp (@) = (o) + (1 - 6>1/2a'}(,f) ( sin (A - €°) Gu(@) + cos (A - €°) nk(:r))’

donde 7y, (i son funciones C*°(Q; R™) que definen para cada x vectores unitarios normales a u(Q)
y que dependen de la aplicaciéon ug, i.e. de modo que para todo k € N

¢k (@) [l = [Ine(2)lem =1, Ge(@)-me(z) =0y Duf(x)G(w) = Du (z)n(z) =0, Va €

Sabemos que estan bien definidos por el Lema 2.6 y, claramente, u es suave. Por Corolario 2.7.1
obtenemos

(2.15) Dujy1(2)T Dugy1(2) = Dug(2)T Dug(z) + (1 — 0)a2(2)eF @ €8 + O ()\1]) )

Iterando esta expresion, llegamos a

N-1 1
Duy(x)T Duy(z) = Du(z)T Du(z) + (1 - 6) ai(z)eF @ ek +0 (X)
k=0
1
= Du(z)" Du(z) + (1 — 8)h(z) + O (X)

con A, > A, Vk. En este punto, usando que det(A+ B) > det(A) +det(B) y que O (§) = 1K (z, ),
con K acotada, se ve que

det(Duy (z) Duy(z)) > det(Du(z)? Du(z)) + (1 — §)™ det h(x) —l—% det K(z,)\), VzeQ.

=n >0
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A priori, podria ser que det K(z,A) < 0, pero como A actuando en K (x,\) como variable lo
hace dentro de funciones trigonométricas y eso estd controlado, tomando A > 1 conseguimos
det(Duy ()T Dun(z)) > 0y, por tanto, que sea invertible para todo x.
Luego rg Duy(z) = rg Duy (z)T Duy(z) = n, Vo € Q, i.e uy es inmersién. Ademas

2

(2.16) g — DuNDuNHc() < dlRllcocq 2

ya que, eligiendo A suficientemente grande tenemos

62
o~ Dufy Doy = 11— (1 =50+ 0 (5 ) gy < Slhlleny + -

Deducimos también que

1
g—DuﬂDuMzéh—XK>O

para Vo € Q ya que v h(z)v > 0, Vv € R" y podemos tomar A suficientemente como para que
UT%K (x)v sea tan pequeno como queramos. Es decir, hemos probado que uy es estrictamente
corta. Ademaés, por Lema 2.7 y (2.5)

|IDujs1(2) — Dug(a)|| = llar () By(a >+0( ) I < llax(@)Il + O (%) '

Luego, para cualquier x € Q)

N-—1 N—
IDun(x) = Du(z)|| = | > Dugs(z) — Dug(x Z |ak(x)[| +6) .
k=0 k=0

Por otro lado, como h es simétrica, se tiene que

h(2)] = /tr(h(x \/tr(h(x)2 tr(h(z))2 = tr(h(z))
—Zak tré’“@fk =Y @ (@)e")? = ai(a)
k k

El paso (x) se justifica porque h(zx) es simétrica y la traza es invariante por cambio de base, luego
podemos pensar en h(z) como diagonal y eso respeta mover los cuadrados. Deducimos entonces

1 1 .
que [|ax|lcoa) = sup,eq lax(@)| < [[h(@)]|g gy = llg — DuT Dullfs . Por tanto, se tiene que

(2.17) |Dun — Dullcoqy < Nlg — DuTDuH q) T NG.
De forma similar obtenemos
(2.18) lun — UHCO(Q) < 4.

Tomando ¢ suficientemente pequeno, de (2.16), (2.17), (2.18), deducimos (2.10), (2.11), (2.12) para
w=uy con C' = 2N. ]
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2.2.4. Demostracion del Teorema 2.5

Sea {€p}n una sucesion e, — 0 tal que
Zen <e y 26;/2 < 0.
n k

Usando la Proposicién 2.13, obtenemos una secuencia de funciones suaves estrictamente cortas
up € C®(Q;R™) tal que up = u y paran > 1

(2.19) lg — DugDuanU(Q) < én,
(2.20) [ Dunt1 — Dupllco) < C'E;/ip
(2.21) |un+1 — unllco) < €n-

Para ver esto, imaginemos que, segin enuncia el Teorema 2.5 empezamos con una inmersion suave
estrictamente corta u. Llamamos ug = u. Proposicién 2.13 nos dice que Juq también C* estric-
1
tamente corta, tal que ||g — Dui Duillcoqy < €o, ||Dug — Duilleoi) < Cllg — DugDuo\]C/g(Q) y
|uo — u1lleo() < €0. Como u; también estd en las hipotesis de la Proposicion 2.13, Jug del mis-
. 1/2 1/2
mo tipo tal que ||g — DugTDuQHCO(Q) < e, ||Dur — Dualleoy < Cllg — DulTDulHC/O(Q) < Ceo/ y
|ur — uzlleo() < €1. Aunque cada u, es C*° la sucesion {uy}, es de Cauchy en C! ya que, dado
r>s

T T
lur = usller@y = 1D tnr1 = unller@) < Y ltns1r — tnlleroy
k=s k=s

.
= lltns1 — tnlleo() + [ Dtins1 — Doy
n=s
5,7 —00

'
< Z€n+1 +Cel* —— 0.
n=s

Puesto que C'(€; R™) es de Banach, se tiene que u,, — % € C'(Q; R™). Finalmente, como la norma
es continua, tomando el limite en (2.19) concluimos

(2.22) D' Dii = g, en Q
o0

(2.23) o — UHCO@) = ZunH - Uano@) < Zﬁn < e
n=0 n

En particular, por (2.22) tenemos que @ es isometria. También que Du! Dii € P, luego rg Dii =
rg Da’ D ® n y concluimos que % es inmersion.

Observacion 2.13.1. Para probar () recordamos que Di! Dii = g € P.

Si A € P, entonces ker A = {0} para A vista como aplicacion lineal de espacios vectoriales R™ — R™;
luego A inyectiva. Como R™ = Im A & ker A, concluimos que A es biyectiva y, por tanto, invertible
(i.e. rg A =n).
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2.3. El ajuste de Kuiper: Codimensioén 1

Presentamos ahora la modificacion introducida por Kuiper en 1955 y que permite rebajar la cota
de la dimensién del codominio a m = n + 1. Lo haremos también en el caso local para aislar
las ideas analiticas. Si recordamos, la clave para la prueba antes presentada era la construcciéon
de las espirales, donde la perturbacién se hacia a base de senos y cosenos bien planteados y dos
funciones suaves 7 y ¢ ortogonales entre si y a la imagen de ). Para pasar al caso de codimension 1
tenemos que sustituir esto por corrugaciones, que Kuiper denominé strains en su articulo. Ahora
consideramos
u: Q — RH

una inmersion suave estrictamente corta, y sea

v: xSt — R?
(z, 1) = (n(2, 1), v2(z, 1))

una familia de curvas cerradas (i.e. 27 periddicas en t) parametrizadas por x € Q. Tomamos la
corrugacion

(2:29) @) = u(w) + 5 (n e Ae - OC() + (e 2w () ).

donde n(z) es ahora el tnico vector normal a u(€2) en cada x, salvo modulo, y ¢ esta por determinar.

Lema 2.14. La nueva matriz Jacobiana es
1
(2.25) Du(z) = Dua) + 31(C(x) @€) + 2lnx) 6 +0 (5 ).

Demostracion. Definamos para la prueba ¢; = ¢ y (2 = 7. Observamos que vi(z, Az - §) =
V@1, ooy Ty A D oq 21&). Denotando ¢ := Az - € podemos ver que

Ok Z O Oz O ot Oy, | Ow

O, u D, Yoo on, T oi S
511‘
Por tanto
ol auj 1 C
o = Ty 2o ( )G )+l Ar - €) 2K (a >)
¢ ' ke{1,2} '
8u3 1 a B ¢
=—+7 ( - ”’“A&) Gi(@) + (e, Az - ) 2 (@ ))
¢ ke{1,2} ¢
o’

. j . i 1
= — 47 &l(x) +y2 &G(r) +1K(x)
O SN—— N—— A
(C1(2)®8) i (C2(2)®8) 54

con K (x) = combinaciones de derivadas de v y (x, que suponemos acotadas por regularidad,
3%
Yk O
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Corolario 2.14.1. La matriz del pull-back v*e por la corrugacion (2.24) serd ahora:
1
Dv"Dv = Du" Du+ 51 (Du" ¢ @ £ + € @ Du’ ¢) + (v22||¢]|* + 722 + 271792¢ - n)E @ £+ O (A) .

Demostracion. Denotamos A(x) = 71 (((x) ® &) + y2(n(x) @ £). Se tiene que
DvI'Dv = DutDu+ Dut A+ ATDu+ ATA+ 0O <%> .

Cada sumando por separado:
DuT A =7, (Du"¢) ® € +42(DuTn) © £) = 41(DuT¢) ® €.
ATDu = (Dul A)T = v @ (DuT¢).
ATA=72(E@ Q@& + 7 (E@n(n® &) + 2172(E @ @ €) + (E @) ®E))
= (Y 2[IC|I* + 22 + 29172¢ - n)E R E.
Por tanto, la eleccién natural para ¢ sera tal que Dul'¢ = ¢, es decir,
¢ = Du(Du' Du)~t¢

con lo que se tiene, en particular, n - ¢ = (n? Du)(Du’ Du)~'¢ = 0, y la matriz dada por
. . . 1
DV Dv = Duf Du+ (21 + 422+ 32l PE @ 640 (5 ).

Una eleccién méas astuta de los vectores da lugar a una expresién més simétrica. Tomamos

Ct _ ¢ 7= n
1112 lic
y repitiendo el proceso pero sustituyendo por estos vectores en (2.24) , obtenemos
\ . . 1
(2.26) Dv'Dv = Du' Du+ —— ||C||2 (291 + V22 +Y12)ERE+ O ()\) .

Nos gustaria que esta expresion se pareciese lo maximo posible a
(2.6), para que la prueba a partir de aqui sea igual. Por tanto,
debemos escoger v de modo que

(1) (1+7%) +72° = [[¢]Pa® + 1,

(i) t — (=, t) es 2m-periodica.

< V;%\
- %3
o

=
Vemos que (i) no tiene por qué verse como una ecuacién diferencial,
pues para un z fijo se puede integrar directamente en t. Podemos in-
terpretarla como una ecuacion algebraica en la que (71,71 ) satisface

la ecuacion de un circulo de centro (—1,0) y radio r = +/||(]|?a? + 1.

También observamos que si una func1on fes 27r periodica, entonces Figura 2.3
f tiene media 0 en [0, 27], pues 5- fo fat=L(f2r)-f(0) =0.
Luego es razonable sustituir (ii) por
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(ii") t— J(z,t) es 2m-periddica con media 0.

Por tanto, hemos impuesto que ¥ satisfaga una inclusion diferencial

en una region de B,((—1,0)) C R?, con media 0 y que, en particular, (0,0) pertenezca al cierre
convexo de los valores de 4 En la iteracion de steps de la Proposicion 2.13 los valores de ay, (que
aqui representamos por a) y de (i estan controlados, asi que lo que estamos describiendo estéa bien
hecho en cada paso. Si nos fijamos en la Figura 2.3, por Pitagoras ¢ = ||(|||a|. Podemos asegurar
las condiciones impuestas sobre 4 tomando una constante C’ > ||¢|| tal que ||| < C’|al.

&

o
S
\QA C
%

S %

10 1

Figura 2.4: En rojo vemos la region que define la inclusiéon diferencial.

Supongamos que hemos construido los stages {uk},lcvzl segin la corrugacion (2.24) con la eleccion
7'y ¢ de vectores y un valor 0 < 6 < /2, de modo que

Ugr1(x) = up(z) + (1 — 5)1/2§ <'yk1 (z, Az - %)) + Yy (2, A - fk)ﬁk(:r))

Puesto que 27; +922 +412||¢||? = a2, que es el coeficiente k-ésimo en la descomposicion en métricas
primitivas de h, iterando (2.26) adecuadamente indexado en k se tiene de nuevo que

Duy(z) Duy () = Du(z)T Du(z) + (1 — 6)h(z) + O (i)

por lo que u,s es también una inmersion suave estrictamente corta que cumple

52
(2.27) lg — Duj Dulleoqy < [[hllcoq) + 5

Ademas, la cota ||¥(z,t)|| < Clag(x)|, Vz,t proporciona una estimacién C!. Para ello, observamos
que:

7 @ 5| = tr (i ® € (i ®£’“>) = |7k *tr(€F ® €F) = || c B

G @ EF[| = ||l*tr(¢" @ €F) = HC A

donde hemos usado que &* € S*~1. Por (2.25)

Il Il (1) 2C" | ax|
+o(y) <
1Gell2 " TGl 1<k 12

[ Dug1(x) — Dug ()| < +6

A
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y de nuevo, tomando una suma telescopica
(2.28) |Duy — Dul|coqy < KN|lg — DuTDuH o) T No

con K = 2C"/sup{||¢x||*}. De forma similar, tomando A > 1, obtenemos
(2.29) HUN — UHCO(Q) S )

porque 7 son suaves, y por tanto acotadas.

Ahora podriamos repetir la demostracién del Teorema 2.5 pero habiendo rebajado la codimension.

2.4. Caso global. Variedades abstractas

Probaremos ahora el Teorema 2.2. Primero llevamos la idea introducida localmente en el abierto €2
a la variedad global M. Sea {(Ua, ¢a)}a un atlas de una variedad diferenciable (M, g)

M c | JU..
(0%

Suponemos, sin pérdida de generalidad, que ¢, (Uy) = By, (0). Dada una inmersion u: M — R™,
sea u*e el pullback de la métrica euclidea por u. Definimos

h=g—u'e.
Se tiene que, Vp € M, h(p) € P, luego podemos descomponer h en métricas primitivas en las

distintas cartas como
2 k k
= E ap(p)§" @&
k

con ag(p) = T'x(h(p)). Ahora podemos definir la sucesion {uy}r como antes pero, al tratarse de
funciones ug: M — R™ definidas globalmente, hay que que conseguir diferenciar de alguna manera
por abiertos coordenados para poder aplicar el proceso iterativo descrito en la Proposicion 2.5.
Para que cada perturbacién sea suave en toda la variedad, tomamos una particién de la unidad
{1} asociada al cubrimiento por los abiertos coordenadas tal que ) 1o =1y 1o € C°(Uy) con
lo que

Zwa p)E* @ &k

En este caso, cada ¢q(U,) C R™ hara las veces del €2 del caso local, y tendremos funciones 7, (o
definidas en cada uno de estos conjuntos.

e En el caso de las espirales de Nash:
Sea f¥: R" - R, z — sm()\kx £r) v d":R" = R, z — cos(M\pz - €F). Definimos fak(p) =

fkog0a< )7 9o ( ) =g O‘POC( )7 Cak( ) _Ckogpa( ) y nak( ) —UkOSDa(P)~
Para definir los Stages, tomamos ug = u y, para cada p € M, dado U, 3 p

52 Ya(P)a(p)

wes(9) = o) + (1 = ) LB (40 ) + G 0)ian(s) )
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Observamos uy1 es aplicacion C>(M,R™).

En Geometria Diferencial, se define (Du), = (D(uo @3')p ) = (0i(w! © 03w )ii ¥
(0s!)p = Bi(u 0 93" ) oo ()

Omitimos los indices k por claridad y usamos lo descrito a continuacién para construir la
sucesion. También omitimos las « pero sabemos que los calculos son locales

Oy =@y + (1~ 8= PV (7)) 1 30 (o)

+ (1 gy a®lelr) (cj D)D)y + FONOD ), + D)D)y + 50O, )
donde
0P =] (Fopor =] f=cos(hpln) - €A
0x; lo(p) 0x; lo(p) v
Por tanto,

@iy = cos(\o(p) - AL (p) © &)
Hemos explicitado solo la parte de f y ¢ porque la de g y n es igual. La expresion final queda

(Dv)y = (D) + tha(p)alp) ( cosOp(p) - E1C(p(0) B —sin(xolp)-Om(e(r)) 2€) +0 (5 ).

Observar que es completamente analoga a la obtenida en el Lema 2.7. O sea, que (Dv), €
M™™(R), (Dv)I(Dv), € M"™"(R) y todo lo estudiado anteriormente se aplica exactamente
igual. Reducimos el problema a trabajar con matrices, asf que volveremos a tener inmersiones,
rango n...

Conseguiremos (2.10), (2.11), (2.12) en cada Uy, y, tomando || - [|co := sup, || - lcow,), lo
tendremos globalmente.

e FEn el caso de las corrugaciones de Kuiper:
Definimos 5(p) = v 0 ¢(p) = v(¢(p), Xo(p) - ).

Por tanto, -2-| 4 = -2 Jop =20 opop =72 .
Owi|, = Bai| )T Oai| )1 © Y Oai | )
La nueva perturbacién cumplira
= (@o )
J— gz i
1 pv 63:, u + Z ’ Y1+ Fi(p )8% pCz
0 j * = J * -7 1~
= w + 71 &G (p) +e i (p) + K (p,A)-
8%2‘ p N—_—— N—— A

(&1 (P)®E)ji (C2(P)®E)ji

Es decir, es igual que (2.25) poniendo ¢(p) en vez de x, asi que obtendremos las mismas
expresiones y conclusiones.

Respecto a obtener un embedding @ si la aplicaciéon u de la que partimos es un embedding, lo que
se hace es demostrar que la perturbacion espiral 2.4 o la de Kuiper 2.24 no da lugar a autointer-
secciones, i.e. sigue siendo inyectiva, de modo que la aplicacién definida por la Proposicion 2.13 es
inyectiva. Con eso se prueba que la aplicacién obtenida en la Seccién 2.2.4 también es inyectiva.
Para mas detalles, véase [23] 6 [9].



CAPITULO 3

Introduccién al h-principio y a la
Integraciéon convexa

3.1. Introduccion

La teoria clasica de relaciones diferenciales, tipicamente con origen en la fisica, se describe normal-
mente por sistemas de ecuaciones que suelen estar determinados (i.e. nimero de funciones incognita
es igual al de ecuaciones) y, con ciertas condiciones de frontera, suelen tener solucion incluso tnica.
En geometria diferencial y topologia aparecen relaciones diferenciales tipicamente indeterminadas,
donde el espacio de soluciones es infinito independientemente de las condiciones de frontera.

La nocién de h-principio o Principio de homotopia aparecié por primera vez en [11| y [14], y
el término fue introducido por Mijail Grémov en su libro [13|. El h-principio para soluciones de
relaciones diferenciales parciales exhibian una dicotomia entre suave/duro (o flexible/rigido), para
problemas formulados en términos de derivadas. El fenémenos de suavidad fue descubierto por Nash
en los 50s para el problema de inmersiones isométricas C! y por Smale para inmersiones diferenciales.
Mas adelante aparecieron nuevos problemas de tipo suave. En su tesis, y mas adelante en [13],
Gromov transformo las ideas de Nash y Smale en dos herramientas generales y muy poderosas para
provar existencia de h-principio: el método de continuous sheaves (con la version de aprozimacion
holonémica) y el de integracion conveza. El tercer método, llamado eliminacion de singularidades,
fue introducido en [14].

El objetivo de este capitulo es hacer una introduccién a la integraciéon convexa y a los principales
conceptos asociados a la teoria de las relaciones diferenciales, con una definicién del h-principio y
del Teorema de aproximacién holonémica.

25
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3.2. Integracién convexa en una dimensiéon

El germen inicial de esta teoria esta en las ideas presentadas por Nash para probar el teorema de
embeddings C' isométricos que hemos expuesto con detalle. En este trabajo, presentaremos una
idea de la integracion convexa para casos particulares y con ejemplos!, basandonos en [4].

Veremos que los ejemplos expuestos son problemas de naturaleza diferencial, no necesariamente
circunscritos a la teoria clasica de ecuaciones diferenciales. Algunos de los conceptos presentados,
como la nocién de relaciéon diferencial R, son claves para un desarrollo general de la teoria y seran
definidos con rigor en la Seccion 3.3, dentro de la teoria relativa al Principio de homotopia.

3.2.1. Un primer ejemplo
Empezamos con un caso sencillo. Sea la aplicacién
fo: [0,1] — R?
t +—(0,0,¢)
Queremos hallar f: [0, 1] C—1> R3 tal que
(i) Vt € [0,1], |cos(<t(f'(t),e3))| <e€

(i) [If = follco <8

para e >0y d > 0 dados.

Vemos que vale con tomar una hélice que orbite alrededor del eje vertical generado por es, i.e.
f:[0,1] = R3, t > (6 cos(2rNt),dsin(2nNt),t), donde N € N\ {0} es el ntimero de espirales. Con
esto, la condicién (i7) queda satisfecha. Ademés, tenemos

O 1
7Ol @~ VitaeNe

Recordando la formula del coseno a - b = ||a||||b]| cos(<(a, b)), vemos que (i) también se satisface.

vt € [0, 1].

Este problema se puede reformular en el lenguaje que aparecera en la Seccion 3.3. Aunque cobraré
sentido después, estamos pidiendo que J}(m) = (z,f(x), f'(z)) € R C JHR,R3) = R x R3 x R?,
para R = R1 X R2 X R3, donde Ry = [0,1] y

Ro={x €R3: 2?4122 < 6,23 € [0,1]} (Condicion (ii) es que f caiga dentro del cilindro Rs),

Ry = {z e R*\ {0}: |ﬁ -eg] < e} U{0} (Condicion (i) es que f' caiga dentro del cono Ra).

Llamaremos a R la relacion diferencial del problema.

1Ya hemos mencionado un ejemplo de Convex integration la Seccién 2.3, al estudiar 4 como funcién con media
0 que debe satisfacer una inclusién diferencial.
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3.2.2. Un ejemplo mas general

Sea R C R3 un subconjunto conexo por caminos que tomamos como la relacién diferencial del

1
problema y sea fo: [0, 1] =R R3, una aplicacién tal que
vt €10,1], fi(t) € IntConv(R)

donde IntConv(R) denota el interior del cierre convexo de R. El problema consiste en encontrar

una aplicacion f: [0, 1] C—l> R3 tal que:
() vte0,1, f)eR
(i) [If = folleo <6

con ¢ > 0 fija.

Por hipotesis, la imagen de f) esta contenida en el cierre convexo de R. La idea para resolver el
problema es construir f’ con imagen en R y tal que, en media, se parezca a la derivada de fy. Una
forma de hacerlo es que la imagen de f’ dibuje una especie de muelle en el que cada arco valga en
media lo mismo que un pequefio segmento de la imagen de f{;, por lo que f’ deberia ir enrollandose
sobre f{. Asi, al integrar, el mapa resultante f se deberia aproximar al dato fy, y la proximidad
serd mayor cuanto mayor sea el nimero de vueltas. Formalmente, para construir f elegimos una
familia continua de loops (i.e. funciones periodicas) en R

h:[0,1] = C°(R/Z,R)
u > hy

tal que la media del loop hy, es fi(u), i.e.
v € [0, 1], / ha(s)ds = f1(u).
[0,1]

Observar que los loops h, vuelven a la posicién inicial al completar una vuelta. Para construir el
muelle que se enrolle alrededor de f/(]0,1]) tomamos

(3.1) vt e [0,1], f'(t):=m({Nt})

donde N € N\ {0} y {Nt} es la parte fraccional de Nt. Es una construcciéon muy intuitiva porque
es ir moviéndose por un loop cuyo centro se va desplazando sobre f([0,1]). Finalmente integramos
(3.1) para obtener la solucién del problema

ﬂw:h@+émmmmm.

Decimos que f se obtiene a partir de fy por un proceso de integraciéon convexa. En el problema
asumimos la existencia de la familia de loops {hy }ye[o,1]- La demostracion de esto usa fuertemente
el Teorema de Caratheodory anteriormente enunciado (Véase [4] seccion 2).
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3.2.3. (%-densidad
Damos ahora una definicién un poco mas general. Sea R C R™ un subconjunto arco-conexo y sea

fo € C°°(I,R™) una aplicacion tal que f}(I) C IntConv(R). La referencia mencionada en el parrafo
anterior garantiza la existencia de una aplicacion C* que llamamos h: I x E/Z — R tal que

vtel, fit)= /01 h(t, u)du.

Definimos, para N € N\ {0}
t
Vte I, F(t):= fo(0) —l—/ h(s, Ns)ds.
0

Definicién 3.1. Decimos que F' € C*>°(I,R"™) se obtiene a partir de f por un proceso de integracion
convexa.

Por supuesto, F’'(t) = h(t,Nt) € Ry, por tanto, F' es solucion de la relacion diferencial R.
Una propiedad clave del proceso de integraciéon convexa es que la soluciéon F' se puede aproximar
arbitrariamente al dato fy, en lo que se conoce como C°-densidad?.

Proposiciéon 3.2. Se tiene

1
17~ folleo < 3 (2hllo + 15 e ).

Demostracion. Seat € [0,1]. Tomamos n := [Nt] (la parte entera de Nt) y definimos I; = [% %]
para 0 < j <n—1y I, = [§,t]. Por otro lado, escribimos
n n
=38y folt) = fo(0) = s,
j=0 j=0
con Sj:= [, h I (v,Nv)dvysj:= [ I fo x,u)dudz. Por el teorema de cambio de variables, tomando
u = Nv — j, tenemos para cada j € [0,n — 1]
S; = / u—i—] JuU+ g du-// u—i—j)dudx
N
Por el Teorema del valor medio
1 .
u+7 ) 1
1 sl < | [ ICS k) bl < gl il
La proposicién se sigue entonces de las desigualdades
2 n
150 = sulles < w7llhllee vy IF (@) = fo®)lles < > 1155 = sjllms- O

J=0

2La C°-densidad es exactamente lo que tenemos en el Teorema de Nash-Kuiper, donde aproximamos uniforme-
mente una inmersién suave estrictamente corta por una inmersién isométrica C', de manera arbitraria
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& O

Figura 3.1: Aumento de la C°-proximidad con N. Recuerda claramente al Teorema de Nash-Kuiper.

3.3. Conceptos fundamentales y definicién del Principio de Homo-
topia

3.3.1. Jets y holonomia

El primer paso para estudiar el h-principio es condensar la informacion sobre una funcién y sus
derivadas de forma que se puedan analizar conjuntamente. Para eso se define el jet de una funcién.

Definiciéon 3.3 (r-jet). Sea f: R™ — R? una funcion suave, su r-jet es la funcion dada por
Ti(x) = (f(2), f'(2),.... [ ()

donde f%) esta formado por todas las derivadas parciales D®f, o = (a1,y...ap),
la] = a1 + ...+ ay, = k, escritas lexicograficamente.

Ejemplo 1. Dada f: R? — R2, su 1-jet viene dado por
JHa,y) = (FH (@), (2, y), 0 (2,9), 0 2 (2,y), 0y f (2, 9), 0y f* (2, ).
Definiciéon 3.4. El espacio de r-jets J"(R™,R?) se define como
J'(R",R?) = R" x RY x R%% x . R

donde dj, = ("*’]:*1) = %}1&' es el niimero de derivadas parciales de f.

Si identificamos f con su funciéon grafo I': R" — R™ x RY, z — (z, f(z)), podemos considerar el
jet de la funcién como la aplicacién z — (z, Ji(z)) € J"(R",R?). AGn més, si vemos I' como una
seccion del fibrado trivial (la proyeccion) R™ x R? — R™, esto nos da la pista para generalizar la
teoria: considerar secciones del fibrado trivial en vez de funciones de R™ a R, de modo que luego
podamos considerar secciones de fibrados generales.

Por tanto, dada una seccion f: R” — R™ x R?, entendemos su jet como la aplicacién
Jp: R" — J'(R",RY)

Jets sobre variedades.

La construccién anterior no se puede aplicar directamente para problemas en variedades, hay que
ir un poco més alla. Para ello, sean dos variedades V' y X de dimensiéon n y n+ g, respectivamente,
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y sea f: V — X una seccion arbitraria de un fibrado suave p: X — V. Dado un punto cualquiera
v € V y un entorno abierto de v, que denotamos Op v siguiendo la notacion del libro de Gromov [13],
podemos considerar una seccion local de f,,: Opv — X junto a una carta ¢: Opv — R™. Tomamos,
también, un subconjunto abierto U C X con f,(v) € U, y una trivializacion local 7: U — R™ x RY.
Podemos asociar asi a cada v € V una funciéon F: R” — R” x R?, definida como F =70 f, 0 ¢~ 1.

Definicién 3.5 (r-tangencia). . Dos secciones f,g: Opv — X se dicen r-tangentes en el punto v
si f(v) = g(v) y existe un entorno abierto U 5 f(v) tal que para una trivializacion local 7: U —
R™ x R

:ofod)_l(v) = :ogod)—l(v)'

Esto define obviamente una relaciéon de equivalencia en el espacio de secciones Opv — X, pues la
igualdad ”=""lo es. Aunque no lo probaremos, se tiene por la regla de la cadena que la r-tangencia
no depende de la trivializacion elegida. Por tanto, podemos dar la siguiente definicion.

Definiciéon 3.6 (Jets de variedades). Dada una seccion f: Opv — X, el r-jet de f en el punto v,
denotado J}(v), es la clase de r-tangencia de f en el punto v. La secciéon

Jp:V — X0 e Jj (v).
se llama r-jet de la seccién f, o r-jet extension de f.

Definiciéon 3.7 (Espacio de r-jets de un fibrado). El espacio de jets, X (") de un fibrado arbitrario
p: X — V es el espacio de r-jets de secciones V — X i.e

X =V x Sec(X)/ ~

donde ~ es la equivalencia de r-tangencia y Sec(X) el espacio de seciones del fibrado. Si X es un
fibrado trivial V' x W — V denotamos por J"(V, W) el espacio de r-jets de las secciones.

Holonomia.

Definicién 3.8. Una seccion F': V' — J"(V, W) es holonomica si existe una seccion f: V. — Vx W
tal que J;Z =F.

Ejemplo 2. Dada una funciéon f: R™ — R y un campo diferencial F': R™” — R", la aplicacién
(f, F') seria holonémica si existiese g tal que g = f y grad(g) = F, ya que, efectivamente, ng =

(9 Gu1» Gas - - ) = (g, grad(g)).

Definicién 3.9. Dados X, Y espacios topologicos e I = [0, 1], una homotopia entre dos funciones
fyg: X — Y es una aplicacion continua h: X x I — Y tal que h(z,0) = f(x) y h(z,1) = g(x)
para todo z € X. Una difeotopia es una homotopia a nivel de difeomorfismos. Mas concretamente,
si V una variedad, la aplicacion h: V x I — V se llama difeotopia en V si para todo t € I,
hi :=h(-,t): V — V es un difeomorfismo.

Dos difeomorfimos f,g: V — V se dicen difetépicos si existe una difeotopia h: V x I — V tal que
ho=fyh =y

Una difeotopia tal que hg = idy se dice d-pequenia si, para todo t € [

d(he(v),v) < 6.

Aqui diremos que un difeomorfismo h es d-pequeno si existe una difeotopia d-pequena tal que
h1 = h.



3.3 Conceptos fundamentales y definicion del Principio de Homotopia 31

Equipados con la nocién de d-pequenio, podemos enunciar uno de los resultados fundamentales del
h-principio.

Teorema 3.10 (Teorema de Aproximacion Holonémica). Sea A C V' un poliedro de codimension
positiva y
F:O0pA— XM
una seccion arbitraria. Entonces, para d,€ > 0 arbitrariamente pequenos, existe un difeomorfismo
d-pequeno (i.e. difeotdpico a idy )
h:V >V

y una seccion holondmica
F: Oph(4) — X

tal que )
d(F(v),F(v)) <€

para todo v € Op h(A) (donde asumimos que Oph(A) C Op A).

Este teorema trata con una seccion fija, pero tipicamente estamos interesados en tratar familias
(tipicamente homotopias) de secciones, para lo cual necesitamos la siguiente version del teorema.

Teorema 3.11 (Teorema Paramétrico de Aproximacion Holonomica). Sea A C V' un poliedro de
codimension positiva y

F.: OpA— XM

una familia arbitraria de secciones parametrizada por z € I, con m € N, tal que F, es holondmica
Vz € OpdI™. Entonces, para 0,€ > 0 arbitrariamente pequerios, existe una familia de difeomorfis-
mos d-pequenos (i.e. difeotdpicos a idy )

hy,: V=V
y una familia de secciones holonémicas
F.: Oph,(A) — XM
tal que para todo = € OpAI™, se tiene h, =idy, F, = F., y
d(F,(v), F,(v)) < ¢
para todo v € Oph,(A) y z € I'" (donde asumimos que Oph,(A) C Op A).

Estos dos teoremas son el pilar técnico del h-principio y los resultados en los que se apoyan la
mayor parte de demostraciones de h-principios. Sin embargo, su demostracion excede el propoésito
de este capitulo, en el que buscamos dar una idea de qué es el Principio de homotopia y algunos de
sus resultados clave. Un ejemplo de aplicacion directa de estos teoremas seria probar la existencia
de h-principio en los problemas de eversion del cono y de la esfera. Véase [7].

Continuamos con los conceptos que nos permitirdn dar una definicién rigurosa del Principio de
homotopia.
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3.3.2. Relaciones Diferenciales

Ya hemos mencionado que las cuestiones de tipo diferencial estan muy relacionadas con los jets.
Estos conjuntos seran el vehiculo para llevar el formalismo geométrico cartesiano de las ecuaciones
algebraicas a las ecuaciones diferenciales.

Definicion 3.12. Una relacion diferencial, o condicién de orden r impuesta en secciones f: V — X
de un fibrado X — V es un subconjunto R del espacio de jets X (™).

Ejemplo 3. Cualquier sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (n = 1) o en derivadas par-
ciales (n > 1)

Y(z, f,Df) =0

sobre las funciones desconocidas

yj:fj(l‘lv"‘vxn)u j:]-a"'7Q7
y sus derivadas

ool f;

Dofy =
J aq ap
ox{"',...,0xp"

a=(a,...,an), lal=a14+ - +a, <r,

se puede considerar como una relacion diferencial en el espacio de r-jets J"(R™, R?) definida por un
sistema de ecuaciones "algebraicas” (i.e. no diferenciales)

1/1(33, Y, Za) =0

donde las variables

‘r:(xlv"wxn)a y:(ylw")yq) y Za:(zl,aa‘-'azq,oz)

son puntos en J"(R™ RY). De esta manera, cualquier sistema de equaciones diferenciales se puede
entender como un subconjunto del espacio de jets J"(R", RY).

Ejemplo 4. Sea la ecuacion diferencial f'(z) = f(z) +  para una funciéon f: R — R (donde la
seccion que consideramos el la funcién grafo f: R — R?). Comparando con el 1-jet de f, J } (x) =
(z, f(z), f'(x)), vemos que la relacién diferencial R contenida en J'(R,R) = R3 asociada es la
recta {(x,y,z+y)}. En el caso de la inecuacion diferencial f'(z) > f(z)+ x, la relacion diferencial
asociada es R = {(7,y,2) | z >z +y} C R>.

Ejemplo 5. Sean V y W variedades suaves con n = dim V' y ¢ = dim W. La relaciéon de inmer-
sion Rimm C JH(V, W) sobre cada punto z = (v,w) € V x W es el conjunto de monomorfismos
T,V = T,W.

De modo analogo se define R, relacion de submersiones, tomando epimorfismos.

Un caso de especial relevancia para nosotros es Riso, C J(V,R9), que define las inmersiones isomé-
tricas f: V — RY.

Definicion 3.13. Una relacion diferencial R se dice abierta o cerrada si es abierta o cerrada como
subconjunto del espacio de jets.
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La distincién entre relaciones abiertas y cerradas es vital, pues influye en la capacidad de las
secciones del espacio de jets de ser perturbadas y permanecer en el mismo subconjunto. Ademas la
forma de atacar una y otra relacion no es la misma, véase [5] y [6].

Ejemplo 6. La ecuaciéon de Laplace Af = 0 define una relacion diferencial cerrada y determinada
en J?(R™R). La ecuacién diferencial Y% ; #? = 1 define una relacion diferencial cerrada inde-
terminada en J 1(]R,]Rq). Las relaciones Rimm Vv Rsup definen relaciones diferenciales abiertas en
JHV,W).

Definicién 3.14. Cualquier seccion F: V — R € X se llama solucion formal de la relacion
diferencial R, es decir, cualquier seccion V — X () del espacio de jets tal que F (V) CR.

Una solucion (genuina) de la relacion diferencial R es una seccion f: V' — X tal que J¢(V) C R.
También se define como soluciones de R las secciones holonémicas F' = J}": V — R. A estas, las
secciones holonémicas, las llamaremos r-soluciones o soluciones r-extendidas cuando no esté clara
la distincion entre soluciones de R como secciones de X (i.e. V — X) o de X (ie. V — X)),

Al espacio de soluciones de R lo denotamos por SolR, al de r-soluciones de R por HolR, y
al de soluciones formales de R por SecR. La r-jet extension vista en la definicién 3.6 da una
correspondencia uno a uno J": Sol’ R — Hol R.

3.3.3. El Principio de Homotopia

Cualquier relacion diferencial admite una relacién algebraica subyacente que consiste en sustituir
las derivadas por variables independientes nuevas, y la solucién de dicha relacion algebraica es lo
que hemos dado en llamar solucion formal. La existencia de soluciones formales de una relacion
diferencial es condicién necesaria para poder resolver de forma genuina R, pero tipicamente no
es condicion suficiente. Ademas, buscar soluciones formales simplifica demasiado la naturaleza del
problema diferencial original. Por eso, fue una enorme sorpresa cuando en la segunda mitad del
siglo XX se descubrié que habia una gran cantidad de problemas y de relaciones diferenciales
geométricamente interesantes para los cuales la existencia de soluciones formales garantizaba como
condicion suficiente la existencia de soluciones genuinas del problema diferencial. A los problemas
que exhiben esta propiedad, decimos que satisfacen un h-principio, y esto se formaliza de la siguiente
manera;

Definiciéon 3.15 (Principio de Homotopia). Decimos que una relacion diferencial R satisface el
h-principio, o que el h-principio se cumple para soluciones de R, si toda solucién formal de R es
homotopica en Sec’R a una soluciéon genuina de R. Es decir, toda soluciéon formal es deformable
homotdpicamente a través de soluciones formales a una soluciéon genuina.

De forma més intuitiva, R satisface el h-principio si toda secciéon del espacio de jets cuya imagen
esta contenida en R se puede perturbar a una seccién holonémica cuya imagen sigue contenida en
R. Hay una versiéon paramétrica para familias de soluciones:

Definicién 3.16. Decimos que R satisface el h-principio uno-paramétrico si toda familia de solu-
ciones formales { f; };er de R que une dos soluciones genuinas fo y f1, se puede deformar dentro de
SecR, mateniendo fo y f1 fijos, a una familia {f} de soluciones genuinas de R.

La nocién de h-principio es una herramienta muy poderosa para probar resultados en Matematicas,
especialmente en topologia y en la teoria de ecuaciones diferenciales. La cuestion es como determi-
nar si un determinado problema satisface el h-principio o no. Ocurre que para muchas relaciones
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diferenciales que tienen su origen en la topologia y la geometria el h-principio parece ser fundamen-
tal, aunque no se satisfaga. De hecho, la Geometria Simpléctica tiene parte importante de su origen
en intentar establecer la frontera entre areas donde se satisface el h-principio y donde no. Resulta
que muchas veces se necesitan herramientas extremadamente sofisticadas para demostrar que no
se satisface, cada una especialmente efectiva en determinados problemas diferenciales. Ya hemos
mencionado en la introducciéon que como métodos generales destacan la aproximacion holondmica
v la integracion conveza.

3.4. Algunos ejemplos nada triviales de aplicacion de Integracion
convexa y del h-principio

Esta seccién no pretende hacer una exposiciéon rigurosa de los conceptos y por tanto se omitiran las
demostraciones. El objetivo es dar una idea del alcance del h-principio y de la integracion convexa.

Primero, es importante mencionar que existen diferentes "grados” o versiones de h-principio segiin
nivel de proximidad que queramos establecer entre las soluciones formales y genuinas. Para una
exposicion detallada de los diferentes tipos de h-principio ver [10] Seccién 6.2. Por coherencia con
lo expuesto, destacamos el h-principio con C°-densidad y el paramétrico. Definimos este tltimo:

Definicién 3.17. El h-principio (multi)paramétrico se satisface en R si la inclusion Hol(R) —
Sec(R) es una equivalencia débil de homotopia.

Hacia mediados del siglo XX la comunidad matematica comenz6 a ganar interés en los espacios
de inmersiones y sus propiedades topologicas, destacando los trabajos de S. Smale, R. Thom y H.
Whitney como parte clave para desarrollar la teoria de inmersiones. Mas tarde, Gromov generaliz6
esta teoria en su libro [13]. Con la intencion de asomarnos a este vasto océano, vamos a ver un par
de resultados. En particular, la definiciéon 3.17 permite resolver un problema muy interesante: la
Paradoja de Smale. La hoja de ruta para llegar a probarla es la siguiente:

Definicion 3.18. Un subconjunto A C R"™ es ample si para cada a € A, el interior del cierre
convexo de la componente conexa a la que pertenece a es R™.

Figura 3.2: Solo el conjunto de la imagen central es ample.

Este concepto lleva a definir relaciones diferenciales ample. En particular, se prueba que Rimm €s
ample y se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3.19 (Gromov 69-73 [12]). Sea R C JY(V, W) una relacion diferencial abierta y ample.

Entonces, R satisface el h-principio paramétrico.

3Como se puede ver en [10] Teorema 18.4.1. una relacion R C X (M abierta y ample satisface, de hecho, todas las
formas de h-principio.
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Aplicacion: Clasificacion de Inmersiones de la 2-esfera. Este teorema implica que la relaciéon
diferencial de inmersiones de una variedad M"™ en Q7 satisface el h-principio paramétrico. Tomando
M" = §* y Q7 = R3 se prueba que mo(I(S%,R3)) = 0, donde I(A, B) denota el conjunto de
inmersiones de A en B. Por tanto, hay una tnica clase de inmersiones de la esfera dentro de R? vy,
en particular, se puede lograr un eversion de la esfera por inmersiones. (Paradoja de Smale).

Otro resultado clasico es el Teorema de Whitney-Graustein.

Definiciéon 3.20. Dos inmersiones se dicen homotdpicamente regulares si existe una homotopia
entre ellas de modo que h(-,t) es una inmersion, V¢ € [0, 1].

Definicién 3.21. Dada una inmersion f: S' — R? tal que ||f/|| = 1, el indice (o winding number)
vesel gradode f': St — S' € R?, i.e. la clase de equivalencia de f’ entendida como un elemento del
grupo fundamental 71(S') = Z. Intuitivamente, es el niimero de vueltas que da la curva f(S!) ¢ R?
alrededor de un determinado punto.

Teorema 3.22 (Teorema de Whitney-Graustein). Ezxiste una homotopia regular entre dos inmer-
siones fo, fi: St — R? si y solo si sus indices coinciden.

En el lenguaje del h-principio, con Rimm = {(z, f, ) € JL(S',R?) | f’ # 0}, se enuncia:

Teorema 3.23. Eziste una homotopia formal entre soluciones genuinas de Rimm St sus indices
coinciden, y el h-principio uno-paramétrico visto en la definicion 3.16 se cumple para Rimm C
J(SY, R?).

En [4] se estudia un Teorema de Ghomi:

Teorema 3.24 (Ghomi, 2007). Sea fo € I(R/Z,R3) una curva con funcidn curvatura kg y sea c
un niimero real tal que ¢ > max Kkg. Entonces, para todo € > 0, existe fi € I(R/Z,R3) de curvatura
constante ¢ tal que

1f1 = foller = lfr = folleo + 11 = folleo < e

Por otro lado, en el campo de la mecanica de fluidos se han adaptado técnicas de integracion
convexa para casos de regularidad baja. En particular, se han adaptado las ideas analiticas de la
demostracién del Teorema de Nash-Kuiper presentada en este texto, y de este modo se han cons-
truido muchas soluciones débiles a este tipo de ecuaciones, especialmente a las ecuaciones de
Euler incompresibles. Véase [23].

El Teorema de Nash-Kuiper que hemos visto con todo detalle en el Capitulo 2, actualmente
también se enuncia y demuestra en el lenguaje del h-principio y la integraciéon convexa y, de hecho,
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se considera uno de los primeros ejemplos de esta teoria. Para una de demostracién detallada se
puede consultar [10] seccion 4 o [6]. Es mas, en 2012 se consigui6 la primera visualizacion del
embedding isométrico del toro plano en R? usando el h-principio y la integracién convexa dentro
del conocido como Hévéa Project, que integra a matematicos tebricos, especialistas en numérico y
expertos en computacion. También han conseguido obtener una visualizacion de la esfera reducida.
En la imagen que incluimos del toro plano se muestran diferentes niveles de corrugaciéon que van
reduciendo el error métrico.

Figura 3.3: Embedding isométrico del toro plano en R3.
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APENDICE A
Embeddings isométricos suaves

Dos afios después del sorprendente resultado del teorema C! (Teorema 2.2), Nash remat6 la cuestion
resolviendo el problema de existencia de embeddings isométricos suaves en su famoso articulo [20].
Consideramos una variedad Riemanniana (M, g) de dimension n y de clase C* con k € NU{oo}\{0}:
aqui significa que la variedad diferencial es C*° (i.e. existe un atlas C* para M) y que en cualquier
carta los coeficientes g;; del tensor métrico en coordenadas locales son funciones C*. El resultado
dice lo siguiente:

Teorema A.1 (Embedding isométrico suave de Nash). Sea k >3, n>1ym = M Si (M, g)
es una variedad Riemanniana C* cerrada de dimension n, entonces existe un embedding isométrico
u: M — R™ de tipo C*.

Observacion A.1.1. Es importante notar que que la regularidad del embedding solo depende de la
regularidad de la métrica, mientras que la cota del espacio euclideo solo depende de la dimensién
de M. Es una cota superior, por supuesto hay casos particulares en los que el embedding se puede
producir en dimensién menor. Lo interesante en cualquier caso es que si la métrica es suave, podemos
embeber la variedad M con toda la regularidad que queramos en un espacio euclideo a lo sumo
W—dimensional, y esto es un punto de diferencia grande respecto al Teorema 2.2.

En [20] Nash abordé también el caso de variedades no cerradas como un corolario del Teorema A.1,
pero con una cota para la codimensiéon méas débil. En particular, afirmé la existencia de embeddings
isométricos para dimension m’ = (n + 1)m. Sin embargo, su demostracién contiene un pequeno
error: realmente probo6 la existencia de una inmersién isométrica, pero se puede corregir facilmente
usando las mismas ideas a costa de aumentar m/'.

Corolario A.1.1 (Embedding isométrico suave, caso no cerrado). Sea k >3, n > 1,

n(3n + 11)

5 Y m" =m' +2n +2.

m' =m+1)m=mn+1)

Si (M, g) es una variedad Riemanniana C* de dimension n, entonces existe una inmersion CF
’ i i L. "
v: M — R™ y un embedding isométrico C* u: M — R™" .

La dimension del espacio ambiente en estos teoremas se ha rebajado en posteriores trabajos de
Gromov y Glnther. Ademés, una cuestion importante es que estos teoremas hablan de existencia

de embeddings isométricos, por lo que filoséficamente estan mas en la linea del Corolario 2.4.1,

39



40 Embeddings isométricos suaves

mientras que el Teorema 2.2 nos habla de C°-densidad de embddings isométricos en el espacio de
embeddings cortos. En esta linea, Gromov y Rokhlin demostraron por primera vez que cualquier

aplicaciéon corta sobre una variedad Riemanniana compacta se puede aproximar por embeddings
n(n+1)

isométricos de clase C* si la dimension del espacio euclideo es no menor a —5— + 4n + 5. Esta
cota fue rebajada de nuevo por Gromov en [13] a % + 4n + 3, y después por Gilinther a

w +méx{2n,5}. Si g es analitica real y m > @—1—271—1—3, entonces cualquier embedding corto

a R™ se puede aproximar uniformemente por embeddings isométricos analiticos. Estos teoremas se
aplican también a variedades no compactas pero es mas sutil.

Llevando mas al extremo la cuestiéon de la regularidad, Jacobowitz extendié el Teorema de Nash
a métricas C*? probando la existencia de embeddings C**#, para k 4+ 8 > 2. Sin embargo, el caso
de métricas C? es a dia de hoy un problema abierto. Conviene observar que Killen mejor6 los
métodos de Nash para el Teorema 2.2 para demostrar la existencia de embeddings isométricos de
clase C1® para o < # cuando k + 8 < 2. Por tanto, la existencia de embeddings isométricos C?

para métricas C2 parece ser la tltima conquista.

La idea de Nash para demostrar el Teorema A.1 fue usar el método de Newton para probar la
existencia de solucion del sistema 2.2. Como el método estandar no converge en este sistema,
porque se produce un fenémeno conocido como pérdida de derivabilidad, Nash us6 unos operadores
de suavizado definidos por convolucién. Se llama método de Newton con poscondicionamiento.



APENDICE B
Producto tensorial en R"

Definicion B.1. Sean a € R",b € R™, definimos a ® b = (a;b;); ; € R™*™.

Este producto tiene las siguientes propiedades:

(a®b)! =b®a.

(a ®b)v = (b,v)a. Razon:
(a @by = (X, arbivi, ..., ™ anbivi)” = (ar(b,v), ..., an(b,v))T = (b, v)a.
» Dada C € RF¥*™ se tiene C(a ® b) = (Ca) ® b, ya que:
C = (cij), a® b= (a;b;), CD = (37}_, cijdjk )ik, para D € R™™, por tanto:
Cla®b) = (¥, cz-jajbk)M = ((Ca)iby); ;, = (Ca) @b.
De modo similar: (a ® b)C = (CT(b® a))T = ((CTh) ® )T = a® (CTY).
» (a®b)(c®d) = (b,c)a®d. Se deduce de las dos anteriores.

= Si vemos a la matriz a ® b como aplicacion lineal sobre R”™, si tiene que
ker(a ® b) = {v € R™ : (b,v) = 0}, ya que:

Por definicién, ker(a ® b) = {v € R™ : (a ® b)v = (b,v)a = 0}, y suponemos a # 0.

o tr(a®d) =", aid; = (a,d). En particular, tr(a ® a) = ||a||?.

Sea € = {e1,e2,...,e,} la base canonica de R", entonces €' = {e; ® e;}; j=1,.n s una base trivial
para el espacio de matrices R"*". También se tiene que {e; ® e + e; @ €;}; j—1,..n €s una base del

. . . , . nxn
espacio de matrices simétricas Rsym.

A continuacion, enunciamos un resultado muy interesante sobre la diagonalizacién de matrices.

Proposicion B.2. Sea A € RE" y sea B = {&1,&2,...,&,} una base de autovectores de A con

ym
autovalores asociados A;,© = 1,...,n. Entonces se tiene que:
n
(B.1) A=D"N&E®E.
i=1
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Demostracion. Definimos la aplicacion lineal f : x — Axz. Entonces se tiene que la matriz asociada
a f en la base € es M¢(f) = A ya que:

ai1 aln
Me(f) o= | flele- o [flealle | = & ... @ | =4
=Ae =Aep, QAnpl Apn

Por otro lado, es un resultado clasico de Algebra lineal que la matriz de cambio de la base € a la
base B, Mgy := Mg (id), es una matriz ortogonal, luego MEB} = MQT%. Ademas, Mg% = Mge y
Mype = ([gl]@ R [gn]ﬁ) = (’517 cee >§n)
Puesto que €’ es la base canénica de R™*™, escribimos:
A1 n
My (f) = ZZ/\Z@@ei.
b i=1

Con esto, tenemos que:

Me(f) = MpeMsp(f)Mes = Mpe (Z Aie1 ® €i> Mes
i=1

= Z Ai(Mpee;) ® (Mépe;) = Z Ai&i @ &;. O
i1 i1



APENDICE C

Algunos resultados mas de geometria
Riemanniana

Definicién C.1 (Cubrimiento localmente finito). Sea (X, 7) un espacio topologico, una colecciéon
B de subconjuntos de X se dice localmente finita en X si cada punto de X tiene un entorno que
interseca con un numero finito de elementos de 8.

Lema C.2. Sea {Ay} un cubrimiento de una variedad M de dimension n por conjuntos abiertos.
Entonces, existe un refinamiento numerable localmente finito {(U;, i)} formado por entornos coor-
denados con ;(U;) = BE(0), para todo i = 1,2,... y tal que V; = ¢; (B}(0)) C U; también cubre
M.

Demostracion. Sea una base numerable de abiertos {P;}, P; compacto. Definimos una sucesion de

conjuntos compactos K1, Ko, ... como sigue: K1 = Py vy, si suponemos K1, ..., K; definidos, sea r
. r .

el primer entero tal que K; C Uj:1 Pj. Definimos Kjy1 como

Kiy17=PiUPyU---UP, =P U---UP,.

Se tiene que IO(Z-H contiene a K;. Para cadai = 1,2,..., tomamos el conjunto abierto (IQ(HQ\KZ-,l)U
A,. En torno a cada p elegimos un entorno coordenado (Up q, ¢p.a) contenido dentro del conjunto
anterior y tal que ¢, o(p) = 0y ©pa(Upa) = B5(0). Sea V, o = np;a(B{‘(O)), observamos que
también estan contenidos en (ID(Z-+2 \ K;—1)NA,. Ademas, si dejamos variar a p, a, un ntmero finito
de conjuntos de la coleccion {V, o} cubre Kjiq \Kz, pues este es un conjunto compacto cerrado.
Denotamos a estos conjuntos V; i, con k& marcando los conjuntos en esta coleccion finita. Para cada
i=1,2,... el indice k£ toma un ntmero finito de valores, por lo que la coleccion V; j, es numerable.
La reenumeramos como Vp, Va, ... y denotamos (U, ¢1), (Uz, ¢2), . . ., los entornos coordenados que
los contienen. Estos titimos satisfacen las condiciones buscadas. De hecho, para cada p € M hay
un indice ¢ tal que p € I%'i_l pero por la definicion de Uj, V; esté claro que solo un ntimero finito
de estos entornos interseca con K;_j. Por tanto, {U;} y también {V;} son cubrimientos localmente
finitos que refinan el cubrimiento {A4}. O

Definiciéon C.3. Llamamos al refinamiento (U;, V;, ;) obtenido en este lema cubrimiento regular
de entornos coordenados subordinado al cubrimiento de abiertos {A,}.

43



44 Algunos resultados mas de geometria Riemanniana

Definicion C.4 (Particion de la unidad). Una particion de la unidad C* es una coleccion de
funciones { f;} C* definidas sobre M con las propiedades siguientes:

(i) fi > 0en M.
(ii) {sop(fi)} forma un cubrimiento localmente finito.

(iii) >, fi(p) =1 para todo p € M.

La particion de la unidad se dice subordinada a un cubrimiento de abiertos {A,} de M si para
cada 7, hay un A, tal que sop(f;) C Aq.

Teorema C.5. Asociada a cada cubrimiento reqular {(Ui, Vi, i)} de M hay una particion de la
unidad {f;} tal que f; > 0 en V; = ¢ Y (B1(0)) y sop(f;) C ¢; ' (Ba(0)). En particular, cada
cubrimiento por abiertos { Ay} tiene una particion de la unidad subordinada.

Demostracion. Sea § una funcién bump en R” que vale 1 en B} (0) y 0 en R\ B%(0). Definimos

o go%a Ul
7o, MAT;

Es una funciéon C*™ en M, tiene su soporte en p~1(B%(0)), vale 1 en V; y no se anula nunca. De
estas propiedades y del hecho de que {V;} es un cubrimiento localmente finito de M, vemos que

= i=12,..
son las funciones buscadas. O

Con estos resultados se puede demostrar el siguiente interesante teorema:

Teorema C.6. Es posible definir una métrica Riemanniana C*° en cualquier variedad Riemanniana
C™.

Véase 3] Teorema (4.5) p. 193.
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