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Resumen

En este trabajo discutimos las ecuaciones de MHD que gobiernan los plasmas no
viscosos. En particular, primero deducimos las ecuaciones de Euler y Maxwell a partir
de principios fisicos basicos, para luego ensamblarlas a través de la fuerza de Lorentz
y la ley de Ohm, llegando a las ecuaciones de MHD para fluidos no viscosos. Después,
discutimos los invariantes en los casos resistivo e ideal, interpretando topolégicamen-
te la helicidad magnética. Equipados con este conocimiento, abordamos también la
famosa Teoria de Relajacion de Taylor, que postula el comportamiento a largo plazo
de estos sistemas, manifestando el principio fisico de auto-organizacién. Finalmente,
en los apéndices describimos dos situaciones fisicas modeladas por estas ecuaciones:
la fusién nuclear y las llamaradas solares.

Abstract

In this paper we discuss the equations of MHD describing non-viscous plasmas.
In particular, we first deduce Euler’s and Maxwell’s equations based on basic physical
principles and then we put them together using Lorentz force and Ohm’s law, reaching
MHD equations. After that, we discuss the invariants in both resistive and ideal cases,
studying the topology of magnetic helicity. With this understanding, we then adress
Taylor’s famous theory of plasma relaxation, which postulates the long-term behavior
of these systems, showing the physical principle of self-organization. Finally, in the
appendices we present two physical situations modelled by these equations: nuclear
fusion and coronal loops.
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CAPITULO 1

Introduccion

La magnetohidrodinamica (6 MHD) es la disciplina que estudia el comportamiento
de fluidos que son buenos conductores de la electricidad, en presencia de un campo
magnético (a escalas macroscopicas). Algunos ejemplos de fluidos magnetizados son
los metales liquidos y los plasmas; estos dltimos constituyen el ejemplo canénico de
fluido magnetizado. Dos regimenes de particular importancia son la fisica del sol (solar
physics) y la fusion nuclear.

Historicamente, el estudio de la dindmica de fluidos (Euler y Navier-Stokes) y de las
ondas electromagnéticas (Maxwell) siempre han sido ramas separadas. Sin embargo, la
aparicion de MHD cambia esto por completo. Esta disciplina surge ya entrado el siglo
XX, de la mano del fisico Alfvén, quien en 1942 hace una publicacién en la que usa por
primera vez la palabra magnetohidrodindmica [1]. En esta publicacion, que mas tarde
le llevé a recibir el premio Nobel de Fisica en 1970, predecia la existencia de lo que
llamaba ondas de Alfvén y sugeria por primera vez que las ondas electromagnéticas
podian estar sujetas a medios conductores, uniendo asi la dindmica de fluidos y el
eletromagnetismo. No fue hasta 1958 cuando estas ondas de Alfvén se detectaron por
primera vez en los laboratorios y, a partir de ese momento, la teoria de MHD comenz6
a estudiarse exhaustivamente.

Matematicamente, las ecuaciones de MHD combinan las ecuaciones de Navier-
Stokes (Euler en el caso no viscoso) con las de Maxwell. El objetivo del trabajo es
deducir las ecuaciones de MHD en el caso no viscoso, estudiar sus invariantes y su
comportamiento a largo plazo (teoria de la relajacion), y exponer algunas aplicaciones
que aparecen en los apéndices.

Por tanto, en el capitulo 2, comenzamos explicando las ecuaciones de Maxwell y
Euler a partir de principios fisicos fundamentales (leyes de Faraday, Ohm y Ampere
y conservacion de la masa y el momento). Para poder ensamblar el movimiento del
fluido y el campo magnético, estudiamos la fuerza de Lorentz. Por tultimo, sobre esta
base, deducimos las ecuaciones de MHD en el caso no viscoso (escogiendo viscosidad
nula) con el objetivo de aligerar la notacion. Lo hacemos para el caso resistivo y para
el caso ideal. En este capitulo serd importante el analisis dimensional.

Una vez tenemos las ecuaciones, en el capitulo 3 investigamos las invariantes de
MHD, tanto para el caso resistivo como para el ideal. En este capitulo es interesan-



2 Introduccién

te observar que la complejidad de las ecuaciones proporciona nuevos invariantes. Un
invariante de especial importancia es la helicidad magnética, que representa cémo de
entrelazados estan los tubos magnéticos. Este sera el personaje principal de este capi-
tulo y el siguiente, por lo que, al final de esta seccién, presentamos su interpretacion
topologica, siguiendo la filosofia de K. Moffat.

El capitulo 4 esta dedicado a la relajacion del plasma. El objetivo es comprender
el comportamiento de MHD a largo plazo. Para ello, el concepto clave que manejan
los fisicos es el de auto-organizacion de los plasmas turbulentos: estos plasmas evolu-
cionan hacia estados de equilibrio y, en estos estados, hay ciertas propiedades que se
mantienen invariantes, independientemente de como se haya preparado el sistema. En
el contexto de MHD, se manifiesta como la teoria de la relajacion de Taylor, teoria
que no esta rigurosamente verificada. En este capitulo discutimos su relacién con los
estados de equilibrio de MHD y los distintos argumentos que la sustentan. Este es un
tema de investigacién actual, y los éxitos son parciales. A dia de hoy no se ha podido
probar la existencia de limites de las ecuaciones resistivas que preservan la helicidad
y disipan la energia [7].

Finalmente, en el primer apéndice A presentamos dos dispositivos de confinamiento
magnético del plasma: el tokamak y el pinch de campo invertido (RFP). El dltimo
representa uno de los éxitos de la teoria de relajaciéon de Taylor, por lo que nos
basamos en ella para estudiar su comportamiento. Naturalmente, este apéndice es
més descriptivo y no entramos en dar rigor a los argumentos fisicos.

Para concluir, anadimos un apéndice B sobre el fenémeno de reconexidn magnética,
quizés el misterio mas importante de la teoria de MHD, que todavia estd muy lejos
de ser comprendido. Sin embargo, es responsable de fenémenos bien conocidos como
las llamaradas solares o las auroras boreales.

A lo largo de todo el trabajo se utilizaran una serie de identidades vectoriales que
mencionamos a continuaciéon. En ellas, se usara la siguiente notacién. Siendo A, B, C
campos vectoriales y ¢ un campo escalar, denotamos por V - A a la divergencia del
campo A, VA a su matriz jacobiana y A -V a la derivada direccional en la direccion
de A. Usamos Vi para el gradiente de ¢ y A% para referirnos a ||A||?. El producto
tensioral de A, B lo denotamos por A ® B.

Vx(VxA)=V(V-4)-V?A=V(V-A) - AA
(Vx A)x A= -V(A%/2) + (A-V)A
V- (A®B)=A(V-B)+(B-V)A

AxB=—-BxA (1.1)
Ax(BxC)=B(A-C)-C(A-B) (1.2)
A-(BxC)=B-(CxA)=C-(AxB) (1.3)
V- (Ap)=p(V-A)+ AVyp (1.4)
V- (AxB)=(VxA)-B-—A-(VxB) (1.5)
Vx(AxB)=A(V-B)-B(V-A)+(B-V)A—(A-V)B (1.6)
Ax(VxB)=A-VB—-(A-V)B (1.7)

(1.8)

(1.9)

1.10)

—
—
(=)



CAPITULO 2

Deducciéon de las ecuaciones de
MHD

En MHD, las ecuaciones que describen el comportamiento del fluido son las ecua-
ciones de dindmica de fluidos y las de Maxwell. Por ello, dedicaremos este capitulo a
presentar estos grupos de ecuaciones y entender su significado. Una vez hecho esto,
veremos algunas formas més simplificadas que pueden tomar debido a las suposiciones
del régimen de MHD. Por dltimo, una vez explicadas por completo todas las ecua-
ciones de las que partimos, las usaremos para deducir las ecuaciones de MHD, tanto
para el caso resistivo como para el caso ideal.

2.1. Ecuaciones de Euler, Maxwell y Ohm

2.1.1. Ley de Ohm

La ley de Ohm es una ley fisica que relaciona el campo eléctrico E con la densidad
de corriente J . Esto se puede expresar como E + (u x B)/c = R, donde R representa
diferentes versiones de la ley de Ohm segun las suposiciones que estemos haciendo.

A lo largo de este trabajo, s6lo consideraremos los casos en los que R = nJ,
donde 7 es la resistividad. Esto corresponde al caso resistivo. Estudiaremos también
el caso particular, y de gran importancia, en el que el fluido se considera un perfecto
conductor (caso ideal), tomando su resistividad como nula, lo que hace que R =0 .

Para deducir las ecuaciones de MHD, consideraremos el caso resistivo en primer
lugar, y més tarde estudiaremos el caso ideal.

2.1.2. Ecuaciones de Maxwell

Las ecuaciones de Maxwell son un grupo de ecuaciones diferenciales que describen
el campo electromagnético (E, E), donde E es el campo eléctrico y B es el campo
magnético. A continuacién deduciremos una a una estas ecuaciones y, mas adelante,
daremos una version mas simplificada de ellas, que es la que nos interesaré a la hora
de deducir las ecuaciones de MHD.



4 Deduccién de las ecuaciones de MHD

Deduccion de las ecuaciones de Maxwell

Para deducir las ecuaciones de Maxwell, tomaremos como base varias leyes fisicas
bien conocidas. Sean €y la permitividad eléctrica y g la permeabilidad magnética en
el vacio (en otros medios cambian), relacionadas a través de la expresion epug = 1/c?,
donde c¢ es la velocidad de la luz (en el vacio).

1
dmeo [ 2]]*”
en el origen. Sea S5 = AB;(0) la superficie de una esfera centrada en el origen
de radio §. Podemos calcular

= Paso 1: Consideremos la ley de Coulomb E= donde ¢ es una carga

Eds = 2. (2.1)

Ss €0
e Si V es una region sélida compacta que no contiene al origen, entonces
V- E =0 para ¥ # 0. El teorema de Gauss (o de la divergencia) establece
que fv V-FdV = fdv F-ndS. Ahora, usando el teorema de Gauss, tenemos

que favﬁ -ndS =0.

e Sea V es una region solida compacta que contiene al origen. Entonces, si
aplicamos lo anterior a V — Bj(0), tenemos Jov E -ndS = fSa EdS = q/e,
usando 2.1.

En el caso de que haya varias cargas, sumamos los resultados correspondientes
a las diferentes leyes de Coulomb, obteniendo |, oy E-ndS = Q/eo, donde Q es
la carga total dentro de V.

Supongamos que hay una densidad de carga p, de manera que en cada regiéon
solida R la carga es fR pdR. Entonces, usando el teorema de Gauss, tenemos

E-ndszQ:1/ pdV:>/(V-E—p)dV:O.

oV €0 € Jv 174 €0

Imaginemos que el integrando no se anula en un punto y pongamos que, en
este punto, es positivo. Como el integrando es continuo, hay un entorno positivo
en el que no se anula. Entonces, la integral sobre este entorno no nulo sera
también no nula, lo cual es una contradiccion. Por tanto, como V es arbitrario,
concluimos que el integrando debe ser nulo y obtenemos asi la llamada ecuacién

de Poisson:

V- E =p/e (2.2)

» Paso 2: Los experimentos nos sugieren que el campo magnético (en el caso
estético) se comporta de forma parecida al campo eléctrico, por lo que podriamos
repetir los argumentos anteriores, llegando a una especie de “ley de Coulomb
para el campo magnético™ V - B = 47 pp,, donde p,, es la densidad de carga
magnética. Sin embargo, lo que ocurre en la realidad con el campo magnético
es que las cargas parecen venir en parejas (son dipolos), lo que hace que las
cargas totales sean nulas. Por tanto, con p,, = 0 en la “ley” anterior, se obtiene
la llamada ecuacién de Gauss para el magnetismo:

(2.3)
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» Paso 3: Si movemos un iméan dentro de una espira conductora ( a la que llama-
mos C), las cargas circularan dando lugar a una corriente eléctrica. Cuanto mas
rapido movamos nuestro iman, mayor sera el efecto. Entonces (para un sentido
de giro negativo) vemos que se cumple que

/ Jof - / BdS, donde C = 95.
c dt Js

Usando el teorema de Stokes en el término de la izquierda e introduciendo la
derivada dentro de la integral en el término de la derecha,

/VxEdS:—/agdS:>/(Vx5+a§)dS:O.

De nuevo, para que esta integral sea nula, es necesario que el integrando sea
nulo y, por tanto, obtenemos la ecuacién conocida como la ley de Faraday:

B o -
E=—-——"RB 2.4
V x T (2.4)

s Paso 4: La ley de Ampere nos dice que “una corriente eléctrica crea un campo
magnético con circulacién proporcional a su intensidad”. Como la corriente eléc-
trica es pil, donde p es la densidad de corriente y # la velocidad, esto podriamos
interpretarlo como

/g-cﬁ:uo/pﬁ-cﬁ, donde C' = 98S.
C S

Usando el teorema de Stokes, obtendriamos que V X B = Hopi. Sin embargo,
esto contradice el principio de conservacién de la carga: las cargas en una region
solida V' s6lo pueden perderse por la superficie frontera V. Por ello, la variacion
de la carga en V debe estar compensada con el flujo de cargas a través de OV,
cumpliéndose que

d
— [ pdS = —/ pudS
dt Jy oV
y, por el teorema de Gauss, tenemos que Oip = —V - (pid).

Esto contradice a V x B = wopt (porque la divergencia del rotacional es siempre
nula pero p puede variar con el tiempo). Para escapar de esta paradoja, lo
que hizo Maxwell fue suponer que a V x B = popt le faltaba un término M
(imperceptible en los experimentos), esto es, V x B= Hopd + M. gara que esto

I

sea coherente con V- (V x E) = 0, debe cumplirse que V- M = pg TR

Eligiendo
M = eouodE /Ot, obtenemos la ley de Ampere-Maxwell:

V x B = pgpii + eopodE /0t (2.5)




6 Deduccién de las ecuaciones de MHD

Asi, tenemos que las ecuaciones de Maxwell son:

v.F =L
€0
V-B =0
. o -
VxE = ——
% Bt
_ . OE
VxB = NOPU‘FGOHOE-

Estas ecuaciones no estan escritas en su forma mas comun, por lo que vamos a rees-

cribirlas en términos de la velocidad de la luz. Para ello, recordemos que, en el vacio,

€ = ﬁ, o = 60%. Ademés, nos interesa sustituir J = pu. Asi, llegamos a:

V-E = 4d7p
V-B =0
. OB
E = 22
V x T
- 4 1 0E
VxB = — -
x c? c? Ot

Si reescalamos el campo magnético con B’ = B/c, obtenemos las ecuaciones de Max-
well (en su forma més comun):

V-E = 4mp (Poisson)
V-B=0 (Gauss)
o 108
VxE = S (Faraday)
- 4 10E
VxB = “J+ 19F (Ampere-Maxwell)
c c Ot

Simplificacién de la ecuacién de Ampere-Maxwell

Ahora que ya conocemos las ecuaciones de Maxwell, vamos a dar una version mas
simplificada de ellas basada en las suposiciones del régimen de MHD: consideramos
velocidades no relativistas. Esto es, siendo ¢ la velocidad de la luz y u la velocidad
del plasma, en una situacién normal, tenemos que u es mucho mas pequena que la
velocidad de la luz, luego u? << ¢?. Basandonos en esta suposicion, vamos a simplificar
la ecuacién de Ampere-Maxwell, donde al daltimo término lo llamaremos “corriente de
desplazamiento”. Usaremos lo siguiente:

1. Sean [y la escala de longitud y ¢y la escala de tiempo. Tenemos que u ~ ly/to,
luego 1/tg ~ u/lp.

2. Ademas, se tiene que |V x B| ~ |B|/lp.
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3. Recordemos que F = u X B.

En primer lugar, consideremos la corriente de desplazamiento:

10E 1E1 1u_31 u Jul> !B|2\u|2
T a2~ = .2 |ul-IBl = = V x B 2.6
2ot 2ty 2l 2 oy R 7| : (26)

Ahora, considerando la ecuaciéon de Ampere-Maxwell 2.5 y usando lo anterior,

1 0E 2,6 |u|2

,qu:—C—zat +VxB= 5|V X B|+V x B.

Como u?

2
—|—|V x B| puede ser despreciado con respecto a V x B, recuperando asi la ley de
c?

<< 2, el cociente |u|?/c? se hace muy pequefio y, por tanto, el término

Ampere original (que usaremos en la deduccion de MHD):
w =V x B (2.7)

2.1.3. Ecuaciones de Euler

Las ecuaciones de Euler son un grupo de ecuaciones que describen el movimiento
de un fluido compresible no viscoso. Supongamos que en tiempo ¢t = 0, el fluido se
identifica con un abierto y ¢ RN y consideremos una particula a € €. Pasado un
tiempo t, el fluido se mueve hasta ;. Esto lo expresamos a través de la aplicacion
M; o Qp — Q. A medida que el fluido se mueve, las particulas toman nuevas
posiciones, de forma que en tiempo t, la particula a tiene posicion x = X(a,t). Asi es
como se describe la coordenada lagrangiana de a. Pero el comportamiento del fluido
también lo podemos estudiar en un punto x como funcién de tiempo t; esta es la
coordenada euleriana.

D
= Ecuaciéon de continuidad de masa: Fi +pV-u=0

Consideremos un fluido con masa M (Q,t) = th p(x,t)dz. Sabemos que la masa
ni se crea ni se destruye, luego se conserva, esto es, la masa en tiempo ¢t = 0

debe ser igual a la masa en cualquier t. Esto lo podemos escribir de la siguiente
forma: [, p(a,0)da = [, p(v,t)dz.

Otra manera de expresar la conservaciéon de la masa es decir que la masa no

varfa con el tiempo, lo cual podemos escribir como — fQ x,t)dr =0 V.

Considerando la expresion anterior, podemos hacer un cambio de coordenadas
eulerianas a lagrangianas. Esto requiere introducir el jacobiano de M; como
L om

7 Qay

(). Asi, se tiene
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Introduciendo la derivada dentro de la integral y usando la regla de la cadena,

o, Dgt(p(%(a,t),t) “|J])da = /QO < |J| + DD’i|> da.

D D 0
Aqui, la derivada Di denota la derivada material, definida como Di = —+u-V.

ot

Se puede hallar la derivada material del determinante del jacobiano, obteniendo

D
como resultado E|J| = (V - u)|J|. Por tanto, se tiene que

D|J| Dp Dp
da = da = dx.
/Qo( |J|+p Dt> a= / <Dt+pV u>|J\a / <Dt+pv u> x

Como hemos comenzado diciendo que la derivada era cero, esta tltima integral
debe ser cero. Entonces, el integrando debe ser nulo (ya que si no lo fuera, la
integral no podria ser nula, como ya se ha visto). Por tanto, llegamos a que
Dp/Dt + pV - u = 0, que es la ecuacion de continuidad de masa.

D Jx B
Ecuacién del momento: pFQZ =—-Vp+ .

+rg

Esta ecuacion describe el momento de un fluido, que se define como pu. La
ecuacion del momento se deriva de la segunda ley de Newton de movimiento,
la cual establece que el momento es conservado por un sistema de masas si
no hay ninguna fuerza actuando en el sistema. Esto lo podemos expresar co-

mo T th pudx = fuerza. Haciendo algunas transformaciones, obtenemos que

pDu/Dt = fuerza. El segundo término corresponde a todas las fuerzas actuando
en el cuerpo, tanto sobre su superficie como en el volumen. Algunos ejemplos de
las fuerzas que se suelen considerar son las siguientes:

- La presion, actuando sobre la superficie. Obtenemos asi el término —Vp.
- La gravedad, pg.

- La viscosidad, V -0, donde ¢ es el tensor de tension viscosa. Para nuestra
deduccidén de las ecuaciones de MHD, vamos a ignorar la viscosidad, con el
objetivo de aligerar la notacion (por ello nos basamos en las ecuaciones de
Euler, en vez de partir de las mas generales ecuaciones de Navier-Stokes).

- La fuerza de Lorentz. Esta fuerza aparece cuando un fluido esta cargado
y viene dada por F = q(E+ux B) = gE+J x B, donde J es la densidad de
corriente dada por J = qu, u es la velocidad de la carga y ¢ es la densidad
de carga eléctrica del fluido.

Sin embargo, en MHD vamos a despreciar el término ¢F. Veamos por qué po-
demos hacer esto. Consideremos las ecuaciones de Ampere y Poisson y la ley
de Ohm, donde ahora tendremos la densidad de carga q. Vamos a realizar un
analisis dimensional.

Por un lado, de la ecuaciéon de Poisson 2.2 tenemos

E logq
4 _v.E~n” —=E~_ lopoc?q, (2.8)
€0 lo €0
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donde hemos usado que ¢y = 1/c% .

Por otro lado, consideramos la ley de Ohm E + (u x B)/c = n.J. Ahora, tenemos
que la resistividad 7 es inversamente proporcional a la conductividad, luego
cuando la conductividad tiende a infinito, la resistividad tiende a 0 y asi n — 0,
por lo que

E =~ |u|-|B|. (2.9)

Ademas, considerando la ley de Ampere original 2.7, tenemos que

|BJ”

1
JxB=—(VxB)xB~ . (2.10)
Mo polo
Usando los anteriores argumentos 2.8, 2.9, se tiene que
oo El2s aF® 20 quf’|BP _ [uf’|B)
E  lopoc?q lopoc?q loptoc?
Considerando velocidades no relativistas, esto es u << ¢ (por lo que “é—f se hace

muy pequeno), obtenemos lo siguiente:

g 1B |BE 20

J x Bj.
¢ polo Holo | |

Por tanto, podemos despreciar el término ¢FE respecto al término J x B, como
queriamos ver.
D
= Ecuaciéon de la energia: Eil + Llpv -u = nJ?%, donde v es la
’7 — [e—
proporcién de calores especificos.

2.2. Deduccién de las ecuaciones de MHD

Una vez conocidas las ecuaciones de Euler y Maxwell y la ley de Ohm en las
versiones que queremos utilizar, vamos a ensamblarlas para deducir las ecuaciones de
MHD. Asi, consideremos el siguiente grupo de ecuaciones:

D
l+pV-uzO
Dt
Du Jx B .
Por = —Vp+ + pg —  Ecuaciones de Euler
D p g
= &5 4 _ cu = nJ?
Dty—1 v 1pV w=n
E+UXB:17J} — Ley de Ohm
c
8tB+CV><E:O
V x B = 4—7TJ — Ecuaciones de Maxwell
c
V-B=0
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Deduccién de las ecuaciones de MHD

s Paso 1: La densidad de corriente J y el campo eléctrico E estan dados en

términos del campo magnético y la velocidad, por lo que podemos eliminarlos
del sistema. Consideremos

JxB 1 B2 1
=—(VxB)xB=-V|(—|+—(B-V)B. (2.11)

8 47
Aqui hemos usado la ecuacion de Ampere 2.7 y la identidad vectorial 1.9. Po-
demos ver que la fuerza generada por campo magnético B en el fluido tiene dos

componentes:

¢ Ar

e La primera componente es el gradiente de la densidad de un campo mag-
nético.

e La segunda componente es la fuerza de flexiéon de las lineas de campo. Si B
es constante a lo largo de lineas del campo magnético, entonces B-VB = 0.
Esto ocurre cuando las lineas son rectas; cualquier curvatura en el campo
magnético activa esta fuerza.

Paso 2 (caso resistivo): Ahora consideremos la ecuacién de inducciéon de
Faraday, la ley de Ampere y la ley de Ohm.

10B

° Faraday:VxE——%t:>8tB+cV><E—O
C

e O E+ X8 gy X8

4
oAmpere:VxB:—WJ:>J:£V><B
c 47

En primer lugar, introducimos la ecuaciéon de Ohm en la ley de Faraday:

B
OB + cV x (nJ—“XC >:0.

Ahora, reorganizando los términos, obtenemos que
OB -V x (ux B)=—cnV x J.

Por dltimo, usamos la ley de Ampere para reemplazar la corriente, obteniendo:
c c2n
8B~V x (ux B) = —enV x (—VXB>:—V>< g« B).
4 4

En consecuencia, tenemos que las ecuaciones de MHD resistiva son las siguientes:

Dp
E'FﬂVU—O
Du 1
— = — — B)x B
PDi Vp+47r(V>< ) X B+ pg
D p gl ky 2
Z T g, = O B
Dt7—1+ _1qu 471'|v>< |
cn
atB—Vx(uxB):—Vx(k‘anB),conkn:T
m

V-B =0 (2.12)
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» Paso 3 (hacia el caso ideal): La penultima ecuacion se llama ecuacion de
Induccién para MHD.

e Por una parte, usando la identidad 1.6 el término de la izquierda se puede
escribir como

Vx(uxB)=—(u-V)B+ (B-V)u—(V-u)B+ (V- B)u,

donde para el altimo término tenemos (V - B)u = 0, por la ley de Gauss.

e Por otra parte, usando 1.8, podemos escribir el término de la derecha como

~V x (k,V x B) = —=k,V(V - B) + k,V*B = k,AB

2
donde £, = Z—n es el coeficiente de difusion.
7

Por tanto, podemos escribir la ecuaciéon de induccion de MHD (para el caso de
MHD resistiva) como

B+ (u-V)B—(B-V)u+ (V- -u)B = k,AB. (2.13)

= Paso 4 (caso ideal): Podemos estimar &, usando un parametro adimensional:
VL 4nVL
el namero de Reynolds magnético, R, = T a2 El caso de nimeros de
n cm
Reynolds magnéticos grandes (R, >> 1) es especialmente interesante ya que
la resistividad 7 es inversamente proporcional al nimero de colisiones. En estos
casos, la resistividad puede ignorarse, lo que da lugar a las ecuaciones ideales de
MHD, en las cuales “el plasma es ideal como un fluido (cumpliendo las ecuaciones

de Euler) y como un conductor (con resistividad eléctrica nula)”.

En consecuencia, tomando 1 = 0, las ecuaciones de MHD ideal nos quedan como:

D
F’;%—pv-u =0 (masa)
Du 1
Por = —Vp + E(V X B) x B+ pg (momento)
D
thj +vV-u =0 (energia)
B—-Vx(uxB) =0 (induccion)
V-B =20 (Gauss) (2.14)

En este caso ideal, la ecuacion de la energia (o de la presion) puede eliminarse
del sistema. Esto es asi debido a que se puede probar que pp~7 es constante a lo
largo de trayectorias lagrangianas y, entonces, se puede elegir pp~7 = C como
solucion de la ecuacién de la presion. En palabras técnicas, podemos suponer
que el plasma es isentropico (ver 3.2.2). Por ello, se podra reemplazar la ecuacion
de la presiéon por la relacion p = C'p7.

Ahora podemos considerar dos casos distintos: cuando el fluido es compresible y
cuando no lo es. Un fluido se dice compresible cuando su densidad puede variar,
e incompresible si las variaciones de su densidad son despreciables.



Deduccién de las ecuaciones de MHD

e Caso ideal compresible

Dp
ﬁ+pv-u =0
Du 1
ru - — O
P Dy Vp+47T(V><B)><B+pg, donde p = Cp
B—-Vx((uxB) =0
V-B =0

e Caso ideal incompresible

Por una parte, para un fluido incompresible tenemos que la densidad no
varia, luego es constante (a lo largo de trayectorias lagrangianas), por lo que
su derivada seré cero. Entonces, usando la ecuaciéon de masa, tenemos que
V-u = 0 (que sera nuestra primera ecuacion). Al ser constante, asumiremos
p =1

Por otra parte, nos conviene usar dos ecuaciones que ya hemos visto: la
ecuacion 2.11 y la ecuacion de induccién 2.13.

o Usando 2.11, la derivada material % = 0w+ (u - V)u, la identidad
1.9 y dividiendo entre p, nos queda la segunda ecuacion de la forma
Ou+ (u-V)u = =VP+ FlpB - VB + g, donde hemos definido P =
p~'(p+ B?/87).

o Considerando 2.13, donde tomaremos k, = 0 (ya que en MHD ideal
n=0), V-u =0 (ya que estamos en el caso incompresible), obtenemos
la tercera ecuacion ;B + (u-V)B — (B - V)u = 0.

Por tanto, para el caso ideal incompresible de MHD, tenemos:

Veu =20
1
ou+u-Vu = —VP—i—EB-VB—i—g

B+ (u-V)B— (B-V)u =
VB =0




CAPITULO 3
Invariantes de MHD

El régimen de MHD es especialmente interesante debido a que presenta una serie
de invariantes. En este capitulo se estudiara la conservacién de estas cantidades en el
caso resistivo, asi como las mas especiales del caso ideal.

3.1. Leyes de conservacion global en MHD resistivo

Consideremos las ecuaciones de MHD resistivo 2.12. El objetivo en esta secciéon es
ver que este sistema conserva la masa, el momento y la energia. Consideramos una
solucion (p,u, p, B) en un dominio £ que satisfaga las condiciones de contorno

ﬁ.u‘(SQ:Oyﬁ.B‘éQZO' (3.1)

Esto impone que el campo de velocidad y el campo magnético sean ambos tangentes a
la superficie de contorno, o sea, que no haya flujo: no entra fluido ni campo magnético.

En particular, la condicion 77 - B | 50 = 0 impone que el dominio sea magnéticamente

cerrado (la cantidad de flujo magnético atravesando la superficie es 0).

Proposicion 3.1. Las ecuaciones de MHD resistivo 2.12, con las condiciones de con-
torno 3.1, cumplen las siguientes leyes de conservaciéon global:

1. Conservacion de la masa:

d

da =0,
dt Jo "

2. Conservacién del momento, suponiendo que el campo gravitacional es g = 0,

2
d pudx = —/ (p+ i)ﬁdS.
19

dt 8T
3. Conservacion de la energia, suponiendo g = —V®,,
d dr = x (nJ))dS,
o w T = (7 x (n
2
donde w es la densidad de energia w = — pu + —— +pPy + u
2 v — 1 8T

13
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Demostracion. Consideremos las ecuaciones 2.12, con las condiciones de contorno 3.1.

1. Conservacion de la masa: Consideremos la ecuaciéon de continuidad de masa
desarrollando la derivada material 0;p+V - (pu) = 0. Integrando sobre el dominio
Q y usando el teorema de Gauss tenemos que

4 pdx— /V (pu)dz = / p(7i - u)dS.

Con las condiciones de contorno, la integral es 0, luego la masa se conserva.

2. Conservacion del momento: Consideremos la ecuacion del momento con 2.7:

D 1 1
pr = —Vp+—(VxB)x B+pg=-Vp— —Bx(VxB)+pg. (32)
Dt 4 47

Asumiendo conservaciéon de masa 2.14, la derivada material de pu es
Dpu Du Dp Du

D ~Par o e V)
Reorganizando los términos y desarrollando la derivada material de pu, se sigue:
Du Dpu
P = up(V - u) + Dr up(V - u) + 0y(pu) + (u - V)pu.

Usando la identidad 1.10 en la expresién anterior, podemos escribir 3.2 como

s, 1
8t(pu)+v (pu@u+pl) = _EB x (V x B) + pg,

Aqui, hemos usado que la divergencia de una funcién con valores matriciales
n

se toma por columnas, es decir, V - M;; = <EZ 8iMij) . Considerando las
i=1

identidades 1.9, 1.10, y usando que V - B = 0, se tiene que

0 1 1
I)=——[V(sB})-V-(B®B .
5 () + V- (pu@u+pl) = =~ [V(5B%) = V- (B& B)] +pg
Escribiendo juntas todas las divergencias y usando la suposiciéon g = 0,
o) B®B B2
a(pu):—v-[puééu— = +(p+87)1]'

Integrando sobre €2 y usando el teorema de Gauss, tenemos
d B® B B?
dx = — - — as — — )nidS.
dt pu v /59 i (pu 4w ) /5 v+ 87 )7

Ahora, usando las condiciones de contorno, el primer término de la derecha se
anula, obteniendo asi

d B?
7 pudx —/(S (p—l-g)nds.

El término de la derecha no desaparece. Sin embargo, esta ecuacién sigue ex-
presando una conservacioén, ya que cualquier variacién en el momento total s6lo
puede venir de flujos a través de la frontera. Es importante tener en cuenta
que esto se cumple bajo la suposiciéon de que g = 0; la presencia de un campo
gravitacional rompera la ley de conservacién.
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3. Conservacion de la energia

Para comenzar, vamos a trabajar con las ecuaciones de continuidad de masa,
momento y energia.

= En primer lugar, consideremos la ecuacién de continuidad de masa y la del
momento por separado:

e Por una parte, multiplicamos la ecuacién de masa por u?/2 , obtenien-

do
1 5 0 1 1

8tp+ —u?(u-V)p+ 5PU 2(V-u)=0. (3.3)
e Por otra parte, multlphcamos la ecuacién del momento por u y usamos

que g = —V®,, con lo que obtenemos

ou Jx B
pU - 8t+pu u-Vu=—-u-Vp+u- —— — pu-V®,. (3.4)
c

Sumando las ecuaciones 3.3 y 3.4 obtenemos:

120
—U — U-
2% PP

0 J
0tu+ u?u- Vp—}— 5 PU 2V utpu-Vuu = —u-Vp+u- .

Usando la identidad vectorlalV (% 2 ) QpUQV-tH—pqu-u—F%uQu'Vp
y sabiendo que équtp + pu - m = g(% ) se tiene que:

0,1 1 JxB

—(zp )—l—V ( puu):—u-Vp—i—u-i—pwVCIJg. (3.5)

at ‘2" c

= En segundo lugar, consideremos la ecuaciéon de la energia desarrollando la
derivada material:

BT (et o

s Por ultimo, consideremos la ecuaciéon de continuidad de masa de nuevo
para introducirla en la siguiente expresion:

0 0
2 (p04) = 040 = =0,V - (pu). (3.7)

Ahora, sumando las expresiones 3.5, 3.6 y 3.7, obtenemos:

0 /1 Jx B

( pu +7—|—p<1> >+V [( pu +7+p<13 )u—l—pu} =nJ +u- .
ot 1 2 1 c

(3.8)

Consideremos ahora la ecuacion de induccién V x E = —%%—f. La combinamos

con la ecuacién de Ohm F + %

= nJ, para obtener lo siguiente:
0B

CVX(T]J)—VX(UXB):—E

B
—pu-Vo,.
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Recolocando los términos y multiplicando por B, tenemos

0

at(BQ)—B-Vx(uxB)z—cB-vX(nJ).

Con la identidad 1.5, por una parte, tenemos que B-V x (ux B) = (ux B)-(V x
B)+V-[(ux B)x B]. Por otra parte, B-V x (nJ) =nJx(VxB)+V-(nJ x B).

Por tanto, podemos escribir la expresiéon de arriba como:

B2
§t< ) (ux B)-(V x B)—V-[(ux B)x B] = —enJ x (Vx B) — ¢V x (11J x B).
Por ultimo, introducimos la ley de Ampere, obteniendo
o (B? ux B 9 ux B
8t( )+ v [ (0 - - ) x B| =1+ = (3.9)

A continuacion sumemos las dos ecuaciones que hemos obtenido 3.8 y 3.9. Usan-
do las identidades 1.1 y 1.3, tenemos lo siguiente:

{;(;puz—i-ryz_)l—kp@g) +V. [<2pu +71+p<I> )u—i—pu}}—k

(55 -2 <)
-t S 22

Esto lo podemos escribir como

0
5T V- (wu+pu+ P)=0. (3.10)
. u X B c . .
En esta ecuacion, P = — (nJ— ) xB = 4—E x B es el “flujo de Poynting”,
T

con el campo eléctrico expresado a través de la ley de Ohm, y w es la densidad
1 | ?
d = - + —— + p®, +
e energia w 2pu 1 o

interna, gravitacional y magnética.

, que incluye la energia cinética,

Por ultimo, tomaremos la ecuacién anterior 3.10 y la integraremos sobre el do-
minio €2, usando el teorema de Gauss:

d
wd:c— /V (wu + pu+ P)dzx = —/(w—l—p)(u'ﬁ)da—/ P -71dS.
dt 59 59
= Por una parte, la primera integral se anula usando las condiciones de con-
torno, ya que 7 - u»m =0.

c
= Por otra parte, para trabajar con la segunda integral, usaremos P = 4—E X

T
B. Con esto, nos damos cuenta de que el “vector de Poynting” P, en la
superficie de contorno, es proporcional a E x B=nJ x B— B x (B X u) =
nJ x B — (B - u)B + B%u, usando la identidad vectorial 1.2.
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Por tanto, su componente normal es proporcional a 7i- (E X B) =i - (nJ X
B) — (B -u)- (7 B)+ B?(7 - u). Ahora, usando la identidad vectorial 1.3,
llegamos a que 7 - (E x B) = B - (7 x (nJ)) — (B - u)(7i - B) + B%(7i - u).
Con las condiciones de contorno 7i - u 50 = Oyn-B 50 = 0, los dos ultimos

términos se anulan, obteniendo 7 - (F x B) = B - (71 x (nJ)). Nos interesa
utilizar esta dltima expresion poder simplificar 17 mas tarde en el caso ideal.

Por tanto, usando estos dos argumentos, obtenemos la siguiente ecuacion:

jt wdx = —/ (i x (nJ))dS

El término no nulo de la derecha significa que sin anadir ninguna condicién de
contorno més, puede haber un flujo de energia no nulo a través de la frontera del
dominio considerado. De hecho, la variacion de esta energia seré una disipacion,
ya que la derivada es negativa. Sin embargo, esta ecuacién si que muestra una
ley de conservacion, ya que cualquier variaciéon en la energia total sélo puede
producirse por flujos a través de la frontera.

Debemos tener en cuenta que hemos llegado a este resultado asumiendo que el
campo gravitacional, si estd presente, es potencial, es decir, g = —V®,. O

3.2. Leyes de conservacién global en MHD ideal

Consideremos ahora las ecuaciones de MHD ideal 2.14. En este caso, vamos a ver
que se mantienen las cantidades conservadas en el caso resistivo, puesto que el caso
ideal es en realidad un caso particular del caso resistivo en el cual la resistividad
n = 0. Ademas, va a haber propiedades adicionales que s6lo ocurren en este caso: la
conservacion de la helicidad cruzada y la helicidad magnética. De nuevo, consideramos

un dominio €2 que satisfaga las condiciones de contorno 7 - u‘ 50 = Oy7n-B ‘ 50 = 0

(dominio magnéticamente cerrado).

3.2.1. Conservacién de la masa, el momento y la energia

Como ya hemos probado en la seccién anterior, en MHD resistivo aparecen la
masa, el momento y la energia como invariantes. En esta secciéon estudiamos lo que
ocurre en el régimen ideal.

Proposiciéon 3.2. Las ecuaciones de MHD ideal 2.14, con las condiciones de contorno
3.1, satisfacen las siguientes leyes de conservacion:
» Conservacién de la masa: pn Jopdz =0

d 2
s Conservacion del momento: 7 fQ pudxr = — fm (p + o )fi ,con g =0.
T
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d
s Conservacion de la energia: 7 fQ wdr =0, con w = energlay g = —V®,.

Demostracion. Consideremos las ecuaciones de MHD ideal 2.14. Como estas ecuacio-
nes se obtienen imponiendo 1 = 0 en las ecuaciones resistivas 2.12 y en la proposiciéon
3.1 se ha visto la conservacién de masa, momento y energia, imponiendo esta condicién
en esa proposicion se obtienen directamente estos resultados. O

3.2.2. Conservacion de la helicidad cruzada

La helicidad cruzada describe como se entrecruzan las lineas magnéticas y las
lineas del campo de velocidades; viene dada por

Hc—/u-Bdac.
Q

Observacién 1. Un plasma isentrdpico es aquel que satisface p~*V'p = Vh, para una
funcion h a la que se llama “entalpia por unidad de masa”. Para consequir que esto sea
ast, tomamos p = CpY como solucion de la ecuacion de la presion. Tenemos entonces:

p~'Vp =Cryp"*Vp=Vh(p), (3.11)

donde h(p) = [P Cyr’=2dr = Cirylpw_l. Es decir, tomamos Vh(p) = Vp/p. En el
N -

caso de un fluido compresible, esto serd no nulo; sin embargo, si el fluido es incom-
presible, las ecuaciones de Fuler implican que tanto la densidad p como la presion p
son constantes, y en este caso simplemente tendremos Vh = 0.

Proposicion 3.3. Consideremos las ecuaciones de MHD ideal 2.14, con las condi-
ciones de contorno 3.1. Supongamos que el campo gravitacional es potencial, esto es,
g = —V&,, y el plasma isentrépico. Las ecuaciones conservan la helicidad cruzada.

Du X
Demostracion. Consideremos la ecuacién del momento pﬁ =-Vp+ ——+pg
c
y supongamos que g = —V®, y que el plasma es isentrépico. Primero, usando que
g = —V&,, multiplicando por 1/p y desarrollando la derivada material, tenemos

Jx B
du+u-Vu=—p 'Vp+ % —Vo,.

Ahora usamos la identidad vectorial 1.9, con lo que

J x B

du—uxV xu=—p 'Vp—V(u?/2+d,) + e

Ahora, si el fluido es incompresible, Vp = 0; si es compresible, usamos 3.11:

B
du—uxV xu=—Vh(p) — V(u?/2+ ®,) + J;c )
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Podemos definir x := h(p)+u?/2+®, (y, en el caso de que el fluido sea incompresible,
tomamos  := u?/2 + ®,) con lo que la ecuaciéon queda de la forma:

Jx B

Ou=uxVxu—Vyx+

(3.12)

El objetivo que tenemos es ver que la helicidad cruzada se conserva, esto es, que
su derivada se anula. Por ello, consideramos la derivada de la helicidad y, usando la
regla de la cadena,

d
- u-Bdm:/(B-atu+u~8tB)dm.

Podemos reescribir el integrando usando la ecuacién 3.12 para el primer término y la
ecuaciéon de induccién para el segundo término:
d JXB
d u-de:/{B~(u><V><u)—B-Vx+B~—i—u‘Vx(uxB)}dx.
dt Jo Q pc

Por una parte, el tercer término de este integrando se anula, por ortogonalidad entre
By J x B. Por otra parte, usamos la identidad vectorial 1.5. Con esto, escribimos el
término de la derecha como:

/[B-(uxvXu)_B.vx+(vXu)-(uxB)—v-(ux(uxB))}da:.

Q

Ahora, como V - B = 0, usando 1.4 se tiene que V - (Byx) = B - Vy, luego:
/{B-(uxvm)—v-(BX)+(VXU)-(uxB)—v-(ux(uxB))]dx.
Q

Usando la identidad vectorial 1.3 tenemos que B - (u x V x u) = (ux V) - (u x B), lo
que nos permite transformar la expresion anterior a:

/Q[(uxV)-(uxB)—v-(BX)+(V><u).(uxB)—v.(ux(uxB))}dx.

Como por 1.1 se tiene que (V xu)-(ux B) = —(ux V) (ux B), vemos que el primer
y tercer término del integrando se cancelan, quedando la expresién como:

/Q[_v-(BX)—V-(uX(uxB))]dx:_/

v [Bx+ux (uxB)}dx.
Q

Ahora, usando el teorema de Gauss, tenemos que
d
— u-Bdm——/ [Bx—l—ux(uxB)}-ﬁdS.
dt Jo 50
Para poder usar las condiciones de contorno, transformamos esta ecuaciéon con la
identidad 1.2, llegando a
d
— u-Bd$:—/ {Bx-ﬁ—l-[(u-B)u—uQB}-ﬁ}dS.
dt Jo 59

Por ultimo, aplicando las condiciones de contorno, vemos que todos los términos se
anulan, por lo que, bajo las condiciones establecidas, la helicidad cruzada se conserva,

d
%fgu-de::O O
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3.2.3. Conservacion de la helicidad magnética
Interpretacion topologica de la helicidad magnética

La helicidad magnética describe el comportamiento topolégico de las lineas mag-
néticas. Si consideramos el campo magnético B , que tiene divergencia cero, entonces
existe un potencial vector A tal que B = V x A. Esto nos permite definir la helicidad
magnética como

Hm:/A‘de.
Q

En principio, la helicidad depende explicitamente de la elecciéon del potencial A. Este
no es tnico, ya que se pueden hacer transformaciones de Gauge A+ V. Sin embargo,
debido a que el dominio es magnéticamente cerrado, H,, es invariante a transforma-
ciones de Gauge (ver observacion 2).

Fl significado de la helicidad esta intimamente ligado a la topologia de las lineas de
campo magnético. Para estudiarla, se puede hacer una aproximacién de la integral
que define la helicidad magnética dividiendo el campo magnético en tubos de flujo.

Definicion 3.4. Un tubo de flujo es un volumen cilindrico, cuyos bordes estan deter-
minados por las lineas magnéticas, que tiene un flujo constante ¢. Podemos describirlo
como S x C', donde S es una superficie y C' es una curva, como se muestra en el dibujo.

Al aproximar la helicidad magnética por tubos de flujo, cada uno de ellos tendré
un flujo magnético ¢; dado por ¢; = [¢ B -7dS = §,, A-dl. Esto es asi porque,
usando el teorema de Stokes, se tiene que

¢i:/B-ﬁdS:/Bd3:/VxAd3‘: A-dl.
S S S a8

Una propiedad fundamental que presentan los tubos de flujo es que mantienen su
integridad en MHD ideal (no se rompen ni hay reconexion entre ellos).

Proposicion 3.5. (Frozen-in law). En MHD ideal, el flujo magnético a través
de cualquier elemento que se mueva con el plasma es una cantidad conservada (se
mantiene constante).

Demostracion. Consideremos un flujo magnético ¢, a través de una superficie S, con
frontera 65 = L, que se mueve con el plasma:

¢:/SB.dT9.
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La variacién de ¢ con el tiempo tiene dos partes: una que se debe a la variacion de B
sobre la superficie S y otra que se debe al movimiento de L.

» La primera se puede escribir como:

o1 _ aB-dS:—/VxEdS,
dt s Ot s

donde hemos usado que para MHD ideal, la ley de Faraday se puede expresar
como V x E = —0;B.

= Sidl es un elemento de L, entonces u X dl es el area arrastrado por dl por unidad
de tiempo. De esta forma, el flujo que atraviesa este area es B - u x dl, por lo
que la segunda parte se puede describir como:

dt L L S

donde en la ultima integral se ha usado el teorema de Stokes.

Por tanto, la variaciéon de ¢ con el tiempo viene dada por:

dp dg1 | dog / 7{

i~ VX (E+uxB) > (B +uxB)-d,
donde hemos usado el teorema de Stokes en la tultima integral. Ahora, en MHD ideal,
se tiene que E + u x B = 0, por lo que obtenemos que d¢/dt = 0. O

Corolario 3.6. Supongamos que en un momento inicial, en un plasma en las condi-
ciones de MHD ideal hay un tubo de flujo. Entonces, el campo magnético es tal que
se mantiene la integridad del tubo de flujo en todo momento.

Este resultado se sigue de la proposiciéon anterior. Sera tutil en el capitulo 4.

En general, la helicidad tiene dos contribuciones: la helicidad interna asociada a
los giros y torsiones de tubos individuales y la helicidad externa asociada a los enlaces
entre tubos. Para entenderlo mejor, estudiemos dos casos particulares.

-Caso particular 1: Consideremos dos tubos de flujo que siguen dos curvas cerradas
C4, Cs (que encierran superficies A1, Ag) con flujos magnéticos ¢1, ¢o (atravesando
las superficies S; y S2), volamenes Vi, Vo, y que estan entrelazados una vez.
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s Para el primer tubo, Vi = 51 x (4, tenemos BdV = B-iidSdl = ¢1dl. Entonces,

Klz/A-BdV:gbl A-dl.

Vi Cy

Esta ultima integral es la integral de linea sobre la curva C;. Usando el teorema
de Stokes, esta es equivalente a integrar V x A sobre la superficie encerrada por
la curva C7, que hemos llamado A;. Al estar enlazados los tubos, el segundo
tubo corta esta superficie: el corte es precisamente la superficie S3. Entonces,
la integral sobre la superficie A; se reduce a la integral sobre la superficie Ss.
Luego se tiene que

A‘dl:/ VxAdS:/VxAdS: BdS = ¢s.
Cl A1 SQ 52

Por tanto, para el primer tubo, tenemos que
Ki=o1§ A-dl= 100
C1

s De forma similar, para el segundo tubo se tiene que

Ko= | A-BdV=¢y | A-dl=di¢.
V2 C2

Si los tubos no hubiesen estado entrelazados, entonces las integrales de linea serian
nulas y, por tanto, K1 y Ko también. Si los tubos hubiesen estado entrelazados mas
de una vez, digamos, N veces, entonces tendriamos K1 = Ko = £ N¢1¢2, donde el
signo corresponde al sentido del enlace.

-Caso particular 2: También podemos considerar un tubo que no esté enlazado con
ningtn otro tubo, que puede estar o no retorcido, que sigue una curva C' y cuyo flujo
es ¢. Entonces, en este caso tendremos que

K:/A-BdV:q&jq{A-dl.
14 C

Si el tubo no presenta nudos ni esté retorcido, entonces la integral de linea seréd nula.
Pero si el tubo presenta nudos (cruces), entonces esta integral de linea sera T'¢, donde
T es el namero de cruces del tubo, con signo positivo o negativo dependiendo de cémo
sea el cruce. Por ejemplo, para un nudo de trébol (que no esté retorcido), se tiene que
K = 3¢?, ya que hay tres cruces positivos.
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Observacion 2. A lo largo de esta seccion hemos trabajado bajo la suposicion de que
el dominio es magnéticamente cerrado. Esto nos permite hace una transformacion de
Gauge A = A+ Vo sin que afecte a la helicidad magnética. Veamos por qué esto es
ast.

Si hacemos esta transformacion de Gauge, la helicidad magnética es
H, = /(A + Vy)Bdx = / ABdz + / (Vy)Bdzx.
Q Q Q
Por 1.4, sabemos que V - (pB) = (V) - B+ (V - B)p, luego integrando sobre

/Q(W)de: /QV'(ch)d:c/Q(V-B)cpdx:O.

Por una parte, en la sequnda integral del término de la derecha hemos usado que
V- B =0, por lo que se anula. Por otra parte, en la primera integral del término de
la derecha, hemos utilizado el teorema de Gauss y que el dominio es cerrado magné-
ticamente, por lo que se anula también.

Asi, vemos que, si el dominio es magnéticamente cerrado, para cualquier trans-
formacion que hagamos, la helicidad magnética no cambia. Sin embargo, fisicamente
esto no siempre es cierto. Por ejemplo, en tokamaks es cierto (es cierto para dominios
cerrados toroidales) pero en la corona solar no. Entonces, squé pasa si el campo no
es magnéticamente cerrado? En este caso, la helicidad magnética depende de la trans-
formacion de Gauge elegida, lo cual plantea un problema en la definicion que hemos
dado de helicidad magnética. Fs un tema de investigacion actual ver cudl es la defini-
cton correcta de helicidad magnética. Un intento de resolver este problema es lo que
se llama helicidad magnética relativa. Sin embargo, esta presenta peores propiedades
de conservacion, y no nos centraremos en ella en este trabajo.

Prueba de la conservacion de la helicidad magnética

Proposiciéon 3.7. Las ecuaciones de MHD ideal 2.14, con las condiciones de con-
torno 3.1, conservan la helicidad magnética en regimenes no turbulentos (soluciones
regulares).

Demostracion. Comencemos considerando la ecuaciéon de induccién

8B —V x (ux B)=0. (3.13)

Podemos considerar la ecuaciéon de inducciéon para MHD resistiva 2.12, o sea, inclu-
yendo la resistividad n y, méas tarde, hacer que esta sea nula:

0B -V x (ux B)=-V x (k,V x B).
Esto lo podemos escribir en términos del vector potencial A, donde B =V x A:

0(VxA) =V x(ux(VxA)=-Vx(k,V x(VxA).
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Juntando todos los rotacionales, la expresion queda de la forma
Vx(OA—uxVxA+EVxVxA)=0.

Esto implica que, al menos localmente, existe una funcion escalar y tal que 9;A —u X
V x A+ k,V xV x A= Vyx. Ahora, como estamos estudiando el caso ideal, usando
que 17 = 0, tenemos

OA —uxV xA=Vy. (3.14)

Para demostrar que la helicidad magnética se conserva, nuestro objetivo es ver que
su derivada es nula. Introduciendo la derivada en la integral y usando la regla de la
cadena, tenemos que

d
= A-Bdm:/(A-atBJrB-&tA)dx.

El primer término del integrando lo podemos escribir de otra forma usando la ecuaciéon
de induccién 3.13; lo mismo ocurre con el segundo término usando la ecuacion 3.14.
Asi, la integral queda de la siguiente forma:

/[A-Vx(uxB)—l—B-(uxVxA)—i—B'Vx]dx.
Q

Usando 1.5, tenemos que A-V X (ux B) = (ux B)-(Vx A)—V-(Ax (ux B)). La
integral queda entonces como:

/{[(VXA).(WB)—V.(AX(uxB))]+B.(u><v><A)+B-vx}dx.
Q
Escribiéndolo en términos de B con V x A = B, se tiene:
/{[B-(uxB)—V-(Ax (uxB))}+B-(u><B)+B-Vx}dx.
Q

El primer y tercer términos del integrando se anulan. Ademés, para el cuarto término
se tiene que B -Vx = V - By, ya que V - B = 0. Asi, la derivada de la helicidad
magnética queda de la siguiente manera:

d

y QA.Bd;U:_/Q{V-{Ax(uxB)—BX”dx.

Ahora, usando el teorema de Gauss y utilizando la identidad vectorial 1.2, se tiene

d
£ A-de_—/ [(A-B)u—(A-u)B—BX} - 7idS.
dt Jo 59

Por ultimo, aplicando las condiciones de contorno, se anulan todos los términos, ob-
teniéndose que la derivada de la helicidad magnética es nula y, en consecuencia, que
la helicidad magnética se conserva:

4 A Biz =0 0
dt Jo




CAPITULO 4

Relajacion del plasma

En las ultimas décadas se han realizado numerosos experimentos en los que se
observa que, bajo determinadas condiciones, un plasma ligeramente turbulento evo-
luciona de forma natural hacia un estado preferencial de equilibrio, que presenta una
especie de orden. En muchos casos, la estructura de estos estados se mantiene casi in-
variante en experimentos distintos: sus propiedades son independientes de la forma en
que se haya preparado el sistema. Este fenémeno se conoce como auto-organizacion.

Esta auto-organizaciéon ha sido muy estudiada en experimentos con plasmas, en par-
ticular en el intento de construir un reactor de fusién nuclear. Asi, se ha observado en
distintos dispositivos que el campo magnético tiende a evolucionar hacia unos pocos
estados preferenciales que son independientes de las condiciones iniciales. Algunos de
estos dispositivos son el Reversed Field Pinch (RFP) (ver Apéndice A) y el tokamak.
La aparicién de la auto-organizacién en estos dispositivos es conocida como relajacion
del plasma |Taylor, 1974|. En esta teoria, Taylor defiende que el campo magnéti-
co estacionario tiende a minimizar la energfa a largo plazo, manteniendo la helicidad
magnética constante. La principal justificacién para la teoria de Taylor la dio él mismo
en 1974, cuando conjeturd que la helicidad magnética se conserva “aproximadamente”
para resistividades muy bajas (en el limite ideal u, v — 0).

En el capitulo anterior hemos demostrado matematicamente que en el régimen de
MHD ideal, las soluciones suaves conservan la energfa total y la helicidad magnética.
Sin embargo, hay evidencia experimental que muestra que en regimenes turbulentos
(resistividades pequenas) la energia se disipa pero la helicidad magnética no, siendo
esta mas robusta. Matematicamente, se ha probado recientemente que existen solucio-
nes ideales que preservan la helicidad magnética y disipan energia |7] y se ha verificado
que la helicidad magnética se preserva en el limite de resistividad tendiendo a cero [6].

4.1. La teoria de la relajacion del plasma de Taylor

Antes de que Taylor propusiera su teoria de la relajacién, se enunciaron otras
teorias que consideraban otros invariantes. Una de ellas es la teoria de Woltjer. Este
descubrié muchos mas invariantes, los llamados Woltjer constraints. Sin embargo, estos
pierden sentido en el régimen turbulento. El problema del punto de vista de Woltjer

25
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es que conduce a un problema variacional, cuya solucién depende de las condiciones
iniciales, lo que se contradice con la auto-organizacion.

En esta seccién discutimos los invariantes de Woltjer y la correspondiente solucién
al problema. Después, probamos que, si la teoria de relajacion de Taylor es cierta (algo
que no esta demostrado), el campo magnético de equilibrio es un campo de Beltrami.

4.1.1. La teoria de Woltjer

Woltjer creia que la helicidad magnética de cada linea magnética era un invariante
para soluciones regulares en un perfecto conductor. Asi, en el ano 1958 publicé su de-
mostracion al respecto, en la que definia los llamados Woltjer constraints (restricciones

de Woltjer).

Definicion 4.1. Sea A un vector potencial del campo magnético B (i.e. B =V x A).
Consideremos un tubo de flujo con volumen V; y superficie S; para cualquier 0 < [ < oo
(como en la descripcion de 3.2.3), y tal que en el borde del tubo se tiene que B -7 = 0.
Los Woltjer contraints se definen como las integrales

K, = A-BdV [ 1=12,....,00 .
Vi
Proposicion 4.2. Consideremos el conjunto de Woltjer constraints K; para 1=1,...00,
con A el vector potencial del campo magnético y V; el volumen de cada tubo de flujo,
magnéticamente cerrado. Entonces, en un fluido que sea un perfecto conductor, cada
K es un invariante de MHD ideal.

Demostracion. Consideremos un fluido que sea un perfecto conductor (régimen de
MHD ideal). Tomemos la derivada respecto al tiempo de K; para cualquiera de los [;
queremos ver que la derivada se anula. Por la regla de la cadena se tiene que:

dK,
=2 VZA.de_ s [atA'B—i-A'atB]dV- (4.1)

Por una parte, considerando la tdltima ecuacién de MHD ideal 2.14, tenemos que
B =V x (v x B) = =V x E. Escribiendo esto en términos del vector potencial A,
tenemos V x (0;A + E) = 0. Entonces, existe g(x,t) tal que ;A + E = Vg(z,1t).

Definamos ahora la transformacion de Gauge A’ = A— fo 29(z, s)ds. Esto implica
que Vx A=V x A= Byque ;A" = A — V,g(x,t). Por tanto, tenemos que
OHA '+ E=0,A+ E —V,g(x,t) = Veg(x,t) — Vaeg(a,t) =0
Asi, vemos que 9;A’ = —FE. Como esto vale para cualquier transformacion de Gauge,
se tiene que ;A = —F.

Por otra parte, permitimos que la superficie del tubo de flujo se mueva con una
velocidad v. Cuando tenemos una integral sobre un volumen al que le permitimos
moverse, supongamos V (), la derivada de esta integral nos queda de la forma

/V(tde / afdv+/ f-v-ds.
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Usando esto, podemos reescribir la integral de 4.1 como

dK,
el S E-BdV—/A-VxEdV+j{(A-B)v-ndS.
dt v v S,

Por la identidad vectorial 1.4 se tiene que

ary _ E-B+/ [—E-VxA—i—V-(AxE)}dV—i—j{(A-B)v~ndS.
dt v V; S

Ahora usamos B = V x A en el primer término de la segunda integral. Para el segundo
término de esa misma integral, aplicamos el teorema de Gauss, obteniendo una integral
de linea:

%:_2 VZE'B—G-%%[(AxE)-n+(A.B)(U.n) ds. (4.2)

Como estamos suponiendo que el plasma es un perfecto conductor, esto es, con resis-
tividad n = 0, tenemos la ecuaciéon £ = —v X B + V¢. Ademas, habiamos dicho que
B -n =0 en la frontera. Usando esto, llegamos a:

dKl_—Q/ B-VqﬁdV—?{(wa)-nds.
dt \% S

Por una parte, el primer término de la derecha se puede escribir como:

B-VquV:/

Vl[V-(qu)—c;SV-B}dV:}I{ 6B - ndS = 0.

Vi 5y

Por otra parte, el segundo término se puede escribir como:

jé(VqﬁxA)-ndS— v-(v¢xA)dV_/ B-VdV = 0.
Sl Vl ‘/l

dK,
Asi, obtenemos que g y, por tanto, queda demostrado que los K; son invariantes

en un plasma perfectamente conductor. Este resultado depende s6lo de las suposiciones
n-B=0y E=—-vxB+V¢. 0

La teoria de Woltjer presentaba un problema. Debido a un principio fisico, es
sabido que un sistema que esté aislado tiende a un estado de minima energia potencial.
Un ejemplo de un sistema que cumple esta condicién es un plasma con un campo
magnético no nulo, cuyo borde es un perfecto conductor eléctrico. El problema es que,
si se estudia la evoluciéon de este sistema de MHD ideal, tratando de minimizar la

energia potencial
BQ
W = (— + P )dV
v \8m -y —1
con respecto a los Kj, las soluciones dependeran de las condiciones iniciales, lo que
contradice la auto-organizacion.
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Se puede demostrar |Freidberg, 1987| que el procedimiento de minimizacién con
respecto a los infinitos invariantes de Woltjer es equivalente a minimizar W sin res-
tricciones bajo la asuncion de MHD ideal (por lo que decir que la energia potencial se
minimiza mientras los K; se mantienen constantes es equivalente a la suposicion de
MHD ideal, y viceversa).

Proposicion 4.3. Consideremos un sistema de MHD ideal en el que la energia interna
es mucho menor que la energia magnética 8 = p/B? << 1. La minimizacién de la
energia potencial en el régimen de MHD ideal lleva a campos de Beltrami

V x B = u(r)B.

Demostracion. En primer lugar, como asumimos que 8 = p/B2 << 1, esto nos per-
mite reducir la minimizacién de W a la minimizacién de sélo la energia magnética.

Imaginemos un desplazamiento infinitesimal del plasma, al que llamamos £. Este
desplazamiento debe ser arbitrario y el campo magnético debe cumplir las condiciones
de MHD ideal (es decir, debe satisfacer V- B =0y E = —v X B + V¢). Vamos a
estudiar el efecto que tiene este desplazamiento sobre el campo magnético B.

El desplazamiento da lugar a una velocidad v = 9§/0t. Entonces, usando que
0B/0t = -V x E'y que E = —v X B+ V¢, tenemos que 6B/t =V x ((0£/t) x B).
Argumentando “a lo fisico”, podemos cancelar las §t, obteniendo

5B =V x (6¢ x B).

Tomando la divergencia, esto implica que V - 6B = 0.

Usando lo anterior, podemos minimizar la energia magnética (igualando a cero la
variacion de energia)

W= | B-Vx(xB)dV = [ 6-(BxV xB)dV.
Vo Vo

Aqui hemos usado que las identidades 1.1 y 1.3 para ver que B -V x (0§ x B) =
—B -0 x (VxB)=—-0-VxBxB=4d-(BxV xB).Como el desplazamiento

es arbitrario, tenemos que
W =0 <«= BxVxB=0 <<= VxB=yu(r)B.

Asi, el resultado de la minimizacion de la energia magnética es que, para un plasma
con energia interna despreciable, el estado relajado presenta campos magnéticos dados
por campos de Beltrami

VxB=u(r)B. O

Los campos de la proposicién anterior nos indican que w es constante a lo largo
de los tubos de flujo, pero puede ser distinto para distintos tubos de flujo o lineas
magnéticas. (Aqui, hemos tomado la divergencia y usado que V - B = 0).

Pero recordemos que en un fluido sin resistividad, los tubos de flujo mantienen su
integridad en todo momento (frozen-in law). Podemos darnos cuenta de que cuando
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se prepara el sistema, hay un valor p asociado a cada tubo de flujo en el estado inicial.
Como los tubos de flujo deben mantener su integridad (no pueden romperse ni haber
reconexion) en un fluido perfectamente conductor y p debe permanecer constante
a lo largo de cada tubo de flujo, entonces la funcion u(r) depende de la forma en
que fue preparado el sistema y, por ello, de las condiciones iniciales. Pero esto es
una contradiccién, ya que, como hemos explicado al principio de este capitulo, en
el estado relajado hay independencia respecto a las condiciones iniciales (al menos
en soluciones suaves). Por ello, de alguna manera, el régimen de MHD ideal pone
demasiadas restricciones al sistema, limitando su evolucién. Necesitamos un nuevo
conjunto de invariantes més pequeno.

El problema anterior surge de la suposicion de MHD ideal, ya que que en este
caso estamos haciendo una idealizacién en la cual no hay resistividad eléctrica y los
plasmas son muy buenos conductores. Esta resistividad no es suficientemente grande
como para afectar a algunos fenémenos y, en ellos, MHD es una buena aproximacion.
Sin embargo, en MHD ideal, el campo magnético se mueve con el fluido y, como los
elementos del fluido mantienen su integridad, también se deben mantener las lineas
del campo magnético y los tubos de flujo (esto es lo que expresan los k).

Una solucion sera considerar una resistividad 7. Esta se introduce en la teoria a
través de la ley de Ohm, donde S es el nimero de Lundquist:

n
S

Pero al ser considerada, por muy pequena que sea, la falta de la condiciéon = 0 hace
que la derivada de los k; no se anule y por tanto estos no sean invariantes. Luego
el principal efecto de considerar la méas minima resistividad es la relajacion de las
restricciones topologicas de MHD ideal, permitiendo la rotura y reconexion de los
tubos de flujo (ya que la frozen-in law de los tubos de flujo s6lo se cumple cuando la
resistividad es nula).

E=-vxB+—LJ+Ve

4.1.2. La teoria de Taylor

Una forma de solucionar este problema fue propuesta por Taylor en 1974 y es la
llamada conjetura de Taylor, en la que defendia que la helicidad magnética se conserva
“aproximadamente” para resistividades muy bajas (en el limite ideal p, v — 0). En
estas condiciones, la rotura de los tubos de flujo haria que los K; no fueran invariantes
pero, si el plasma esta encerrado por una frontera sin resistividad, entonces el inico
tubo de flujo que retendria su integridad seria el tangente a la frontera.

Asi, visualiz6 un plasma con resistividad, aunque pequena, cuyo contorno era rigido
y sin resistividad. Esta vez, en vez de estudiar los K; por separado, se centr6 en la
suma de todos los invariantes. La ventaja que presentaba esto es que se mantendria
como un invariante, pero no tendria que identificar las lineas de campo. Esta suma
corresponde a

Ky = A - BdV.
Vo

Esta cantidad es la, ya vista, helicidad magnética del sistema.
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Basandose en esta conjetura, defendia que sélo la helicidad magnética global lleva
a campos de Beltrami en los que p es constante.

Proposicion 4.4. Sea A el vector potencial del campo magnético B. Supongamos que
la de la densidad de energia interna es mucho menor que la de la energia magnética
(B = p/B? << 1). Entonces, la minimizaciéon de la energfa potencial con respecto a
Ky lleva a campos de Beltrami con p constante.

Demostracion. Usando el método de los multiplicadores de Lagrange, minimizamos
la integral I = W — AKj, donde A es una constante.

= Por un lado, como podemos reducir la minimizacién de la energia a la de la
energia magnética, y usando que B =V x A (luego 6B =V x §A), se tiene

oW = (V x §A) - BdV.
Vo

Usando la identidad vectorial 1.5, lo tiltimo se puede expresar como

W= [ 6A-VxBdV+ | V-(5Ax B)dV.
V(] VO

Y usando el teorema de Gauss, obtenemos:

sW= [ 6A-V xBdV+ ¢ 6Ax B-ndS. (4.3)
Vo So

» Por otro lado, utilizando la regla de la cadena y dB =V x J A, tenemos
5K0:/ (JA-B+ A-V x§A)dV.
Vo

Para el segundo término se tiene que V- (0Ax A) = —0A-(Vx A)+A-(VxJ0A),
usando la identidad 1.5, por lo que

6Ko=2 [ 6A-BdV+ [ V-(0Ax A)dV.
Vo VO

Y, otra vez, por el teorema de Gauss, se tiene

5K0:2/ (5A-de+% 0A x A -ndS. (4.4)
Vo So

Entonces, usando 4.3 y 4.4, se obtiene que la variaciéon de I es

51:/ 5A.(V><B—2AB)dV+ja{ §A x (B — AA) - ndS.
V() SO

Fijémonos de nuevo en las integrales W = [, (VxdA)-BdV'y 6Ky = [y, (6A-B+
A-V x0A)dV,y hagamos 61 = §W — A0 K. Haciendo la transformacion A* = A+Vy,
podemos ver que d1, por lo que es invariante de Gauge.
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Si la superficie es un conductor perfecto, entonces la componente tangencial de
serd nula y, por la ley de Faraday, entonces la componente normal de B también seré
nula. Como B =V x §A, entonces tendremos que la componente normal de V x §A
sera nula también. Esto implica que la componente normal de § A debe ser el gradiente
de un escalar.

Bien, como A es invariante de Gauge y, para que se cumpla lo anterior, podemos
introducir la transformaciéon 64 = §A* + Vx y elegir n x §A* = 0 en la superficie Sp.
Fijandonos ahora en el término de la superficie de la ecuacién que hemos obtenido
para 01, vemos que con esto las contribuciones de Vyx se anulan y las contribuciones
de 0 A* también. Por tanto, se anula todo el término de la superficie y nos queda

5]2/ JA- (VX B—=2\B)dV =0<=V x B—2AB =0.
Vo

El resultado de esta minimizacion es, por tanto, la condiciéon

V x B =puB, donde = 2\ es una constante. [

Asi, los estados relajados que satisfacen esta condiciéon dependen soélo en la cons-
tante u, y no en las condiciones iniciales.

4.2. Validez de la teoria de Taylor

Toda esta tltima minimizaciéon que hemos realizado esta basada en el hecho de
que la helicidad magnética sea constante. Sin embargo, para ecuaciones resistivas,
podemos ver que no es asi, sino que decrece (derivada negativa). Si nos volvemos a
fijar en las ecuaciones 4.2, y ahora usamos que E = —v x B +1/SJ + V¢, tenemos

dKy

TR —2/‘/0 [(—va)-B+gJ-B+V¢-B]dV—i—£ [Ax(—va)—i—Ax(%J)—i—Aquﬁ] ndS.

0

Al primer término de la primera integral se cancela por ortogonalidad. Ademas,
como B tiene divergencia 0, podemos usar que (V¢)B = V(¢B), por lo que tenemos

ko _ —2/ [1J.B+V¢-B] dV+7{
Vo

7. _
dt IS . [AX(—vaHAx(SJ)} nds+7{ AxV¢-ndS.

So

Por una parte, en el segundo término de la primera integral podemos aplicar el teorema
de Gauss, transformando la integral sobre el volumen en una integral de superficie y
aqui aplicar la condicién de contorno, de forma que este término se cancela. Por otra
parte, en la tltima, aplicamos también el teorema de Gauss, pero esta vez al revés, de
forma que en el integrando queda V (V¢ x A), que se puede escribir como B- V¢ y a
su vez, esto como V(¢B). Por tanto, usando otra vez el teorema de Gauss, nos queda
una integral de superficie de V(¢B) y, usando la condicién de contorno, este término
se cancela. De esta manera, tenemos que

dKy

Ko [ 1, _ LSS
o 2/VOSJ de+]{SO[Ax< vx B)+ A x (L1)] -nds.
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Ahora, usando la identidad vectorial 1.2, podemos transformar el primer término de
la segunda integral como (v X A) x B = —v(A- B) 4+ A(v - B) y, usando la condicién
de contorno, el término se anula. Por otra parte, en el segundo término de esta misma
integral podemos usar la ley de Ampere J = ¢/47V x B para transformarlo como
Ax (n/SJ)=cn/4rSA x (V x B) = en/4nS[(A- B)V — (A - V)B] y, de nuevo, con
la condicién de contorno, la integral se anula. Se tiene, por tanto que
dK
0:_2/ Ty Bav,
dt vo S
por lo que Ky no es un invariante. Esto hace que la energia se disipe, con una tasa de
disipacion del orden de 7 :
aw
&~ Lrav.
dt v S
Podemos preguntarnos entonces cémo es posible que funcione la teoria. La clave
para entender por qué si funciona la conjetura de Taylor esta en las escalas de tiempo
asociadas al proceso de relajacion.

El estado de relajacion definido por V x B = uB solo ocurre como resultado final.
Para tener uso practico, la teorfa no requiere que la helicidad magnética sea abso-
lutamente invariante, s6lo que los procesos dinédmicos responsables de la relajacion
disipen la energia més rapido de lo que disipan la helicidad. Por ello, lo importante
es la invarianza relativa de la helicidad con respecto a la energia (la teoria actual no
especifica estos procesos). Taylor visualiz6 el proceso de relajacion como resultado de
una turbulencia de pequena escala, con S >> 1. En esta situaciéon, podemos suponer
heuristicamente que B se puede descomponer como

B~ Z brexp(ik - ).
k

La ley de Ampere nos dice que J es del orden de la derivada de B y, usando esta
expresion, obtenemos

dK[]N 277 2 dWN n 219
at S%kbk Yol T Sgkb’“'

Aqui, podemos ver que la disipacion de energia, dW/dt es de orden O(1) para escalas de
longitud en las que k ~ S/2. Con esta longitud de de escala, tenemos que la disipacion
de helicidad es del orden de O(S*I/ 2) << 1. Por esta razén, podemos esperar que
una turbulencia de pequena escala disipe energia mas rapido que helicidad.

Desafortunadamente, no hay evidencia experimental de que la relajacién sea produ-
cida por una turbulencia de pequena escala. Los procesos que tienen que ver con la
relajacidén parecen tener una estructura global, de longitud de onda larga, como se
ha visto en numerosas simulaciones. Sin embargo, estas simulaciones siguen mostran-
do que la helicidad es invariante con respecto a la energia, como habia conjeturado
Taylor.

En la actualidad, los resultados tedricos disponibles nos dicen que existen solucio-
nes turbulentas de MHD ideal que disipan la energia y preservan helicidad magnética
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[7]. Ademas la helicidad magnética se preserva para soluciones resistivas [6]. Todos es-
tos argumentos son consistentes con la teoria de relajaciéon de Taylor, pero tampoco la
validan. Por un lado no sabemos si existen mas invariantes en regimenes turbulentos.
Por otro lado, es un reto central en la investigacién actual entender qué soluciones en
el régimen ideal son limites de soluciones de las ecuaciones viscosas o resistivas cuando
los parametros tienden a cero. Finalmente, estos procesos heuristicos no prueban que
las soluciones tiendan al minimo.






APENDICE A
Pinch de Campo Invertido

La fusién termonuclear es una forma de conseguir fusiéon nuclear sometiendo al
plasma a elevadas temperaturas. Puede ocurrir de forma descontrolada (como ocurre
en la mayoria de estrellas o en las bombas nucleares) o de forma controlada (con el
objetivo de aprovechar la energia generada). Para controlar la fusion, lo que se necesita
es confinar de alguna manera el plasma. Una de estas maneras es el confinamiento
magnético. Existen distintas maquinas para confinar el plasma caliente a través de
un campo magnético, hechas de diferentes materiales y con diferentes estructuras,
de forma que el plasma se ve afectado de distintas maneras. La mayoria de estos
dispositivos tienen forma toroidal, lo que permite confinar el plasma por los lados
mediante el campo magnético y que no se escapen las particulas al tratarse de un
“cilindro cerrado por los lados”. Dos ejemplos famosos son los tokamaks y Reversed
Field Pinch( RFP), que hemos traducido como “pinch de campo invertido”.

Figura A.1: Tokamak y RFP

En los tokamaks, se usa una combinacién de imanes para dar lugar a un campo
magnético toroidal (con forma de toro, By en A) y un campo magnético poloidal
(que se mueve en circulos alrededor del plasma, B, en A). El resultado es un campo
magnético que tiene forma muy similar a la del plasma toroidal que intenta confinar,
y que lo rodea por todas partes, de forma que el plasma queda atrapado.
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Figura A.2: Estructura de un Tokamak

En RFP, la estructura es un poco distinta. En este caso, hay también un campo
magnético toroidal (generado por imanes externos) y un campo magnético poloidal
(generado por la corriente del plasma). Pero, en este dispositivo, debido a la forma en
la que esta construido, si nos movemos radialmente hacia fuera del toro, lo que ocurre
es que el campo magnético toroidal va cambiando gradualmente hasta que en un punto
(cerca de la frontera) invierte su sentido. Esto le da el nombre de campo invertido.
Este dispositivo requiere campos magnéticos mucho més bajos que el tokamak; el
campo toroidal es 10 veces mas pequeno que en un tokamak con una corriente similar.
Sin embargo, una desventaja es que es muy susceptible a la turbulencia. Es esta
razén la que hace que la teoria de Taylor, vista en el capitulo 4, prediga muy bien el
comportamiento de RFP, y no del tokamak. Lo estudiamos a continuacién.

Br Reversed

Figura A.3: Estructura de RFP

Para simplificar el proceso, aproximaremos la geometria del toro mediante un ci-
lindro periodico (0 < r < a,0 <60 <27, 0 < z < 27R, donde a sera el menor radio del
toro y R el mayor). Los estados de equilibrio de plasmas toroidales que son indepen-
dientes del angulo toroidal ¢ se llaman axisimétricos. Cuando esto ocurre, las lineas de
campo magnético forma una especie de superficies anidadas, que normalmente no tie-
nen el mismo centro geométrico y no corresponden al eje menor r = 0. Las superficies
son desplazadas hacia el borde exterior del toro. Sin embargo, si la proporcién entre
el radio mayor R y el menor r es muy grande, ese desplazamiento es muy pequefio.
En este caso, se puede hacer una aproximacién del toro mediante un cilindro que sea
periédico. Es por esto que en este caso podemos hacer la aproximaciéon mencionada.
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Figura A.4: Descripcién de un toro

Ademas, consideraremos las soluciones de la ecuacion V x B = uB que cumplan
B, (a) = 0, para que sean consistentes con la condiciéon de contorno n - B =0 en Sp.

Ahora tomamos el rotacional de la ecuacion V x B = uB, y luego tomamos su

componente z. Usando la identidad 1.2 y que V - B = 0, llegamos a que

V2B, + uB, = 0.

Esta ecuacion tiene como solucién la parte real de

B, = Z A oI (ar)expli(mb + kz)] |

m,k

donde o? = p? — k? y J,, es una funcién de Bessel. Se puede demostrar [Taylor,
1975; Reiman, 1980] que solo dos de las soluciones dadas por la expresion anterior
pueden tener minima energia absoluta. Definiendo By como el campo toroidal en el
eje magnético r = 0, tenemos las dos soluciones siguientes.

» Una solucion con simetria cilindrica, con m = 0 (estados BFM)
BZ/B[) = J()(,U,T)

By/By
B, /By

Il

-y
=
2

= Una solucién con simetria helicoidal, con m =0y m =1

B./By = Jo(ur)+ ay gJi(ar)cos(0 + kz)

_ aljk ’ k

By/By = Ji(ur)+ . [,qu(ar) + 7ar} cos(6 + kz)
o al,k / 1% .

B, /By = —“tk [le(ar) + —M} sin(0 + k=)

Estos resultados se pueden interpretar en funcién del parametro de inversiéon del
campo (field reversal parameter) F' = B,(a)/ < B, >= 1a?B,(a)/®, y el parametro
de estriccion (pinch parameter) © = By(a)/ < B, >= 2mal,/c®,. Aqui, ®, es el
flujo del toro, I, la corriente total del toro, ¢ la velocidad de la luz y < ... > denota el
promedio de volumen. Llamaremos ademas pa a la densidad de corriente normalizada.
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= Para la solucién con simetria cilindrica, se tiene que F = w y O = ﬂ.
2J1(pa) 2

La teoria predice que F' < 0 <= pa > 2.4 <= © = pa/2 >1.2. Esto es, si el

parametro de estriccion © es mayor que 1.2, entonces el parametro de inversion

del campo se hace negativo, y esto significa que el campo toroidal en la superficie

cambiara de signo, es decir, se invertiré.

= Para la solucién con simetria helicoidal, este estado existe s6lo para valores
discretos de p, que se determinan con la condicion By(a) = 0. El valor minimo
que puede tomar p para que existan estas soluciones corresponde a pa = 3.11
(luego © =~ 1.56). Entonces, tenemos que para © >1.56, este es el estado de
menor energia.

Por tanto, lo que predice la teoria de Taylor aplicada a RFP es que, para un flujo
toroidal, si se incrementa el valor del flujo magnético (volt-seconds) desde 0, aumenta
también el valor de ©. Al aumentar el valor de O, el campo toroidal de la superficie
disminuye (con respecto a su valor en el eje).

» Cuando O excede el valor 1.2, el campo toroidal cambia de signo (se invierte).
» O puede seguir creciendo (y F' decreciendo) hasta alcanzar el valor 1.56.

s Si el valor del flujo magnético sigue aumentando, como © no puede aumentar
més, lo que ocurre es que el estado relajado que teniamos se distorsiona helicoi-
dalmente (los volt-seconds son absorbidos a medida que la corriente del canal se
deforma helicoidalmente).

Cuando F =~ 1, << 1; este es el caso del tokamak.



APENDICE B

Reconexion Magnética

A lo largo de las secciones anteriores se ha mencionado varias veces la frozen-in
law, por la cual en el régimen ideal, los tubos de flujo mantienen su integridad en todo
momento. Esto quiere decir que los tubos de flujo y, por tanto, las lineas magnéticas, no
pueden romperse ni conectarse unos con otros. Sin embargo, la presencia de incluso la
mas pequena resistividad hace que esto no se cumpla en el régimen de MHD resistivo.
Asi, este régimen permite que dos lineas magnéticas sean arrastradas por el flujo
hasta estar muy juntas, momento en el que se cortan y se reconectan en una direccién
distinta. Esto es lo que se conoce como reconexion magnética.

La presencia de esta resistividad hace, como ya se ha visto, que se produzca una
difusion de energia (ya que la derivada de la energia es negativa). Esta difusion se
produce en todo el plasma de forma “lenta”, en un tiempo 7,. Sin embargo, cuando
se produce la reconexién magnética, el proceso va acompainiado de una liberaciéon de
grandes cantidades de energia de forma mucho mas rapida que la difusion.

En comparaciéon con esa difusién de energia, que aparece de forma global en todo
el plasma debido a la presencia de resistividad, y que presenta un paso temporal de
Ty/Ta =S = n~!, estos procesos rapidos ocurren con un paso de tiempo del orden de
O(nY), 0 <V < 1. Ademas, ocurren localmente (no en todo el plasma). Si hay dos
campos magnéticos con direcciones opuestas, estos empujan y comprimen al fluido
por los dos lados, de forma que los campos se aproximan mucho. El resultado es una
current sheet, que es la estructura fundamental en la que se producen estos procesos.

La teorfa de reconexion tradicional se ha centrado en el estudio 2-dimensional de
estos fenomenos, dando lugar a dos modelos béasicos: el modelo de Sweet-Parker y el
de Petschek. Sin embargo, hoy en dia se sabe que estos dos modelos son incorrectos, ya
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que no consiguen predecir los sucesos observados. Las observaciones muestran que en
ciertos procesos en los que hay presente una resistividad muy pequena, la liberaciéon de
energia se produce de forma mucho més réapida de lo esperado. Estos fenémenos son los
que trata de explicar la teoria de reconexiéon réapida y es un problema de investigacion
actual.

Un ejemplo de este tipo de procesos ocurre en la corona solar. Las altas tem-
peraturas que hay en esta superficie hacen que el plasma sea muy buen conductor,
presentando una resistividad muy baja, pero no nula. En este marco, se dan las lla-
maradas solares, que son precisamente liberaciones repentinas de energia magnética.
Ademas, si la llamarada se produce en direcciéon a la Tierra, originan las famosas
auroras boreales. El problema es que en estos fenémenos, la liberacién de energia se
produce mucho mas rapido de lo que predice el modelo de MHD.
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