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CAPÍTULO 1

Problema de Monge

El problema original propuesto por Monge buscaba transportar de manera óptima
una cantidad de arena a un hueco del mismo volumen.

En el lenguage moderno diríamos que, tenemos dos medidas de Radón no negati-
vas µ y ν, y los espacios de medias (X,µ) y (Y, ν) en Rn, que cumplen la siguiente
condición:

(1.1) µ(Rn) = ν(Rn) <∞

y consideramos que existe la función s : Rn → Rn que lleva µ a ν del siguiente modo:

(1.2) s#(µ) = (ν)

Es decir,

(1.3)

∫
X
h(s(x))dµ(x) =

∫
Y
h(y)dν(y)

para toda función contínua h. Llamamos A al conjunto de todas las funciones s que
cumplen (1.2) y (1.3).

Además hay que tener en cuenta el coste del transporte desde el punto x ∈ X al
punto y ∈ Y , para ello tenemos la función de coste

c : Rn×Rn → [0,∞)

s

X Y

El coste total de transportar el conjunto X dada la función s ∈ A es

(1.4) I[s] :=

∫
X
c(x, s(x))dµ(x)
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2 Problema de Monge

Por último, solo nos queda encontrar función s∗ que minimiza dicho coste

(1.5) I[s∗] := mı́n
s∈A

M [s]

Supongamos ahora que nuestras medidas µ y ν son absolutamente contínuas respecto
a la medida de Lebesque, entonces

dµ(x) = f(x)dx

dν(y) = g(y)dy

si aplicamos esto a la condición (1.3) obtenemos la siguiente relación

(1.6) f(x) = g(s(x))det(Ds(x))

donde Ds es la matriz jacobiana de s, de�nida del siguiente modo:
sea s = (s1, s2, ..., sn), si las componentes de s,

Ds =

s
1
x1 · · · s1

xn
...

. . .
...

snx1 · · · snxn


n×n



CAPÍTULO 2

Problema de Kantorovich

Kantorovich introduce una version relajada del problema original de Monge, con la
intención de convertirlo en un problema lineal. Para ello introduce la clase de medidas
en el espacio producto Rn × Rn

Π(µ, ν) ={Medidas de probabilidad de Radón γ ∈ Rn×Rn}
(proyxγ = µ, proyy = ν)

(2.1)

es decir, las proyecciones de las primeras n coordenadas y las últimas n son, respecti-
vamente µ y ν.

Dado γ ∈ Π(µ, ν), de�nimos el nuevo coste

(2.2) J [γ] =

∫
Rn×Rn

c(x, y)dγ(x, y)

Por tanto, si tenemos una fución s ∈ A, entonces de�nimos la siguiente medida

(2.3) γ(E) = µ{x ∈ Rn |(x, s(x)) ∈ E ⊂ Rn×Rn} (E Borel)

que pertenece a Π(µ, ν). Además, el nuevo funcional (2.2) es lineal respecto a γ. Por
tanto, bajo las condiciones apropiadas sobre el coste, ciertos argumentos de compa-
cidad con�rman la existencia de al menos una medida γ∗ ∈ Π(µ, ν) que satisface

(2.4) J [γ∗] = mı́n
γ∈Π(µ,ν)

J [γ]

Sin embargo γ∗ no está generada necesariamente por una función s ∈ A y por ello
consideramos esta solución como una solución débil del problema original de Monge.
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CAPÍTULO 3

Problema Dual

Comencemos conociendo que es el problema dual y algunos de sus teoremas más
importantes.

Asumimos que conocemos c ∈ Rn, b ∈ Rm y A(m×n).El problema lineal primal
consiste en encontrar x∗ ∈ Rn que cumpla:

(3.1) (P )

{
máx cTx

s.a. Ax ≤ b

El problema lineal dual consiste en encontrar y∗ ∈ Rm que cumpla:

(3.2) (D)

{
mı́n yTb

s.a. ATy = c, y ≥ 0

Teorema 3.1 (Dualidad débil). Sea x̄ una solución factible de (P ) y sea ȳ una solu-

ción factible de (D) ⇒ cTx̄ ≤ ȳTb

Demostración. Partiendo de las hipótesis de nuestro teorema, observamos por un lado,
que ATȳ = c ⇒ x̄TATȳ = x̄Tc. Por otro lado, Ax̄ ≤ b e ȳ ≥ 0 ⇒ ȳTAx̄ ≤ ȳTb.
Además, sabemos que x̄TATȳ es una matriz de dimensión 1×1, por tanto x̄TATȳ =
(x̄TATȳ)T = ȳTAx̄. Por el mismo motivo x̄Tc = cTx̄. De este modo obtenemos:

cTx̄ = x̄Tc = x̄TATȳ = ȳTAx̄ ≤ ȳTb

Teorema 3.2 (Dualidad Fuerte). Existen cuatro posibiliades para los problemas pri-

mal (P) y dual (D):

1. El primal y el dual no son factibles.

2. El primal no es factible y el dual no está acotado.

3. El dual no es factible y el primal no está acotado.

4. Tanto el primal como el dual son factibles y tienen la misma solución.
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6 Problema Dual

Demostración. Para esta demostración damos por conocidos los lemas de Farkas que
podemos encontrar en el Apéndice I.
Probamos los cuatro casos por separado:

Caso 1: Un ejemplo en el que tanto el primal como el dual no son factibles:
c = (1)

b = (−1)

A = (0)

Caso 2: Supongamos que ȳ es una solución factible del problema dual y asumimos que el
primal no es factible. Aplicamos el segundo Lema de Farkas, (1′) no se cumple,
por lo tanto (2′) debe cumplirse, es decir, existe ŷ tal que ATŷ = 0, ŷTb < 0,
ŷ ≥ 0. Consideramos la recta ȳ + λŷ, λ ≥ 0. Entonces,

AT(ȳ + λŷ) = c+ λ · 0 = c

y

ȳ + λŷ ≥ 0

por tanto, para todo λ ≥ 0, ȳ + λŷ es una solución factible del dual. Además,

(ȳ + λŷ)Tb = ȳTb+ λŷTb

Sabemos que ŷTb < 0 ⇒ cuando λ→∞, (ȳ + λŷ)Tb→ −∞. Esto prueba que,
en este caso, el problema dual no está acotado.

Caso 3: Sea x̄ una solución factible para el problema primal y asumiendo que el dual
no tiene solución factible ⇒ @y tal que ATy = c, y ≥ 0. Empleamos el primer
Lema de Farkas, (si renombramos A → AT, x → y, b → c) (1) no se cumple,
por tanto (2) debe cumplirse, es decir, existe x̂ tal que Ax̂ ≥ 0, x̂Tc = cTx̂ < 0.
Consideramos la recta x̄− λx̂, λ ≥ 0. Entonces,

A(x̄− λx̂) ≤ b− λAx̂ ≤ b

por tanto, para todo λ ≥ 0, ȳ + λŷ es una solución factible del dual. Además,

cT(x̄− λx̂) = cTx̄− λcTx̂

Sabemos que cTx̂ < 0 ⇒ cuando λ→∞, cT(x̄+ λx̂)→ +∞. Esto prueba que,
en este caso, el problema primal no está acotado.

Caso 4: Sea x̄ y ȳ soluciones factibles de los problemas primal y dual, respectivamente.
Por el teorema de Dualidad Débil, cTx̄ ≤ yTb, por tanto ambos problemas están
acotados. Sea γ el valor óptimo para el dual. Supongamos que el valor óptimo
del problema primal es menor que γ, es decir, supongamos que @x tal que

Ax ≤ b, cx ≥ γ



3.1 Caso Discreto 7

es decir, @x tal que [
A
−cT

]
x ≤

[
b
−γ

]
Esto implica que la condición (1′) del segundo lema de Farkas no se cumple,

por tanto (2′) debe hacerlo. Entonces, existe un vector

[
yT

λ

]
, donde λ ∈ R, que

satisface [
A
−cT

]T [
y
λ

]
= 0,

[
b
−γ

]T [
y
λ

]
< 0,

[
y
λ

]
≥ 0

Supogamos λ= 0. Esto implica que ATy = 0, bT < 0, y ≥ 0, es decir, la condición
(2′) del segundo lema de Farkas se cumple. Por este motivo, la condición (1′)
no se cumple, es decir, @x tal que Ax ≤ b. Esto contradice la hipótesis, ya que
según ésta el problema primal es factible. Por tanto, λ > 0.
Si extendemos la ecuación matricial anterior:

ATy − λc = 0⇒ AT
(y
λ

)
= c

Además, yλ ≥ 0 ⇒ y
λ es una solución factible del problema dual. Sin embargo,

bTy − λγ < 0⇒ bT
(y
λ

)
= γ

lo cual contradice que γ es el valor óptimo del dual. Por tanto, si tanto el
problema primal como el dual son factibles, sus valores óptimos son iguales.

TODO: el teorema y la prueba de que el dual de el dual es el primal, porque "par-

timos de un minimo y queremos llegar a un máximo"

3.1. Caso Discreto

Ahora que conocemos estos teoremas los aplicamos al problema de Kantovich. Para
ello, observamos primero el caso discreto. Supongamos entonces que cij , µi, νj (i =
1, ..., n; j = 1, ...,m) son conocidos y no negativos, satisfacen la condición de equilibrio

(3.3)
n∑
i=1

µi =

m∑
j=1

νj

Queremos encontrar γ∗ij que

(3.4) mı́n

n∑
i=1

m∑
j=1

cijγij



8 Problema Dual

y esté sujeto a las siguientes condiciones

(3.5)
m∑
j=1

γij = µi,

n∑
i=1

γij = νj , γij ≥ 0

Como podemos observar (3.3), (3.4) y (3.5) son las equivalencias para el caso discrto
de (1.1), (2.2) y (2.1) respectivamente.

Si comparamos este problema con el dual (3.2) mediante las equivalencias

yT = (γ11, γ12, ..., γ1m, γ21, ..., γnm),

bT = (c11, ..., c1m, c21, ..., cnm),

cT = (µ1, ..., µn, ν1, ..., νm),

xT = (u1, ..., un, v1, ..., vm)

siendo AT una matriz de dimensión (n+m)× nm de la forma

1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1

e1 e1 · · · e1

e2 e2 · · · e2
...

...
. . .

...
em em · · · em


Las primeras n �las están compuestas por los elementos 1 = (1, 1, ..., 1) ∈ Rm y 0 =
(0, 0, ..., 0) ∈ Rm. Las siguientesm �las contienen los vectores ei = (0, 0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) ∈
Rn de modo que el 1 se encuentra en la posición i del vector. Con esto obtenemos el
problema dual (del dual)

(3.6) máx
n∑
i=1

uiµi +
m∑
j=1

vjνj

sujeto a

(3.7) ui + vj ≤ cij(i = 1, ..., n; j = 1, ...,m)

3.2. Caso General

Como sabemos, no todas las medidas son discretas, por lo que debemos ver el
problema dual análogo para todo tipo de medidas.

Introduzcamos primero como sería la forma correspondiente a las condiciones (3.7)
a las que está sujeto el problema dual

(3.8) L := {(u, v) | u, v : Rn → R continuas, u(x) + v(y) ≤ c(x, y)}
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para x, y ∈ Rn.

Del mismo modo enunciamos la ecuación equivalente a (3.6) para el caso general

(3.9) K[u, v] :=

∫
Rn

u(x)dµ(x) +

∫
Rn

dν(y)

De modo que el problema dual del problema de Kantorovich (2.4), para cualquier
medida, consistiría en encontrar el par (u∗, v∗) ∈ L tal que

(3.10) K[u∗, v∗] = máx
(u,v)∈L

K[u, v]

Este nuevo problema nos muestra una importante diferencia respecto al problema
original (1.5). En el problema de Monge necesitabamos encontrar una función ópti-
ma s∗ ∈ A que satisfaga restricciones no lineales; en cambio, en el problema dual de
Kantorovich buscamos un par óptimo (u∗, v∗) ∈ L. Esto, como veremos más adelante
es más sencillo debido a su estructura.

Nota. No hemos demostrado este resultado debido a que hemos preferido enfo-
carnos en otros temas que nos resultan más interesantes, pero podemos encontrar una
prueba para el problema dual general en el apartado 1.6.3 de Santambrogio [1].





CAPÍTULO 4

Existencia para coste cuadrático

En esta sección vamos a considerar un caso en el que el coste es uniformemente
convexo, un coste cuadrático

(4.1) c(x, y) :=
1

2
|x− y|2 (x, y ∈ Rn),

donde | · | es la norma Euclídea. Con este nuevo coste nos preguntamos si podemos
construir un s∗ ∈ A que resuelva el problema de Monge (1.5) dado

(4.2) I[s] :=
1

2

∫
Rn

|x− s(x)|2dµ(x) (s ∈ A)

Pero antes de responder a esta pregunta primero vamos a observar algunas de las
propiedades geométricas de s∗ en caso de que exista.

4.1. Geometría del transporte óptimo

Supongamos entonces que existe un s∗ ∈ A, entre todas las funciones s ∈ A, que
minimiza (4.2). Fijamos un m entero positivo y tomamos distintos puntos {xk}mk=1 ⊂
X, asumimos que podemos hallar bolas disjuntas

(4.3) Ek := B(xk, rk) (k = 1, ...,m)

además tomamos los radios {rk}mk=1 de forma que la medida en estas bolas sea la
misma

(4.4) µ(E1) = · · · = µ(Em) = ε

Ahora aplicamos s∗ de modo que

(4.5)

{
yk := s∗(xk)

Fk := s∗(Ek)

y si recordamos, ν = s∗#(µ) y por ello

(4.6) ν(F1) = · · · = ν(Fm) = ε

11



12 Existencia para coste cuadrático

Elegimos ahora una función s ∈ A, la cual es una variación de s∗ que se obtiene al
permutar (de forma cíclica) las bolas imágenes {Ek}mk=1. Es decir, obtenemos s ∈ A
tan que

(4.7)


s(xk) = yk+1

s(Ek) = Fk+1

s ≡ s∗ en X −
m⋃
k=1

Ek

para k = 1, ...,m, donde ym+1 := y1, Fm+1 := F1.

X Y

x1x1

x2x2

x3x3

x4x4

xmxm

. . .

y1y1

y2y2

y3y3

y4y4

ymym

. . .

s∗

s

s∗

s

s∗
s

Debido a que hemos asumido que s∗ minimiza (4.2) sabemos que

(4.8) I[s∗] ≤ I[s]

es decir,

(4.9)
1

2

∫
X
|x− s∗(x)|2dµ(x) ≤ 1

2

∫
X
|x− s(x)|2dµ(x)

dado queX = (
⋃m
k=1Ek)

⋃
(X−

⋃m
k=1Ek) podemos separar las integrales y simpli�car

las partes en las que s ≡ s∗, es decir, en X −
⋃m
k=1Ek

m∑
k=1

∫
Ek

|x− s∗(x)|2dµ(x) ≤
m∑
k=1

∫
Ek

|x− s(x)|2dµ(x)

si desarrollamos los cuadrados llegamos a la siguiente inecuación

m∑
k=1

∫
Ek

2〈x, s(x)− s∗(x)〉dµ(x) ≤
∫
m⋃
k=1

Ek

|s(x)|2dµ(x)−
∫
m⋃
k=1

Ek

|s∗(x)|2dµ(x)
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�jémonos ahora únicamente en la parte derecha de esta desigualdad. Si tenemos en
cuenta que s#(µ)=s∗#(µ), puesto que cumplen (1.3), vemos que la parte derecha se
anula ∫

m⋃
k=1

Fk

|y|2dν(y)−
∫
m⋃
k=1

Fk

|y|2dν(y) = 0

Por último dividimos por ε y forzamos que ε→ 0 de modo que obtenemos

m∑
k=1

〈xk, yk+1 − yk〉 ≤ 0

que puede ser reordenada de la siguiente forma

(4.10)
m∑
k=1

〈xk−1, yk〉 ≤
m∑
k=1

〈xk, yk〉

donde x−1 := xm.

Antes de continuar debemos de�nir algunos conceptos.

De�nición 4.1 (Relación). Se dice que ρ es una relación en E×E∗ si ρ es una función
multivaluada, es decir ρ(x) = X∗ ⊆ E∗.

De�nición 4.2 (Cíclicamente monótono). Sea ρ una relación en Rn × Rn tal que
x∗i ∈ ρ(xi), se dice que ρ es cíclicamente monótona si y solo si∑

〈xi, x∗i 〉 ≥
∑
〈xσ(i), x

∗
i 〉

para todo conjunto �nito de puntos y toda permutación σ.

De�nición 4.3 (Función propia). La función f en X se dice propia si existe x0 ∈ X
tal que f(x0) < +∞ y f(x) > −∞ para todo x ∈ X.

De�nición 4.4 (Función convexa). una función f en X es convexa si para todo
x, y ∈ X se cumple

(4.11) f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)

para λ ∈ (0, 1).

De�nición 4.5 (Subgradiente y subdiferencial). un subgradiente de f en x ∈ E es
un x∗ ∈ E∗ tal que

f(y) ≥ f(x) + 〈y − x, x∗〉

para todo y ∈ E. Además, el subdiferencial de f en x ∈ E (∂f(x)) es el conjunto de
todos los posibles subgradientes de f en x.

Teorema 4.6. Sea ρ una relación en X × Y ⊂ Rn×Rn. ρ es cíclicamente monótona

⇔ existe una función convexa propia f en X tal que ρ ⊆ ∂f .

Demostración.
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⇐) Sea ρ una relación en E×E∗ ⊂ Rn×Rn, y dado un conjunto de pares {(xi, x∗i ), i ∈
I} ⊂ E×E∗ (denominado el grafo de ρ), elegimos una función convexa propia f , que
por ello debe cumplir

f(y) ≥ f(xi) + 〈y − xi, x∗i 〉,

para todo i ∈ I, y ∈ E.
Por tanto si f es una función convexa propia en E y si

x∗i ∈ ρ(xi) ⊆ ∂f

donde i = 0, 1, ..., n, entonces

∞ > f(xj) ≥ f(xi) + 〈xj − xi, x∗i 〉

para todo i,j. Si aplicamos la desigualdad varias veces para los distintos xi

0 ≥ 〈x0 − xn, x∗n〉+ · · ·+ 〈x2 − x1, x
∗
1〉+ 〈x1 − x0, x

∗
0〉

o lo que es lo mismo
n∑
i=1

〈xi, x∗i 〉 ≥
n∑
i=1

〈xi+1, xi〉

Pero esta desigualdad no es la única a la que podríamos llegar, esto se cumpliría para
todo conjunto de n+1 pares, es decir,

n∑
i=1

〈xi, x∗i 〉 ≥
n∑
i=1

〈xσ(i), xi〉

para toda permutación σ, y por ello ρ es cíclicamente monótono.

⇒) Suponemos que ρ es una relación cíclicamente monótona en E × E∗. Sin pérdida
de generalidad podemos suponer que ρ es no vacía y �ja algún x0 ∈ E y x∗0 ∈ E∗ tal
que x∗0 ∈ ρ(x0). De�nimos ahora f de modo que para cada x ∈ E

f(x) = sup{〈x− xn, x∗n〉+ · · ·+ 〈x1 − x0, x
∗
0〉}

donde x∗i ∈ ρ(xi), i = 1, ..., n y el supremo se toma de entre todos los posibles
conjuntos �nitos de pares (xi, x

∗
i ).

Dado que f es el supremo de un conjunto no vacío de funciones a�nes, f(x) < −∞
y cumple la de�nición de convexidad (4.11). Además,

0 ≤ 〈x0 − xn, x∗n〉+ · · ·+ 〈x1 − x0, x
∗
0〉

ya que ρ es cíclicamente monótona. Por tanto f(x0) < +∞, lo que implica que f es
una función propia convexa.

Aún queda por ver que, si tomamos x̄ y x̄∗ tal que x̄∗ ∈ ρ(x̄), x̄∗ ∈ ∂f . Para ello
debemos ver que, para todo α < f(x̄)

f(x) ≥ α+ 〈x− x̄, x̄∗〉 para todo x ∈ E
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Dado que α < f(x̄) y podemos elegir un conjunto de pares (xi, x
∗
i ) i = 1, ..., k de

modo que
α < 〈x̄− xk, x∗k〉+ · · ·+ 〈x1 − x0, x

∗
0〉

Si renombramos x̄ = xk+1 y x̄∗ = x∗k+1 y sustituimos en la desigualdad

f(x) ≥ 〈x− xk+1, x
∗
k+1〉+ · · ·+ 〈x1 − x0, x

∗
0〉

y esto se cumple para todo x ∈ E por de�nición de f . Por tanto queda probado que
ρ ⊆ ∂f .

Recordemos que hemos llegado a la ecuación (4.10) donde s permutaba de forma
cíclica las bolas imágenes {Ek}mk=1. Sa ha decidido que la permutación sea σ(k) =
k−1, pero podríamos haber elegido otra cualquiera de�niendo una función s distinta.
Por tanto, podemos a�rmar que dado grafo {(x, s∗(x)) | x ∈ X} ⊂ Rn × Rn, s∗ es
cíclicamente monotona.

Hemos visto que s∗ es cíclicamente monótona entonces, por el teorema que acaba-
mos de ver

(4.12) s∗ ⊆ ∂φ∗

para alguna función convexa φ∗ : Rn → R. Además, por [2] una función convexa es
diferenciable en casi todo punto (a.e.), por tanto

(4.13) s∗ = Dφ∗ a.e. en X

donde Dφ∗ es el gradiente de φ∗.

La conlusión que sacamos entonces, es que, en caso de que exista una función s∗

que optimice nuestro problema, ésta será el gradiente de una función convexa φ∗.

4.2. Solución del problema dual

En esta sección vamos a probar que existe una solución óptima para el problema
de transporte. Lo haremos partiendo del problema dual de Kantorovich. En lo sucesivo
supondremos que

(4.14) dµ = f dx, dν = g dy

tal que f y g son funciones acotadas, no negativas con soporte compacto. El soporte
de estas funciones es X e Y respectivamente. Además, estas dos funciones cumplen la
condición de equilibrio

(4.15)

∫
X
f(x)dx =

∫
Y
g(y)dy

Para este caso el problema es encontrar (u∗, v∗) que maximice

(4.16) K[u, v] :=

∫
X
u(x)f(x)dx+

∫
Y
v(y)g(y)dy
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sujeto a

(4.17) u(x) + v(y) ≤ 1

2
|x− y|2 (x ∈ X, y ∈ Y )

Queremos utilizar lasherramientas del análisis convexo, para ello debemos realizar un
cambio de variable

(4.18)

{
φ(x) := 1

2 |x|
2 − u(x) (x ∈ X)

ψ(y) := 1
2 |y|

2 − v(y) (y ∈ Y )

de modo que las restricciones (4.17) son ahora

(4.19) φ(x) + ψ(y) ≥ 〈x, y〉

y nuestra meta ahora será encontrar φ∗ y ψ∗ que minimice

(4.20) L[φ, ψ] :=

∫
X
φ(x)f(x)dx+

∫
Y
ψ(y)g(y)gy

Lema 4.7. Existe (φ∗,ψ∗) que resuelve el problema de minimización (4.20). Adema±,

(φ∗,ψ∗) son funciones duales convexas del tipo

(4.21)

 φ∗(x) = máx
y∈Y

(〈x, y〉 − ψ∗(y)) (x ∈ X)

ψ∗(y) = máx
x∈X

(〈x, y〉 − φ∗(x)) (y ∈ Y )

Demostración.

Sabemos que las funciones φ y ψ deben satisfacer 4.19, entonces

φ(x) ≥ máx
y∈Y

(〈x, y〉 − ψ(y)) =: φ̂(x)

por tanto

φ̂(x) + ψ(y) ≥ 〈x, y〉

del mismo modo

ψ(y) ≥ máx
x∈X

(〈x, y〉 − φ̂(x)) =: ψ̂(y)

entonces

(4.22) φ̂(x) + ψ̂ ≥ 〈x, y〉

Dado que ψ ≥ ψ̂

(4.23) máx
y∈Y

(〈x, y〉 − ψ̂(y)) ≥ φ̂(x)

Por (4.22) y (4.23) tenemos que

φ̂(x) = máx
y∈Y

(〈x, y〉 − ψ̂(y))
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Dado que f, g ≥ 0, φ ≥ φ̂ y ψ ≥ ψ̂, vemos que L[φ̂, ψ̂] ≤ L[φ, ψ]. Esto quiere decir que
para todo φ y ψ podemos encontrar un par φ̂ y ψ̂ que mejore la solución del problema
de transporte óptimo.
Sabemos que X,Y son compactos por tanto tenemos

x̄ = sup(X)

ȳ = sup(Y )

Además, si elegimos yi tal que φ(xi) = 〈xi, yi〉 − ψ(yi) e y
∗ = sup(Y )

|φ(x1)− φ(x2)| = |〈x1, y1〉 − ψ(y1)− 〈x2, y2〉+ ψ(y2)| ≤
≤ |〈x1, y2〉 − 〈x2, y2〉| ≤ ȳ2|x1 − x2| ≤
≤ ȳ∗|x1 − x2|

tomando ȳi := máx
j∈1,...,n

(yij), donde yij representa la cordenada j-ésima del vector yi.

Con esto probamos que todo φ es Lipschitz contínua y de forma similar podemos
probar que ψ lo es.
Por otro lado,

ı́nf
φ∈Φ,ψ∈Ψ

(L[φ, ψ]) = m

donde Φ y Ψ es el conjunto de todas las funciones de la forma (4.21). Por tanto existen
sucesiones φn y ψn tal que L[φn, ψn] → m. Teniendo en cuenta que estas funciones
son Lipschitz continuas, por el teorema de Arzelá-Ascoli existen subsucesiones φnk
y ψnk tal que ĺım

k→∞
φnk = φ∗ y ĺım

k→∞
ψnk = ψ∗. Este teorema también nos asegura

convergencia uniforme en compactos, por tanto

ĺım
k→∞

L[φnk , ψnk ] = L[φ∗, ψ∗] = m

4.3. Existencia de solución del problema de transporte óp-

timo

Comenzamos esta sección de�niendo φ∗(x) y ψ∗(y) como en el apartado anterior

(4.24)

φ
∗(x) = máx

y∈Y
(〈x, y〉 − ψ∗(y)) (x ∈ X)

ψ∗(y) = máx
x∈X

(〈x, y〉 − φ∗(x)) (y ∈ Y )

de modo que, además, estas funciones sean las que minimizan L[φ, ψ]. Sabemos tam-
bién que φ∗ y ψ∗ son convexas y diferenciables en casi todo punto.
Demostraremos a continuación que s∗ es solución del problema de transporte donde

(4.25) s∗(x) := Dφ∗(x) a.e. x ∈ X

Teorema 4.8. Sea s∗(x) := Dφ∗(x) a.e x ∈ X entonces:
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(1) s∗ : X → Y es esencialmente biyectiva.

(2)
∫
X h(s∗(x))dµ(x) =

∫
Y h(y)dν(y) para toda función h ∈ C(Y )

(3) Para todo s : X → Y que cumpla s#(µ) = ν

1

2

∫
X
|x− s∗(x)|2dµ(x) ≤ 1

2

∫
X
|x− s(x)|2dµ(x)

Demostración.

Comenzamos viendo que, por la de�nición de φ∗ dada en (4.24), s∗ = Dφ∗ ∈ Y a.e.
Tomamos τ > 0 y de�nimos

(4.26)

φτ (x) := máx
y∈Y

(〈x, y〉 − ψτ (y)) (x ∈ X)

ψτ (y) := ψ∗(y) + τh(y) (y ∈ Y )

para h ∈ C(Y ).
Estas nuevas funciones cumplen

φτ (x) + ψτ (y) ≥ 〈x, y〉 (x ∈ X, y ∈ Y )

y teniendo en cuenta que φ∗ y ψ∗ minimizan el problema de transporte

L[φ∗, ψ∗] ≤ L[φτ , ψτ ] := i(τ)

La función que lleva τ → i(τ) tendría por lo tanto un mínimo para τ = 0, ya que
φ0 = φ∗ y ψ0 = ψ∗, y por ello

0 ≤ 1

τ
(L[φτ , ψτ ]− L[φ∗, ψ∗])

=

∫
X

φτ (x)− φ∗(x)

τ
f(x)dx+

∫
Y
h(y)g(y)dy

(4.27)

Elegimos yτ (x) ∈ Y de modo que, si �jamos x

φτ (x) = 〈x, yτ (x)〉 − ψτ (yτ (x))

esto quiere decir que, para cada x tenemos un yτ ∈ Y con el que se consigue la igualdad
anterior. Podemos observar entonces

φτ (x)− φ∗(x) = 〈x, yτ (x)〉 − ψ∗(yτ (x))− τh(yτ (x))− φ∗(x)

≤ 〈x, yτ (x)〉 − ψ∗(yτ (x))− τh(yτ (x))− 〈x, yτ (x)〉+ ψ∗(yτ (x))

= τh(yτ (x))

Por otro lado, si tomamos y∗(x) ∈ Y del mismo modo que antes, de forma que se
cumpla, para un valor de x �jado,

(4.28) φ∗(x) = 〈x, y∗(x)〉 − ψ∗(y∗(x))
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entonces

φτ (x)− φ∗(x) ≥ 〈x, y∗(x)〉 − ψ∗(y∗(x))− τh(y∗(x))− φ∗(x)

= 〈x, y∗(x)〉 − ψ∗(y∗(x))− τh(y∗(x))− 〈x, y∗(x)〉+ ψ∗(y∗(x))

= −τh(y∗(x))

Si combinamos los dos resultados anteriores obtenemos

(4.29) −h(y∗(x)) ≤ φτ (x)− φ∗(x)

τ
≤ −h(yτ (x))

Si tomamos x ∈ X de modo que exita s∗ := Dφ∗(x) entonces s∗(x) = y∗(x)
Además, cuando τ → 0, yτ → y∗(x) = s∗(x). En el caso de (4.29), con lo que acabamos
de ver, cuando τ → 0

φτ (x)− φ∗(x)

τ
→ −h(s∗(x))

Se puede observar que
∣∣∣φτ−φ∗τ

∣∣∣ ≤ ||h||∞. Por el teorema de convergencia dominada

junto con (4.27)∫
X
−φτ (x)− φ∗(x)

τ
f(x)dx→

∫
X
h(s∗(x))f(x)dx ≤

∫
Y
h(y)g(y)dy

La función h se ha elegido de un modo arbitrario, por lo que si realizasemos el mismo
proceso para la función −h obtendríamos∫

X
h(s∗(x))f(x)dx ≥

∫
Y
h(y)g(y)dy

Con lo que conseguimos la igualdad

(4.30)

∫
X
h(s∗(x))f(x)dx =

∫
Y
h(y)g(y)dy

Esto prueba (2).
Tomamos ahora s cualquier función que cumple (1.3), entonces, si elegimos h = ψ∗

(4.31)

∫
X
ψ∗(s(x))f(x)dx =

∫
Y
ψ∗(y)g(y)dy

Sabemos que φ∗(x) + ψ∗(y) ≥ 〈x, y〉 con igualdad para y = s∗ por (4.28)

(4.32)

{
ψ∗(s(x)) ≥ 〈x, s(x)〉 − φ∗(x)

ψ∗(s∗(x)) = 〈x, s∗(x)〉 − φ∗(x)

Por otro lado sabemos que

(4.33)

∫
X
ψ∗(s(x))f(x)dx =

∫
Y
ψ∗(y)f(y)dy =

∫
X
ψ∗(s∗(x))f(x)dx
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donde la primera igualdad la obtenemos de (4.30) para h = ψ∗ y la segunda de (4.31).
Ahora, podemos dejar ambas integrales a un lado del igual consiguiendo

0 =

∫
X
ψ∗(s(x))f(x)dx−

∫
X
ψ∗(s∗(x))f(x)dx

≥
∫
X

(〈x, s(x)〉 − φ∗(x))f(x)dx−
∫
X

(〈x, s∗(x)〉 − φ∗(x))f(x)dx

=

∫
X
〈x, s(x)− s∗(x)〉f(x)dx

Esta desigualdad se obtiene al sustituir φ∗(s(x))y φ∗(s∗(x)) por la desigualdad e igual-
dad, respectivamente, mostradas en (4.32).
Podemos modi�car ligeramente esta desigualdad del siguiente modo

0 ≥ 2

∫
X
〈x, s(x)− s∗(x)〉f(x)dx

=

∫
X

2〈x, s(x)− s∗(x)〉f(x)dx−
∫
Y
|y|2g(y)dy +

∫
Y
|y|2g(y)dy

=

∫
X

2〈x, s(x)− s∗(x)〉f(x)dx−
∫
X
|s(x)|2f(x)dx+

∫
X
|s∗(x)|2f(x)dx

=

∫
X
|x− s∗(x)|2f(x)dx−

∫
X
|x− s(x)|2f(x)dx

Aclaro que la segunda igualdad se obtiene sustituyendo h por | · |∗ en las ecuaciones
(4.30) y (1.3). Así queda probado (3).



CAPÍTULO 5

Aplicación

Las ecuaciones de difusión no lineales provienen de distintos fenómenos de difu-
sión que pueden encontrarse en la naturaleza. Se consideran modelos matemáticos
de problemas físicos. Para abordar algunas de estas ecuaciones se construye un siste-
ma iterativo basado en la discretización del tiempo. Sin embargo, debemos conocer
algunos conceptos y teoremas previos.

5.1. De�niciones previas

Antes de comenzar debemos de�nir el espacio de funciones de densidad de proba-
bilidades P con segundo momento �nito:

P := {ρ : Rn → Rn |ρ ≥ 0 a.e.,

∫
Rn

ρ(x)dx = 1,

∫
Rn

|x|2ρ(x)dx <∞}

De�nición 5.1 (Método directo del cálculo variacional). El método directo del cálculo
variacional se emplea típicamente para demostrar la existencia de un mínimo para un
funcional F : V → Rn ∪ ∞, es decir, un v ∈ V tal que F (v) ≤ F (u) para todo u ∈ V .
Aplicar este método cuando V es un subespacio de W espacio de Banach implica
realizar los siguientes cinco pasos:

1. Demostrar que el funcional está acotado inferiormente, de modo que

ı́nf
u∈V

J(u) > −∞

2. De�nir una sucesión minimizadora {un} tal que un → ı́nf
u∈V

J(u).

3. Cualquier sucesión minimizadora {un} debe estar acotada.

4. Mostrar que existe una subsucesión {unk} de {un} que converja a algún u0 ∈W
respecto a la topología débil.

5. Demostrar que J es débilmente e inferiormente semi-continua, es decir, para
cualquier sucesión un → u0

ĺım inf
n→∞

J(un) ≥ J(u0)
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De�nición 5.2 (Convergencia débil). Se dice que una subsucesión de medidas {µn} ∈
P converge débilmente a la medida µ si∫

Rn

gµn →
∫
Rn

gµ

para toda función g contínua con soporte compacto en Rn.

Teorema 5.3 (Teorema de Banach-Alaoglu sucesional). Este teorema a�rma que la

bola unidad cerrada es sucesionalmente compacta en la topología débil.

Si aplicamos este teorema a nuestro conjunto P junto al la de�nición de conver-
gencia débil obtenemos el siguiente teorema de compacidad, el cual nos garantiza que,
sobre una función β, la medida límite es absolutamente contínua respecto a la medida
de Lebesque. Además, el hecho de que nuestras medidas tengan momentos �nitos nos
asegura que la medida será de probabilidad.

Teorema 5.4. Si existe una función β con crecimiento super lineal tal que
∫
Rn β(ρnk(x))dx <

∞, entonces {ρnk} converge a ρ0 ∈ P.

De�nición 5.5 (Distancia Wasserstein). Para medir la distancia entre dos medidas
de probabilidad µ y ν:

d(µ, ν) = ı́nf
γ∈P (µ,ν)

1

2

∫
Rn×Rn

|x− y|2dγ(x, y)

donde, P (µ, ν) es el conjunto de medidas de probabilidad en Rn×Rn con primera
marginal µ y segunda marginal ν.

Si observamos esta distancia, comprobamos que es la solución al problema de
Kantorovich para coste c = 1

2 |x− y|
2

Teorema 5.6 (Teorema de convergencia monótona). Sea {fn} una sucesión monótona

de funciones medibles, si alguna de las funciones de esta sucesión es integrable entonces

ĺım
∫
fk y

∫
ĺım fk existen y, además

ĺım

∫
fk =

∫
ĺım fk

Proposición 5.7. Si β es una función convexa con crecimiento superlineal, entonces

es débilmente semicontinua en P. Es decir, sea {uk} ∈ P sucesión que converge a u

ĺım inf
k→∞

β(uk) ≥ β(u)

5.2. Existencia y unicidad de un mínimo

Lo primero de todo es describir el funcional que queremos minimizar, utilizando
un procedimiento de discretización del tiempo mediante pasos. De modo que tomamos
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un tamaño de paso pequeño h > 0 y comenzando por un ρ0 ∈ P obtenemos ρk+1 ∈ P
que minimiza el funcional

(5.1) Nk :=
d(ρ, ρk)2

h
+

∫
β(ρ)dx

donde β : Rn → Rn es una función convexa y con crecimiento superlineal. Se supone
además que: ∫

Rn

β(ρ0) <∞

Debemos mostrar que este mínimo existe, para ello utilizaremos el método de
cálculo de variaciones de�nido en la sección previa.

De este modo comenzamos probando que β(ρ) > −∞. Debido a que tiene un
crecimiento superlineal sabemos que

ĺım
x→∞

=
β(x)

|x|
=∞

y con ello obtenemos la coercividad, que para C1 ≥ 0 y C2 ≥ 0 contantes, tenemos

β(x) ≥ C1|x| − C2

como |x| ≥ 0 queda probado que β(ρ) > −∞, ∀ρ ∈ P. Por ello podemos ver que el
funcional (5.1) está acotado inferiormente

Nk > −∞

Por tanto podemos de�nir una sucesión {ρn}minimizante, es decir, ĺım
n→∞

Nk(ρn)→
ı́nf
ρ∈P

Nk(ρ). Además, por la de�nión del conjunto P podemos acotar la sucesión {ρn}

0 ≤
∫
Rn

ρ(x)dx ≤ 1

El teorema de Banach-Alaoglu nos muetra la existencia de una subsucesión {ρnj} de
{ρn} que converge débilmente∗ a ρk+1 ∈ P.

Por otro lado, dado que β(ρ) es convexa
∫
Rn β(ρ) es débilmente semicontínua

respecto a la topología débil∗, y por este motivo

(5.2) ĺım inf
j→∞

∫
Rn

β(ρnj )dx ≥
∫
Rn

β(ρk+1)dx

Nos queda demostrar que

(5.3) ĺım inf
j→∞

d(ρnj , ρ
k)2 ≥ d(ρk+1, ρk)2

Para ello comenzamos eligiendo un pj ∈ Π(ρnj , ρ
k) que satisfaga

1

2

∫
Rn×Rn

|x− y|2dpj(x, y) ≤ d(ρnj , ρ
k) +

1

j
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Tomamos ahora un R > 0 y la función contínua ηR : Rn → [0, 1] del siguiente modo:

ηR = 1 para x ∈ BR ηR = 0 para x /∈ B2R

donde BR es la bola de centro el origen de Rn y radio R. Y sea p la medida de
probabilidad en Rn×Rn tal que pj → p ∈ Π(ρk+1, ρk) podemos ver que para todo
R <∞

1

2

∫
Rn×Rn

ηR(x)ηR(y)|x− y|2dp(x, y)

= ĺım
j→∞

1

2

∫
Rn×Rn

ηR(x)ηR(y)|x− y|2dpj(x, y)

≤ ĺım
j→∞

1

2

∫
Rn×Rn

|x− y|2dpj(x, y)

≤ ĺım inf
j→∞

d(ρnj , ρ
k)

Utilizando el teorema de convergencia monótona obtenemos

d(ρk+1, ρk) ≤ 1

2

∫
Rn×Rn

|x− y|2dp(x, y)

= ĺım
R→∞

1

2

∫
Rn×Rn

ηR(x)ηR(y)|x− y|2dp(x, y)

con esto queda probado (5.3).

Por lo tanto se ha demostrado que existe al menos un minimizador ρk+1 ∈ P para
el funcional (5.1). Pero, aun queda ver que este minimizador es único. Para ello solo
es necesario observar tanto β como el funcional ρ→ d(ρ, ρk)2 son convexos.

5.3. Ecuación de Euler-Lagrange

5.4. Convergencia



Apéndice I

Teorema 5.8 (Primer Lema de Farkas). Sea A ∈ Rm×n y b ∈ Rm. Se cumple exac-

tamente una de las siguientes condiciones:

(1) ∃x ∈ Rn tal que Ax = b, x ≥ 0;

(2) ∃y ∈ Rm tal que ATy ≥ 0, yTb < 0.

Demostración. Comenzaremos probando que no se pueden cumplir ambas condiciones
simultáneamente. Si tenemos en cuenta Ax = b por (1), y yTb < 0 por (2) obtenemos
yTAx = yT(Ax) = yTb < 0. Pero por otro lado, ATy ≥ 0 por (2) y x ≥ 0 por (1),
entonces yTAx = (yTA)x = (ATy)Tx ≥ 0.

Ahora queremos probar que si (1) no se cumple, entoces se cumple (2). Para ello
nombramos v1, v2, ..., vn a las columnas de A. De�nimos

Q = cone(v1, ..., vn) ≡ {s ∈ Rm : s =

n∑
i=1

λivi, λi ≥ 0, }

Entendida la demo pero tengo que demostrar que es cerrada y convexa, y el teorema
de separación por hiperplano
TODO: terminar

Teorema 5.9 (Segundo Lema de Farkas). Sea A ∈ Rm×n y b ∈ Rm. Se cumple

exactamente una de las siguientes condiciones:

(1′) ∃x ∈ Rn tal que Ax ≤ b;

(2′) ∃y ∈ Rm tal que ATy = 0, yTb < 0, y ≥ 0.

La siguiente condición es equivalente a (2′):

(2′′) ∃y ∈ Rm tal que ATy = 0, yTb = −1, y ≥ 0.

Demostración. TODO: leer, entender y escribir
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