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Resumen

La mecanica estadistica tiene como objetivo interpretar y predecir las propiedades
macroscopicas de los sistemas en funcién de las particulas que lo constituyen a partir
de la aplicaciéon de las leyes de probabilidad. Una particula se define como la méaxima
subdivisién de un sistema en componentes individuales. Segtn el sistema a estudiar
las particulas pueden ser estrellas, cartas, gotas de lluvia, moléculas, atomos, iones,
electrones, fotones...

En general, se distingue entre dos tipos de particulas, las clasicas y las cuanticas.
Las particulas clasicas son el objeto de estudio de la mecanica estadistica clasica y por
lo tanto, de la estadistica de Maxwell-Boltzmann. Sus caracteristicas principales son
que pueden tomar cualquier valor de la energia y que son distinguibles. Por otro lado,
las particulas cuanticas han sido estudiadas por dos met6dos estadisticos diferentes, la
estadistica de Bose-Einstein para las particulas con funcién de onda simétrica y spin
cero o entero como los fotones, que se denominan bosones; y la estadistica de Fermi-
Dirac para las particulas con funcién de onda antisimétrica y spin semientero como
los electrones, protones, neutrones, etc, que se denominan fermiones. Estas particulas
no siempre pueden poseer cualquier valor de la energia y ademés son indistinguibles.

Abstract

The aim of statistical mechanics is to interpret and predict the macroscopic prop-
erties of systems depending on the particles that constitute them, from the application
of the probability laws. A particle is defined as the maximum subdivision of a sys-
tem into individual components. Depending on the system that we are studying the
particles can be stars, cards, raindrops, molecules, atoms, ions, electrons, photons...

In general, the particles are distinguished into two different types, classical and
quantum particles. Classical particles are the object of study of classical statistical
mechanics and therefore, of Maxwell-Boltzmann statistics. Their main characteristics
are that they can take any energy value and they are distinguishable. Besides, quan-
tum particles have been studied by two different statistical methods, Bose-Einstein
statistics, for quantum particles with symmetric wave function and zero or integer
spin like fotons, which are called bosons; and Fermi-Dirac statistics, for particles
which have antisymmetric wave function and half-integer spin as electrons, protons or
neutrons, which are called fermions. These particles can not always reach any value
of energy and they are indistinguishable.
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CAPITULO 1

Conceptos mecanica estadistica
clasica

1.1. Sistemas y conjuntos

Los sistemas pueden estar formados por particulas dependientes o independientes.
En los primeros la distribucién de la energia estéd condicionada por las interacciones
entre las particulas. En los formados por particulas independientes la energia del
sistema permanece constante pese a los choques de las particulas.

Gibbs ided el concepto de conjunto. Un conjunto es una agrupaciéon de sistemas
que ocupan voltiimenes de igual tamaiio, cada uno de los cuales posee el mismo ntimero
de particulas y estd sometido a las mismas condiciones externas.

Segiin las caracteristicas de los diferentes sistemas que los componen existen dife-
rentes conjuntos:

= Conjunto canoénico: En este tipo, cada uno de los sistemas esté separado de
los demés por paredes rigidas, impermeables y diatérmicas. La temperatura, el
volumen y el niimero de moléculas permanecen constantes pero la energia puede
intercambiarse. Es el méas abundante en la naturaleza y mantiene constantes
el nimero de sistemas y la energia total del conjunto. Un ejemplo de él seria
un conjunto de muelles iguales suspendidos de un techo elastico puestos en
movimiento con amplitudes y fases arbitrarias, de modo que se pueda transmitir
energia entre los sistemas.

» Conjunto microcanonico: Este se compone de sistemas aislados de los demas por
paredes rigidas, impermeables y adidbaticas, de modo que no pueden intercam-
biar masa ni energia. La energfa, el volumen y el nimero de particulas de cada
sistema se mantienen constantes. Es el conjunto en el que se basa la mecanica
estadistica clasica. Un ejemplo serfa el mismo conjunto de muelles que en el
ejemplo del conjunto canénico, pero esta vez que se encontrasen suspendidos de
un techo rigido.

= Conjunto macrocanénico: Esta compuesto de sistemas aislados de los demés por
paredes rigidas, permeables y diatérmicas, de modo que pueden intercambiar
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masa y energia. Tanto la energia como el nimero de moléculas es variable. Esta
colectividad se suele aplicar a sistemas donde se producen reacciones quimicas.
Un ejemplo seria el de un centimetro ctbico de aire en una habitacion. El gas
contenido en el centimetro ciibico esta en equilibrio térmico con el resto del aire
de la habitaciéon. Las moléculas de Os, Ny y otros gases entrarian y saldrian de
los sistemas a través de sus fronteras.

1.2. Espacio fasico molécular

Desde el punto de vista microscopico, el estado de un gas ideal monoatémico
formado por N moléculas vendré especificado por la posiciéon y la velocidad de éstas.
Por lo tanto es necesario conocer x,y, 2, Uz, Uy, v, para cada una de las N moléculas,
es decir, un total de 6 N coordenadas.

Para ello se define un espacio de seis dimensiones llamado espacio fasico molecu-
lar formado por tres coordenadas espaciales x, ¥,z y tres coordenadas de velocidad
Vg, Vy, V. Cada molécula viene representada por un punto del espacio llamado punto
fasico. El conjunto de estos puntos representara un estado del sistema en un instante
determinado. Este estado cambiara con el tiempo y cada punto fasico describirda una
linea en el espacio de fases que se denominara trayectoria fasica. El espacio fasico
molecular puede dividirse en recintos elementales a los que nos referimos como celdas
de volumen dz dy dz dv, dvy dv, en un espacio de coordenadas espaciales y velocida-
des y dx dy dz dp, dpy dp. en un espacio de coordenadas espaciales y cantidades de
movimiento. Las dimensiones de estas celdas deben ser pequenas en comparacién con
el recinto que ocupe el gas pero deben contener un gran nimero de moléculas.

Ademas, todas las moléculas de una celda se caracterizan por tener las mismas
coordenadas, y por lo tanto, si conocemos el nimero de moléculas de cada una de
ellas y las coordenadas de las diferentes celdas, podemos hallar la densidad de puntos
fasicos que describe el estado del gas mediante cualquiera de los siguientes cocientes:

Ni Nz‘
= ;p(r,v) = ;
drdydzdv,dvydv, drdydzdp, dpydp,

p(r,v) (L.1)

donde N; es el nimero de moléculas de la celda i-ésima.

1.3. Microestados y macroestados de un sistema

El microestado de un sistema clarifica el estado del sistema lo maximo posible. La
mejor especificacion seria la de conocer cudles son las moléculas que se encuentran en
cada celda del espacio fasico. Para conseguir una precisiéon tan exacta, el volumen de
las celdas deberia tender a cero, sin embargo la aplicacién de los métodos estadisticos
obliga a que el volumen sea suficientemente grande para que en cada celda haya un
gran numero de moléculas y la funcién de distribuciéon p sea continua.

Cada una de las distribuciones de las N moléculas de un sistema, que discrepan
entre si por tener al menos una molécula en una celda distinta, constituye un micro-
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estado. Todos los microestados son igual de probables (hipotesis fundamental de la
mecanica estadistica), es decir, cualquier punto fasico tiene la misma probabilidad de
encontrarse en cualquiera de las celdas de igual volumen y una molécula de un gas se
podria encontrar en cualquier punto del volumen ocupado por dicho gas.

Por otro lado, el macroestado de un sistema es el observado por el experimentador.
La observacion detallada de un microestado es innecesaria para determinar el estado
macroscopico de un sistema. Por ejemplo, la presiéon ejercida por un gas depende del
nimero de moléculas que tienen unas velocidades determinadas y no de qué molécula
posee cada velocidad. En general, el estado macroscopico depende del ntmero de
puntos fasicos que existe en cada celda del espacio fésico.

Podemos observar la diferencia entre microestado y macroestado con el siguiente
ejemplo:

Se toman 5 monedas iguales numeradas del 1 al 5 para que se puedan distinguir.
Se lanzan al aire anotando el nimero de caras y cruces (serian las celdas) que se ob-
tienen, indicando a qué monedas corresponden. Repetimos este proceso varias veces.
Cualquier combinacion de caras (C) y cruces (X), que se correponderfa con un mi-
croestado, es igual de probable. Es decir, que por ejemplo, el microestado C-C-C-C-C
tiene la misma probabilidad de salir que el microestado C-X-X-C-C. Se observa que
para determinar los microestados se tiene en cuenta qué resultado se obtiene en cada
moneda. Se tiene entonces que el ntimero total de microestados es 2° = 32, ya que
tenemos 5 monedas y para cada una de ellas 2 opciones.

Sin embargo para determinar un macroestado no nos interesa saber que se ha
obtenido en el lanzamiento cada moneda, pero si lo que resulta globalmente. Por ello,
el macroestado que tiene 3 caras y 2 cruces si es méas probable que el macroestado que
tiene 5 caras puesto que hay mas posibilidades de la primera opcién. En otras palabras,
solo hay un microestado que de lugar al macroestado de 5 caras, y sin embargo hay
més microestados que pueden dar lugar al macroestado de 3 caras y 2 cruces.

1.4. Probabilidad termodindmica

El ntimero de microestados de un macroestado recibe el nombre de probabilidad
termodinadmica, W, y sirve para darnos una medida de la probabilidad de ocurrencia
del estado termodindmico. En un sistema molecular todos los microestados que resul-
tan de uno determinado permutando entre si sus moléculas, sin que varie el ntimero
de ellas en cada celda, corresponden al mismo macroestado.

El niimero de microestados total de un sistema en el que se tienen que repartir N
moléculas diferentes en n celdas distintas sera n'Y. Esto es debido a que cada molécula
puede ir a cualquier celda y entonces tenemos n celdas disponibles para la primera, n
para la segunda y en general, n para cualquier molécula.

La probabilidad termodinamica de un macroestado para el caso de repartir estas
N moléculas distinguibles en esas n celdas, que serd la probabilidad termodinamica
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de la estadistica de Maxwell-Boltzmann, es

N! N!

NINo! Nl
7

w

(1.2)

donde N! representa el total de permutaciones de los N elementos, NV; el nimero de
moléculas que hay en la celda i-ésima, y por lo tanto N;! el nimero de permutaciones
de las particulas de la celda i-ésima.

En el ejemplo de las monedas numeradas, tenfamos N=5 y n=2. Los macroesta-
dos que podrian existir y su correspondiente probabilidad termodinamica serian las
siguientes:

1. 5 caras = le%zl

2. 4 caras y 1 cruz = Wgz%l:’é

3. 3 caras y 2 cruces — W3 = 3‘%, =10
4. 2 caras y 3 cruces = W, = 2‘%, =10
5. 1 cara y 4 cruces — W5:%1,:5

6. 5 cruces — W6:0“?—é!:1

Y sumando todas obtenemos el nimero total del microestados que ya sabiamos
que era 32. Cabe destacar que hay que distinguir entre probabilidad termodinamica
de un estado macroscépico y su probabilidad matematica. La primera es siempre igual
o mayor que la unidad y la segunda oscila entre 0 y 1 y se calcula dividiendo la propia
probabilidad termodinamica W entre el ntimero total de microestados.

Por otro lado, un sistema de /N moléculas posee una energia total a la que llamamos
U. Para estos sistemas se cumple:

o (0.)
Y Ni=N vy D &Ni=U
1=0 1=0

donde ¢; es la energfa de las moléculas en la celda i-ésima.

Ademas en mecénica estadistica, existen sistemas en los que un nivel energético se
corresponde con varios estados moleculares distintos. Por ejemplo, un atomo aislado
que vibra armoénicamente con cierta amplitud posee una energia ¢; pero su eje de
vibraciéon puede apuntar segin un cierto nimero G; de direcciones espaciales distintas
y discernibles, todas ellas con la misma energia de vibracién. Estos estados se llaman
degenerados y G es el factor de degeneracion del nivel energético ¢;. Normalmente, a
mayor nivel de energia mayor factor de degeneraciéon. En lo que nos interesa, para la
mecénica estadistica esto significa que existen particulas con la misma energia pero
diferentes posiciones o cantidades de movimiento.

La probabilidad termodinamica cuando existen estados degenerados cambia, ya
que el namero de opciones de como distribuir las moléculas aumenta. Si el nivel de
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energia ¢; tiene factor de degeneracion GG; y estd ocupado por N; particulas existiran
G; estados disponibles para cada una de ellas. Por lo tanto, en este para obtener W
tenemos que multiplicar vai por la probabilidad termodindmica que existe en el caso
de no haber degeneracién, resultando:

(1.3)

agNighe GNi
W=NI_-2172 """ _ NI J
NN ... N, H N;!

donde también pueden existir algunos estados no degenerados, G; = 0, y estados
desocupados, N; = 0.

1.5. Entropia

La probabilidad termodinamica de un estado aumenta a medida que la distribu-
cion de los elementos entre las celdas es mas uniforme, es decir, crece cuanto maés
se desordenen las particulas. El estado menos probable es aquel en el que todos ele-
mentos se encuentran en la misma celda y el resto estan vacias. Se tendria entonces
W = 1y el orden seria perfecto. A su vez la entropia correspondiente al orden perfecto
es nula. Por el contrario, el estado de méxima probabilidad es el que corresponde al
movimiento perfectamente desordenado, donde la entropia es méaxima.

Segtn Boltzmann la entropia de cada estado macroscépico es funcién exclusiva de
la probabilidad termodinédmica

S=fw)

Por una parte tenemos que la entropia de un sistema que se crea a partir de la
combinacién de dos sistemas independientes es la suma de las entropias de ambos.

S=S51+82=f(W1)+ f(Wy)

Por otra, cada microestado de un componente del sistema puede combinarse con
todos los microestados del otro componente para dar un nuevo microestado del nuevo
sistema. Entonces tendremos:

W=Wi-Wy y [f(W)=fWiWs)= f(W)+ f(W2) (1.4)

A partir de estas ecuaciones determinamos la forma de la funcién f(W). Derivamos
primero respecto a Wi por una parte y respecto a Wo por otra.

df(W) df(W)dw df(W)W _df(Wh)
AW, AW dw, 4w ' *  aw
df(W) _df(W)dw df(W)W _df (W)
AWe — dW dWe  dW ' dW

Asi que tenemos:

af(Ww) 1 df(Wp) 1 df(W)

dw Wi dWs, W,y dW;

es decir,

df(Wi) Wy df (W2)

W aw, AW,

=k
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donde k es una constante. Integrando llegamos a:

FW1) = klnW; + C
F(Wa) = klnWs + C

Ahora por (1.4) vemos que:

S = f(W) = kin(W,Wy) + C = kin(W) + C (1.5)

Con esta féormula para la entropia se comprueba que a una probabilidad termodi-
namica maxima le corresponde una entropia méxima. Ademas, el valor de la constante
C es 0 puesto que

FOWVY) f(Wy) = kin(W1W3) + C = kin(Wy) + kin(Wsy) + C
=fW1) =C+ f(W2) —=C+C = f(W1)+ f(W2) = C
—(C=0

En cuanto a k, representa la constante universal de los gases por particula, se
denomina constante de Boltzmann y se deduce a partir de la denominada ecuaciéon de
Boltzmann, que es una modificacion de (1.5):

en donde Sy y 57 es la diferencia en entropia de dos estados particulares y Wo y Wy
la probabilidad termodinamica de los dos estados considerados.



CAPITULO 2

Estadistica de Maxwell-Boltzmann

2.1. Ley de distribucién de Boltzmann

2.1.1. Estado de maxima probabilidad

Para Boltzmann el estado de un sistema que corresponde al equilibrio estadistico
es aquel cuya probabilidad es maxima. Por ello el macroestado méas probable de un
conjunto es de gran importancia puesto que sus propiedades seran practicamente
iguales a las medias del sistema.

Consideramos un sistema formado por un gran namero de particulas idénticas pero
localizables en equilibrio térmico a temperatura Ty encerradas en un recinto aislado
de los alrededores. El estado de méxima probabilidad termodindmica lo obtenemos
calculando el méaximo de W, la cual hemos obtenido en el capitulo 1 (1.2) para la
estadistica de Maxwell-Boltzmann. Para conseguir hallarlo se usa la féormula aproxi-
mada de Stirling. Esta féormula es una aproximacién que resulta muy ttil en el calculo
de factoriales muy grandes. Generalmente se utiliza la siguiente version de ella:

InN!~ NInN — N

Su deduccién es sencilla. Tenemos que:

N

InN! = Inl+In2+...InN = ZanZ-
=1

Esta suma se puede representar aproximadamente como el area comprendida entre
la curva y = InN en una grafica (y,N) como se observa en la siguiente imagen.
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InN

y:lﬂN i

Figura 2.1: Aproximacién de Stirling

Por lo tanto:

N N
InN! = ZlnNi ~ / Inx dx
i=1 1

Resolviendo esta integral por partes llegamos a:
N
lnN!z/ Inx de = NlnN — N —1
1

Y habitualmente para valores grandes de N se desprecia el 1 quedando:
InN!=~ NinN — N

Existe otra versiéon mas rigurosa de la aproximacion de Stirling. Es la siguiente:

N = (XN varn

e

Pero en este caso y habitualmente se utiliza la versiéon maés sencilla.

Sabiendo esto, tomamos logaritmos en (1.2) y obtenemos:

InW =InN!— Y "InN;! & NinN = N = Y " N;lnN; + Y _N; = NinN = Y~ N;InN;
(2.1)
donde el sumatorio se extiende hasta el numero total de celdas n.

En cada una de las celdas se producen cambios que modifican el namero de parti-
culas que hay en cada una de ellas por el movimiento continuo de éstas. En el estado
de méaxima probabilidad, que denotamos WP, las primeras variaciones de N seran
cero, v a su vez dinW? = 0. Entonces:

d(InW®) =Y " Nyd(inN;) + > InNdN; = 0

donde
> Nid(InN;) = > Ni(1/N;)dN; = dN =0

Por lo que el estado de maxima probabilidad se correspondera con la condicién :

> InN; dN; =0 (2.2)
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para todas las variaciones posibles de N;. Como tenemos que » S N; = N constante,
la ecuacion (2.2) esta sujeta a :

D dN; =0 (2.3)

y es posible utilizar entonces el método de los multiplicadores de Lagrange (MML)
usual, multiplicando por A a (2.3) y sumando (2.2) obteniendo:

D (InN; 4+ A)dN; =0

Se elige A de forma que se anule uno de los sumandos In/N; + A puesto que el resto se
pueden considerar independientes y cualquier que sea su valor se tendra:

lnNi:—)\:>N1:...:Ni:e_)‘

Se observa que el estado de maxima probabilidad se corresponde al caso en que las
particulas estan distribuidas en las celdas por igual. Ademas

N1+N2+...:ne*>‘:N:>e*A:N/n
y por ello N; = %

Este es el caso mas simple de la estadistica de Boltzmann, donde solo se tiene en
cuenta el nimero de particulas.

Sin embargo, el equilibrio térmico del sistema requiere que las particulas del sis-
tema intercambien energia permaneciendo la energia total del sistema U constante,
es decir, si una particula gana energia otra debera perder. Por ello, se tendra otra
restriccion:

Ahora, para calcular la distribucion teniendo en cuenta la condicion (2.4) basta con
hacer lo mismo que antes y aplicar el MML.

Esta vez , multiplicamos por « la (2.3) y por (3 la ecuacion (2.4), donde o y 8 son
dos constantes, llegando a:

(2

y W serd un méximo cuando

1

Ni= Covpa

(2.5)

Esta es justamente la ley de distribucion de Boltzmann, la cual podemos ver que
es una ley que sigue una forma exponencial.

2.1.2. Calculode ay

Calculo de «

Primero hacemos A = e~® y de (2.5) se obtiene:

N; = Ae P — AZe_Bei =N
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Ahora tomamos
Z =Y e (2.6)

A (2.6) se le llamara funcion de particion. Llegamos a A = N/Z y por lo tanto
a =1In(Z/N). Sustituyendo en (2.5)
N Bei

Ni = —e

> (2.7)

Calculo de §

Teniendo en cuenta la relaciéon que se ha visto entre la entropia S y la probabilidad
termodinamica W (1.5), y utilizando (1.2) y el valor de NNV; que tenemos hasta ahora
(2.7) vemos que:

S =kNInN —k» NinN; = kNinN — kY _ N;(InN — InZ — fe;) (2.8)

Hemos visto que la energia total era U = > Nj¢; asi que sustituimos en (2.8) y nos
i

queda:
S =k(NinZ + pU) (2.9)

Aplicando ahora la ley termodindmica conocida como ecuacién de Gibbs

1 P
ds = —d —d 2.1
S T U+ T Vv (2.10)
de donde se observa que (dS/dU)y = 1/T, a la ecuaciéon (2.9) :
ds N dZ dp ag 1
as, _  NdzZdp el 2.11
G k[ZdBdU+B+UdU] T (2.11)
Conocemos el valor de Z y por tanto
az Z N; ZU
e o—Bei ) v _ _ 27
a5 = e "N N
sustituyendo en (2.11) nos queda
s, dp g, ., 1
(w)v_k[ Uw—h@”er] = kB = = (2.12)
Es decir , g = % y por lo tanto llegamos a
N; = Ae= /M = (N/Z)e  i/*T (2.13)

que es la distribucién de Boltzmann y que nos indica la distribucién més probable de
particulas entre los diversos estados de energia en un sistema en el que las moléculas
N y la energia total U son constantes.
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Figura 2.2: Forma general de la distribucién de Boltzmann

2.1.3. Funcioén de particién para Maxwell-Boltzmann

El valor de la funcién de particién Z depende del origen de energias que se esta-
blezca para ¢;. Habitualmente se toma la energia del estado mas bajo como nula y el
primer término del sumatorio es igual a la unidad tomando la funciéon la forma:

n
Z=1+ Ze—ei/kT
i=1

donde n es el nimero del celdas del espacio fasico.

La serie de términos de Z converge mas rapidamente cuanto menor sea la tempera-
tura (dZ/dT > 1) y mayor la diferencia de valor del término de los estados sucesivos.
Por ello en el célculo de Z cuando €;/kT es mucho mas grande que la unidad no hace
falta continuar la serie puesto el valor de los términos restantes se haré despreciable.

La

w

-

Eslados enerqeticos

-

\

- L [eT
e A

Figura 2.3: Representaciéon geométrica funcién particion
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En la figura cada segmento horizontal representa la magnitud de cada término de
la serie. La suma de todos los segmentos nos da el valor de Z. Se observa que depen-
de del espaciado entre los niveles energéticos. Si no existe mucha diferencia entre los
niveles sucesivos existirdn muchos mas segmentos horizontales y Z crecera. Ademés,
si la temperatura crece, cada una de las lineas horizontales sera también méas larga de
modo que Z crezca.

Para el calculo de la funcién de particiéon es conveniente transformar el sumatorio
en una integral, lo cual es licito siempre que exista una sucesiéon continua de estados
energéticos.

Definimos H = dxdydzdvzdv,dv, que serd constante puesto que es exactamente el
volumen de las celdas del espacio fasico y deben tener el mismo para que se cumpla la
hipotesis de que todos los microestados son igual de probables. Multiplicando Z por

H 1

7= Edwdydzdvxdvydvz
y convirtiendo el sumatorio en una integral extendida a todo el volumen del espacio
de fases obtenemos

1
Z = Z e~<i/kT = T /V e~ /% dudydzduv,dv,dv, (2.14)

2.1.4. Distribucién de Boltzmann con estados degenerados

La probabilidad termodinamica W para estados degenerados en la estadistica de
Maxwell-Boltzmann venia dada por

N;
W:N!H%

Se procede igual que cuando no hay estados degenerados, es decir, tomamos logaritmos
y utilizamos la aproximaciéon de Stirling:

InW ~ NInN + Y (NilnG; — NilnN;)
y entonces en el estado de maxima probabilidad de W
dinW =" In(G;/N;)dN; — NydInN; = 0
Ya sabemos que N;dInN; = 0 por lo que la condicién de méximo en este caso es:
dinW =" In(G;/N;)dN;. = 0

Ahora, con las restricciones que teniamos de que tanto como N como U son constantes,
utilizamos de nuevo el método de los multiplicadores de Lagrange y esta vez nos queda:
G;

ln(ﬁ) —a—fe=0
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y la distribucién vendra dada por

1

NifGi = —orpe

(2.15)

Cabe destacar que en este caso se ha respetado que las particulas en mecanica
clasica son distinguibles. Cuando se trata de estados degenerados, en muchas ocasiones
se trata a estas particulas como si obedecieran las leyes de la mecénica estadistica
cuantica, es decir, se las trata como indistinguibles. Si se diera ese caso la probabilidad
termodinamica W cambiaria.

2.2. Distribuciéon de velocidades moleculares de Maxwell

2.2.1. A partir de consideraciones cinéticas

Maxwell determiné una ley de distribucién de velocidades que permite conocer
en equilibrio (estado estacionario), cuantas moléculas del gas poseen una velocidad
determinada. La velocidad de las moléculas no permanece constante pero el niimero
de ellas que estaran entre diferentes limites determinados de velocidad si.

Para llegar a su ley de distribucién, Maxwell consider6 varias hipotesis:

1. El gas situado en un recinto a temperatura constante adquiere un estado esta-
cionario en equilibrio térmico con sus alrededores.

2. La densidad media en este estado permanece constante en todo el recinto y en
cualquier instante.

3. La distribucion de velocidades es la misma para todos los elementos de volumen
que forman el volumen total del gas y no cambia con el tiempo.

4. Las funciones de distribucién de las componentes de las velocidades v, vy, v,
son idénticas en forma para todos los elementos macroscopicos. Unicamente
dependen de la magnitud de la velocidad y de las dimensiones del elemento
dvg, dvy, dv,.

5. La probabilidad de que la componente v, tenga un valor determinado es inde-
pendiente de los valores que toman vy, v..

6. Hipotesis ergodica: Para un gas aislado en equilibrio estadistico, las velocidades
observadas simultdneamente en un instante cualquiera para las diversas molé-
culas contenidas en un volumen d7 son las mismas que toma sucesivamente una
molécula con el curso del tiempo.

El planteamiento del problema entonces es:

Sea un gas ideal en equilibrio térmico. En un instante determinado, las velocidades
de las moléculas estaréan representadas por infinidad de vectores que tendran distinta
intensidad, direccién y punto de apoyo.
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La probabilidad de que cualquier vector tenga una componente entre v, y v, + dv,

es:
dN (vy)

N

= f(vg)dv, (2.16)

siendo el nimero de moléculas N una magnitud continua y f(v,)dv, una funcion
desconocida. Para las componentes y,z es similar debido a la hip6tesis de isotropia.

La probabilidad dP de que una molécula tenga a la vez velocidades de componentes
comprendidas entre v, y vy + dvg, vy y vy + dvy, v, y v, + dv, sera:

ap = TN ) o) (02 )dosduy o

La densidad de puntos en el espacio de velocidades, p, es una funcién de las
coordenadas (vy,vy,v,) de este espacio.

B d3N(v$vyvz)

dvgdvydv, = N f(vz) f(vy)f(vz)

La variacién en densidad dp entre dos puntos préximos en el espacio de velocidades
sera:

op op op
= dvy + —d ——duv,
vy Vot Ovy vy ov, v

= N[f/(vx)f(vy)f(vz)dvm + f(vz)f,@y)f(vz)dvy + f(vx)f(vy)fI@Z)dUZ] (2.17)

dp

donde f'(v) = %.

Al no existir ninguna direcciéon privilegiada, la densidad de todos los puntos que
se encuentren a la misma distancia del origen serd la misma. Entonces sobre esferas
dp = 0y si dividimos (2.17) por N f(vy)f(vy)f(v.) obtenemos:

f'(va) f'(vy) f'(v2)
f(vz) f(vy) f(v2)
No podemos obtener la soluciéon de la ecuacién igualando cada coeficiente a 0

puesto que los dos puntos escogidos estan situados sobre la misma esfera, y vz, vy, v,
no pueden ser independientes. Sin embargo, tenemos:

dv, + dvy + dv, =0 (2.18)

v? = Ui + UZ + v§ = constante —

= 0 = v dv, + vydvy + v.dv, (2.19)

Esta tltima (2.19) es una ecuacién de condicion que hace que dvg,dvy y dv, no
pueden variar independientemente. Aplicamos entonces MML para hallar f.

Multiplicamos (2.19) por A y le sumamos la ecuacion (2.18)
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f'(ve) ] [f’(vy) ] [f’(vz) ]
|:f(Ux) + Avg | dvg + o) + Avy | dvy + F(02) + v, | du, (2.20)
Esto implica que:
{f((jj)) + vy =0 (2.21)
Tl T e
J;/éj}:)) + v, =0 (2.23)
e integrando llegamos a:
f(vs) = Ae /%, Flog) = A% f(v,) = Ae 2

donde A es la misma constante de integracién para las 3 ecuaciones debido a la
isotropia molecular. Ademas A debe ser un valor positivo para que la exponencial no
sea creciente y con ello la suma

/ / / F(02)f(0y) f (v:)dvzdvydo

no sea divergente, ya que debe ser igual a la unidad. Por lo tanto, tomamos A = 2B2

f(vg)dvy = Ae B, (2.24)

es la probabilidad de que una molécula tenga una velocidad de componentes entre
Vg V Vg + dvg.

El valor méas probable de la componente de velocidad es v, = 0.

dN (vg) = NAe B2 o,
dN (vy) = NAe B duy
dN (v,) = NAe B2 gy,

(2.25)

Estas ecuaciones describen la distribucion de las componentes v, v, y v, respec-
tivamente, de las moléculas de un gas ideal. Como v, v, y v, pueden tomar valores
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positivos y negativos, las distribuciones son simétricas (se mueven las mismas molé-
culas hacia la derecha y hacia la izquierda).

Sustituyendo los valores de (2.24) en la densidad p, tenemos
d3N(v$vyvz) = NAge_BQUZdvxdvydvz (2.26)

que es la ley de distribucién de velocidades vectoriales de Maxwell.

La densidad solo depende de v por la isotropia de las velocidades. El valor maximo
de esta funcion corresponde a v=0, en donde, p = N A3.

Parametros Ay B
Valor de A

Como cada componente v, vy, v, de la velocidad puede tomar cualquier valor
entre —oo y +00 y la integracion de cualquiera de las ecuaciones de (2.25) dara N.

+o0 22
N:/dN(vx):/ NAe B qu,

+o0 2,,2
/ Ae B dy, = 1 (2.27)

—00

es decir:

Para calcular A utilizamos la integral de Laplace, denominada como integral de la
teoria cinética:

+oo 2,2
I(h) = / vhem P (2.28)
0
h par {(h) h impar 1 I(h)
; peE : o
4 s VT 5 25
2m L gvi+122;n+11) \/> 2m+1 227/an>2

Para la ecuacion (2.27) h =0, y observando la tabla llegamos a:

A -1 — A= 2

Sustituyendo en las ecuaciones (2.25) y (2.26) tenemos
AN(vz) = (72)e "% dv,
dN(vy) = (2B)e P dv,
dN(v;) = (2B)e B"= dv,
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NB3
=

El ntimero de moléculas cuya velocidad esté entre v y v 4 dv es igual al ntimero
de puntos extremos de los vectores velocidad existentes en la zona comprendida entre
dos esferas de radios v y v+ dv con v = /(v)%(vy)?(v2)? es:

NB?
N, = ﬁe—B%Q / / / dv,dvydv,
s Q

donde 2 es la regién comprendida entre v y v + dv, con

v+dv
/// dvxdvydvzz/ Amv’dy = 4o
Q v

el volumen de la zona considerada.

PN (v,v,0,) = e B dvydvydv, (2.29)

Llegamos entonces a que el nimero de moléculas que tienen velocidades compren-
didas entre v y v + dv es:

4N B3p?
VT

donde dN, /dv es la funcion de distribucion escalar de velocidades de Maxwell.

dN, = ( )e B dy (2.30)

Valor de B

Sea v la velocidad més probable. Para calcular v, se debe calcular el maximo de
la funcién de distribucién escalar de velocidades:

d (4NB3v2 B
dv NZS

y llegamos a B = 1/v,. Por lo tanto B es la inversa de vj.

2.2.2. Velocidades en funciéon de la temperatura

La velocidad media ¥ se corresponde con
1 [T
U= N/o vd N, (2.31)

y sustituyendo el valor de dINV, tenemos

3 —+o00
4B 3 _B2y2

E—— v e
VT Jo

v =
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Por la tabla de la integral de Laplace sabemos que I(3) = 1/2B*, y entonces

o= = 1,128v,

2
NG

Para calcular la velocidad cuadratica media tenemos que

— 1 [to© 5
UZ:N/O v dN,

donde de nuevo sustituyendo por el valor ya conocido de dN,,

3 +00
r o 4B 4 —B2U2

2
V= —= ve
VT Jo
Esta vez se tiene que observar el valor de I(4) y se obtiene

5, AB*3ym 3 3, (2.32)
VT /msBs 23?27 ‘

Y por lo tanto la velocidad cuadrética media es:
— 3
Vem = V02 = 20 (2.33)

Estas velocidades se pueden expresar en funcion de la temperatura absoluta. En
los primeros capitulos de [3| se indica que

5 3kT
v =
m
y por lo tanto
2 - 2kT
vp2 =2 =""

3 m

= —’Up = -_—
T ™m

Estas guardan entre si la siguiente relacion:

vp:@:vcm:\/i:\/&rz\/3:1:1,128:1,224.
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Figura 2.4: Situacion de 9,0, ¥ Vem

Con esta grafica se observa como ¥ es un poco superior a v, ya que la curva se
inclina hacia valores grandes de v. La v, es mayor que v debido también a los grandes
valores de v.

Finalmente, sustituyendo los valores de A y B en las distribucion de velocidades
vectoriales (2.29) nos queda

m 3/2 —mw?
dSN(vxvyvz):N(m) e~ 2T Gy dvy du, (2.34)

y haciendo lo propio en la ley de distribucion escalar de velocidades de Maxwell
(2.30)

AN M \3/2 9 2okt
dN, = f(2k‘T) ve dv Vv € [0,00) (2.35)

2.2.3. A partir de Boltzmann

La distribuciéon de velocidades de Maxwell es tan solo un caso particular de la
distribucién de Boltzmann. Veamoslo.

Consideramos un gas ideal monoatémico de masa m en el cual la tGinica energia
que tienen sus moléculas es la cinética:

m[(v2)7 + (vy)7 + (v2)7]
2

= v,2 + vy2 +v,2 y entonces la funcion de particion

€ =

adema&s tenemos en cuenta que v?

Z (2.14) es

1
=g /e_m”iQ/%Tdacdydzdedvydvz =

H///d:ndydz/// —m(ve® vy * Fv:? )/2KT gy, do ydv
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donde H es constante.

Se tiene ahora que el primer término a integrar es el volumen total del gas V/,
mientras que por la tabla de la integral de Laplace (2.28) se obtiene que cada integral
del segundo término es igual a (27kT/m)*/? y por lo tanto:

_ V2T

A
H(m

Por (2.13) tenemos:
NH, 6 m 2
N = 3/2 —muv;*/2kT
= G e
Que para una distribucién continua y despreciando H se puede escribir:
y

N m
6 — 2V
d'N = (27rk:T

—mv? /2k
v )3/26 /2 dedydzdvxdvydvz

e integrando esta ultima ecuacién respecto a las coordenadas espaciales se llega a:
d3N(vmv v,) = N(L)S/Qe_m”2/2devxdv dv, (2.36)
v 2rkT v

que es justamente la distribuciéon de velocidades vectoriales de Maxwell.



CAPITULO 3

Mecanica estadistica cuantica

Cuando la temperatura de un gas ideal es lo suficientemente baja, la estadistica
de Boltzmann no funciona. Se construye otra, en la que los estados van a ser degene-
rados. En mecanica ctantica a estos estados, se les llama estados cuanticos. Un estado
cuantico es el estado fisico de un sistema en un momento dado. Cada estado fisico es
una de las formas distinguibles mediante la medicién de sus propiedades que posee un
sistema.

La nueva estadistica dependeré del tipo de funciones de ondas que describan al
gas. La funcién de onda ¥ de una particula nos da una medida de la probabilidad
de que una particula se encuentre en un estado o en otro. Por ejemplo, si toméara-
mos un sistema de una sola particula, el modulo de la funcién de onda al cuadrado
|¥(2)|* nos indica con qué probabilidad esa particula se encontraré en el intervalo
x + dx. En mecanica cuéntica las particulas son indistinguibles, lo que significa que
U (z,y)|*=|¥(y, )%, es decir, que la probabilidad de que una particula se encuentre
en la posicién x y otra en la posicidén y es exactamente la misma de que la primera
se encuentre en la posicidon y y la segunda en la posicién x. Esto no quiere decir que
necesariamente W(x,y) = ¥(y,x). Existiran dos tipos de funciones de onda para las
particulas: simétricas y antisimétricas. Las particulas que cumplen ¥(z,y) = V(y, z)
(bosones) vienen descritas por lo tanto por funciones de onda que son simétricas y
tendran spin entero y las particulas que cumplen ¥(z,y) = —V¥(y, z) (fermiones) vie-
nen descritas por funciones de onda antisimétricas y tendrén spin semientero. El spin
es una propiedad de la particula cuantica que no se puede relacionar de forma directa
con una rotacién en el espacio puesto que no tiene coordenadas espaciales aunque de
manera intuitiva se corresponde con el momento angular debido a la rotacién sobre
su propio eje.

3.1. Estadistica de Fermi-Dirac

En la estadistica de Fermi-Dirac las particulas del gas vienen descritas por funcio-
nes de ondas antisimétricas. Estas particulas se conocen como fermiones y cumplen
el principio de exclusiéon de Pauli bajo el intercambio de posiciones, es decir, en ca-
da estado cuantico no puede hallarse simultineamente méas de un fermién. Esto se

21
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debe precisamente a las funciones de ondas antisimétricas que describen a los fermio-
nes. Imaginemos que dos fermiones se encuentran el mismo estado, entonces deberian
cumplir que invirtiendo sus posiciones:

U(z,x) = —V¥(z,x)

Sin embargo, el Gnico nimero que es igual a su opuesto es 0 y por ello |¥(x, :1c)|2 =0,
es decir la probabilidad de encontrar dos fermiones en el mismo estado es 0.
Pongamos un ejemplo:

Los electrones son un ejemplo de fermiones. El estado cuantico de un electréon viene
dado por cuatro propiedades:

= n: nimero clantico principal

= |: momento angular orbital

= my: nimero cuantico magnético
= s:spin

Entonces, si dos electrones poseen el mismo n, [ y m;, por el principio de exclusién
de Pauli, uno de ellos debera tener spin 1/2 y el otro spin —1/2 para no caer en el
mismo estado cuéntico.

3.1.1. Fermiones

Un fermién es uno de los dos tipos bésicos de particulas elementales que existen en
la naturaleza. Se consideran los constituyentes basicos de la materia. Vienen descritos
por funciones de ondas antisimétricas y cumplen el principio de exclusion de Pauli.
Los fermiones elementales se dividen en dos grupos:

- Leptones: interacttian mediante la interacciéon débil. Los electrones son un ejem-
plo de ello.

- Quarks: forman las particulas del nicleo atémico y son capaces de experimentar
una interaccién nuclear fuerte.

Por otro lado, una particula compuesta, formada por varias elementales, puede ser
también un fermion:

- Las particulas compuestas que contienen un nimero par de fermiones llegan a
comportarse como bosones (las otras particulas elementales de la naturaleza). Este es
el caso de los mesones o el nicleo de carbono-12.

- Las particulas compuestas que contienen un ntimero impar de fermiones se com-
portan como fermiones. Es el caso de los bariones o el nacleo de carbono-13.

3.1.2. Distribucién de Fermi: condiciéon de maximo de la entropia

Se ha visto que la entropia S venia dada por el logaritmo de la probabilidad
termodinamica W (1.5), donde W era el ntimero de microestados que daban lugar a
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un estado macroscopico. Este estado macroscopico viene determinado por el conjunto
N; que indica el nimero de particulas que hay en el nivel energético €;, que a su vez
tiene degeneracién G;. Por lo tanto, para la estadistica de Fermi-Dirac, definimos G
como el nimero de estados en el j-ésimo grupo y IV; como el nimero de particulas
en esos estados. Ahora, teniendo en cuenta que las particulas en mecénica cuéantica
son indistinguibles, el principio de exclusién de Pauli y que el nimero de estados
G; es grande en comparacion con INj; W; es el nimero de maneras de distribuir N;
particulas en G; estados , sin que haya més de una en cada uno de ellos. Esto es un
problema de combinatoria. Tenemos un conjunto de G; estados de los cuales se van a
elegir IVj, esto se puede hacer de

G, (Gj—1)-(G;—2)-...(Gj— N; + 1)

ya que primero se tendran G; opciones, después Gj — 1 hasta llegar al paso N; en
el que habra G; — N; 4 1 opciones. Ahora bien hay N; particulas y N;! formas de
permutarlas entre los diferentes estados. Llegamos a que el nimero de maneras de
distribuir las N; particulas en los G estados es:

w. = Gi(Gi=1)(Gj—2)-...(Gj = N; +1)
! 1-2:3...(N;—1)-N;

Y si multiplicamos denominador y numerador por 1-2-3-...-(G; — N;) tenemos

W, — 123G](GJ—N])(GJ—N]+1)(G]—2)(G]—1)G]
! (1-2-3-...N;)(1-2-3...(G; — N;))

o lo que es lo mismo el coeficiente binomial

j §(Gj = Nj)!
Por ello, llegamos entonces a que el namero total de formas de distribuir todas las
particulas en los estados de cada grupo es:

v=T1(Y) -, v 1

Por Boltzmann sabemos que el estado de un sistema que corresponde al equilibrio
estadistico es aquel cuya probabilidad un méximo. Entonces el conjunto de particulas
N; que maximiza a W serd el macroestado buscado.

Podemos tomar logaritmos para la expresion de W ya que (nW varia mondétona-
mente con W (obteniéndose asi la entropia) y calculamos el méaximo. Tenemos
S=InW = InG;! - InN;! — In[(G; — N;)!] (3.2)
J

Que utilizando la féormula aproximada de Stirling es:

S=InW =) G,InG; — G; — N;InN; + N; — (G; — N;) In(G; — N;) + (G — N;)
J
(3.3)

= ZGjlnGj — lean — (Gj — Nj) ln(Gj — Nj)
J
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Considerando las variables N; continuas y teniendo en cuenta que G; permanece
constante, el maximo de S se obtiene resolviendo

ds
- 4
as dN 0= (3.4)

- Zzn(L —Niyan; =0
j N

Las variaciones de dN; no son independientes puesto que hay més condiciones res-
trictivas. Una respecto a la conservaciéon de la energia y otra respecto al nimero de
particulas.

ZN NZ@N U=
ZdN—O Ze]dN—O (3.5)

Para encontrar el maximo entonces tenemos que utilizar, como en la estadistica de
Boltzmann, el método de los multiplicadores de Lagrange.

Multiplicando las condiciones respecto a la energia y el nimero de particulas por
dos constantes « y 8 respectivamente llegamos a:

G — N;
Ej: (ln(ij]) —a— Be; )dN; = 0 (3.6)
y entonces:
Gj—Njy o Gj—Njy _ .
ln( N, ) « 56]—0:>ln( N, )—a—l—ﬁe]:>
Gj = Ni _ atse

N;j

. _ N | . . .
Ahora definimos 7; = & como el niimero medio de ocupacién de los estados cuanticos
J

y nos queda:

_ 1

que es exactamente la distribucién de Fermi-Dirac.

3.2. Estadistica de Bose-Einstein

En la estadistica de Bose-Einstein las particulas del gas vienen descritas por fun-
ciones de onda simétricas. Estas particulas son llamadas bosones. Tienen spin entero
y no cumplen el principio de exclusién de Pauli, lo que quiere decir que los nime-
ros de ocupacién de los estados cuanticos pueden tomar diferentes valores de 0 y 1...
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Esto es posible gracias a las funciones de onda simétricas que siguen los bosones. Si
tenemos dos o mas particulas en el mismo estado entonces bajo el intercambio de po-
siciones se cumplird ¥(x,z...,z,z) = V(z,x,...,x,2) y se podra dar esta situacion
sin problema alguno.

3.2.1. Bosones

Los bosones son el otro tipo de particulas elementales de la naturaleza. Suelen
actuar como portadores de fuerza que dan lugar a fuerzas entre otras particulas. En
un caso particular, el del bosén de Higgs, dan lugar al fenémeno de la masa.

Existen tanto bosones elementales como bosones compuestos.

Segin el modelo estdndar de fisica de particulas existen cinco bosones elementales:
- Un bosoén escalar, el mencionado Bosén de Higgs, que tiene spin 0.

- Cuatro bosones vectoriales con spin 1:

s Fotén: portador de fuerza del campo magnético.

s Gluones: portadores de fuerza que median en la fuerza nuclear fuerte.

Bosén débil neutro: portador de fuerza que media en la fuerza nuclear débil.

= Bosones débiles con carga: median en la fuerza débil también.

Ademas, se ha formulado la hip6tesis de que un bosén tensor con spin 2 denominado
graviton es el portador de la fuerza de la gravedad. Sin embargo, por ahora los intentos
de incorporar la gravedad a este modelo estdndar no han sido efectivos.

Los bosones compuestos son cualquier tipo de particulas compuestas formadas por
un nimero par de fermiones. Entre ellos se encuentran los mesones y los deuterios.

Por otro lado, los bosones pueden dan lugar a un fené6meno conocido como Con-
densado de Bose-Einstein.
El Condensado de Bose-Einstein es un estado de agregaciéon de la materia formado
por bosones superenfriados cercanos a los 0 grados Kelvin, en el cual la gran mayoria
de ellos ocupan el estado cuantico méas bajo posible, es decir, el de menos energia. Este
suceso se puede dar debido a que los bosones no cumplen el principio de exclusion
de Pauli. Cuando ocurre y todos los 4&tomos ocupan el mismo nivel es completamente
imposible diferenciar alguno.

3.2.2. Distribuciéon de Bose: condicién de maximo de la entropia

Ya sabemos que en la estadistica de Bose-Einstein no se cumple el principio de
exclusion de Pauli, entonces en este caso W; es el nimero de maneras que hay de
de repartir N; particulas indistinguibles en G; estados sabiendo que en cada estado
cuéntico se puede encontrar un nimero cualquiera de particulas. Este problema de
combinatoria es equivalente a tener N; + G; — 1 'cosas’ CCCCC...CCCC ordenadas
de izquierda a derecha, de las cuales G — 1 son separadores |, es decir, que separan las
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particulas de los diferentes estados, y N; son particulas a las que llamamos O indivi-
dualmente. A priori no conocemos que cosas de las N; 4G —1 son particulas y que son
separadores. Saber esto seria equivalente a saber CCCCC...CCCC=00|000|0...
0]0O0, o lo que es lo mismo, saber cuantas particulas hay en el primer estado (a la
izquierda del primer separador) y en general, cuantas hay en el r-ésimo estado (entre
el separador 1-1 y el separador r, parar < G; — 1) y cudntas hay en el k-ésimo estado
(a la derecha del separador k-1).

Por lo tanto el problema consiste en calcular las formas de distribuir k-1 elementos
en un conjunto n+k-1, que es igual a:

Wj: <Nj—|—Gj—1> _ (Nj—i-Gj—l)!

G -1 (G, — 1IN;! (3:8)

y por ello
N; -1
w=11 ( 0 ) (3.9)

Ahora procedemos como en la secciéon 3.1.2 |, tomamos logaritmos prescindiendo de
la unidad frente a G; + N; y G por ser estos muy grandes, utilizamos la férmula
aproximada de Stirling y calculamos el maximo.

= InW = Zln Ny — InGy! — InN;! =
_Z n(Gj + N;) — (Gj + N;) — G In(G;) + G; — N; InN; + N;

_Z n(G; + N;) — G; In(G;) — N; InN;

Consideramos de nuevo las variables NV; continuas y las G; constantes y el maximo se
obtiene resolviendo:

G:+ N.
ds = Z dN—O 1(%)%:0
J

Teniendo en cuenta que las variaciones d/N; no son independientes tenemos las mismas
restricciones que para calcular el maximo en la distribucién de Fermi-Dirac, es decir:

ZN NZe] =U =
ZdN = 0; Z—e]dN =0.

E igualmente utilizando el método de los multiplicadores de Lagrange, multiplicando
las condiciones respecto a la energfa y el ntimero de particulas por dos constantes o y
[ respectivamente, obtenemos:

3 (m(Gﬂ';ij) —a— Be;)dN; = 0 (3.10)
J
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entonces:
G, + N, G;+ N;
ln(g) —a—ﬁei:0:>ln(g) =a+ fe; =
N; N;
Gj + Nj — ea-i—BeJ-
N,

J

. _ N; C . ., . .
Y definiendo de nuevo n; = Ten obtenemos la distribuciéon de Bose-Einstein
J

_ 1

donde « y 8 son constantes termodinamicas.

3.3. Forma alternativa de obtener las distribuciones de
Fermi-Dirac y Bose-Einstein.

Cuando el gas estd en equlibrio existe otra manera de obtener las distribuciones
de Fermi-Dirac y de Bose-Einstein. Esta forma implica el uso de diferentes conceptos
termodinémicos.

Vamos a suponer que tenemos un gas ideal de fermiones o bosones que esté enrarecido,
es decir que la interaccién entre sus particulas es despreciable.

Consideramos al gas como un sistema que a su vez estd formado por subsistemas.
Cada subsistema se corresponde con un estado cuantico. Llamaremos n; al ntimero
de particulas que existan en el subsistema j y €; a la energia que tiene cada particula
perteneciente al j-ésimo estado.

Definimos ahora wy,; como la probabilidad de que en el j-ésimo estado haya n; par-
ticulas. Suponiendo que el ntimero de particulas es variable y en analogia con la
distribucion de Boltzmann (2.5) suponemos que wy,; viene dada por:

wy, = Ae Pl (3.12)
donde Ay 3 son constantes y U; = n;j - €; es la energia total del j-ésimo estado.

Recordamos la formula de la entropia para la estadistica de Boltzmann (1.5). En
nuestro caso, omitiendo la constante de Boltzmann, sera S = In wy,; (seccion 7 de
2]).

Una opcién que existe para hallar las constantes A y £ es usar la ley termodinamica
conocida como ecuacion de Gibbs que vimos en (2.10):

1 P
dS = dU; + ZdV (3.13)

donde T era la temperatura, P la presiéon y V el volumen del gas.
Sin embargo, en este caso suponemos que el nimero de particulas de cada estado
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puede variar, y a volumen constante, (3.13) entonces viene dada por
1 %

donde i es una constante conocida como potencial quimico.
De (3.14) se observa que:

45 _ 1 45 _
av; T Y dn;

1ol
T
Entonces, la eleccion méas sencilla que hace compatible (3.12) y (3.14) seréa:

A= AeT; 3= 1
’ T

donde A es una constante.

- Q;
Definimos A = e7 debido a relaciones termodinamicas que se explican en la
seccion 35 de [2], siendo el potencial termodinamico Q; = U — T'S — un;.

Sustituyendo en (3.12) finalmente llegamos a:
Wy, = e(Qj+un;=U;)/T (3.15)

Ahora, debido a la indistinguibilidad de las particulas tenemos la siguiente condi-
cion de normalizacién
an ;=1
n;

A partir de ella, obtenemos que el potencial termodindmico de cada estado es:

Q; = —Tin(eW=)/Tyn, (3.16)

nj

Con este potencial €2; hallaremos las distribuciones de Fermi-Dirac y de Bose-
Finstein.

En primer lugar, en la estadistica de Fermi-Dirac se cumple el principio de exclusion
de Pauli asi que n; solo puede tomar los valores 0 y 1 haciendo que

Qj = —Tin(1 4 H=)/T)

Tenemos que €2; = U — T'S — unj, asi que el nimero medio de particulas en el
J-ésimo estado cuantico se obtiene mediante:

dQ; elh—e)/T 1
nj = —

dup - 1 + eln—e)/T - elei—m/T 41 (317)
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que se corresponde justamente con la distribucién de Fermi-Dirac.

Con ella podemos observar que si nj = —2+—=— < 1 entonces el /T 4+ 1> 1, o
R e Vi

/T

lo que es lo mismo, e(%~/T > 1. Aproximando tendriamos:

1

n, ~ —————
T ele=m)/T

que es equivalente ajustando constantes a

1
Ze—ej/T

y por tanto igual a (2.13), es decir la distribuciéon de Boltzmann, donde Z era la
funcién de particion.
Ademas, se tiene que:

1
> o =N

J

donde N es el nimero total de moléculas.

Por otra parte en la estadistica de Bose-Einstein no se tiene ninguna limitacién con
los ntameros de ocupacion de los estados cuénticos. Sin embargo para que la serie
(3.16) converja si que se necesita que no se cumpla h’mnj_>Oo 1; # o0, es decir que
elt=¢)/T < 1. Por lo tanto el potencial quimico 1 debe ser estrictamente negativo.

o0
(3.16) es una serie geométrica del tipo Y ar™, y operando
n=0

1

R o P (n—e;)/Ty — (n—ej)/T
Q; Tln1 7T Tinl + Tin(eW /Ty = Tin(eh—)/T)
Ahora como tenemos que n; = —% en este caso:
1
M= (3.18)

eleg—m)/T _q

Y esta es la funcién de distribucién que sigue un gas de Bose. Se diferencia de la de
Fermi en el signo respecto a la unidad en el denominador. El ntimero de particulas
total en el gas viene dado por:

1
> 1=V
J

3.4. Conclusiones

En el trabajo se han estudiado las diferentes estadisticas que nos indican como se
distribuyen las particulas de un conjunto, o més en particular de un gas, segin los
diferentes estados de energia o estados cuénticos que existan. Se ha podido comprobar
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que la mecanica estadistica cuantica se desarrolla teniendo muy en cuenta la mecanica
estadistica clasica y es muy 1til para resolver los problemas que no es capaz de abordar
ésta.

La estadistica de Maxwell-Boltzmann nos da informacién sobre la distribucién
segun su estado energético de las particulas distinguibles de un sistema. Sin embargo,
cuando las particulas son indistinguibles, cuando la temperatura es muy baja o cuando
el nimero medio de ocupacién de un estado energético es mucho menor que 1 da
lugar a bastantes fallos. Esto hace que sea necesario introducir la mecanica estadistica
cuantica.

La mecénica estadistica cuantica se centra en el estudio de la distribucién de
estas particulas indistinguibles. Se crea el concepto de estado cuéntico que ademas
del estado energético que consideraba la estadistica Maxwell-Boltzmann tiene otras
propiedades importantes como el spin. Precisamente el spin y la ocupaciéon de estos
estados cuanticos marcan la diferencia entre la estadistica de Fermi-Dirac y la de
Bose-Einstein.

Mientras que la estadistica de Fermi-Dirac cumple el principio de exclusiéon de
Pauli, haciendo que no se pueda encontrar mas de un fermién en un mismo estado
cuantico, y los fermiones tienen spin semientero; en la estadistica de Bose-Einstein no
hay ninguna restriccién respecto a la ocupaciéon de los diferentes estados cuanticos y
sus particulas, los bosones, tienen spin entero.

Por ultimo, cabe destacar también que las leyes de las distribuciones de las parti-
culas de la mecanica estadistica cuantica estan relacionadas con la ley de distribucion
de Boltzmann puesto que en ciertos casos limite tanto la distribuciéon de Fermi-Dirac
como la de Bose-Einstein se aproximan a ella.
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