Um ﬁ departamg\{? de
UNIVERSIDAD AUTONOMA T

DE MADRID —

Departamento de Matematicas, Facultad de Ciencias
Universidad Auténoma de Madrid

Introducciéon a la mecanica estadistica

TRABAJO DE FIN DE GRADO

Grado en Matematicas

Autor: Marta Garcia Marin

Tutor: Daniel Faraco Hurtado

Curso 2021-2022







Resumen

Este trabajo se centra en el estudio de los principios de la termodindmica des-
de un punto de vista matematico y, concretamente, probabilistico. Tras una primera
parte en la que se definen conceptos bésicos de la fisica y la termodinamica, utiliza-
mos la probabilidad para definir la entropia y, mediante optimizacién, obtendremos
la llamada funcién de particiéon. Esta nos permitira calcular las principales magnitu-
des estudiadas en esta investigacion: Temperatura, Energia, Entropia y Presiéon. Por
altimo, aplicaremos estos resultados a dos casos reales: los gases ideales y los gases
de interaccién débil. Entre las matematicas implicadas se encuentran probabilidad,
optimizacion, ecuaciones en derivadas parciales y combinatoria.

Abstract

This work focuses on the study of the principles of thermodynamics from a mathe-
matical and, specifically, a probabilistic point of view. After a first part in which basic
concepts of physics and thermodynamics are defined, we use probability to define en-
tropy and, with optimization, we will obtain what it is called the partition function.
This will allow us to calculate the main quantities studied in this research: Temper-
ature, Energy, Entropy and Pressure. Finally, we will apply these results to two real
cases: ideal gases and weakly interacting gases. Among the mathematics involved are
probability, optimization, partial derivative equations and combinatorics.
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CAPITULO 1

Introduccion

En este trabajo abordamos los principios elementales de la termodinamica. Para
ello, definiremos la entropia, la temperatura y la energia, apoyandonos en leyes de la
fisica, de la termodinamica y en teorias de la probabilidad. Empezaremos definiendo
la entropia en términos probabilisticos, describiremos la energia y la temperatura,
relacionandola con ésta, y las compararemos con los conceptos que se conocen y se
utilizan en el dia a dia. lo compararemos con la acepciéon de estos conceptos més
cotidiana desde el punto de vista experimental.

Mas adelante, veremos como, conociendo el comportamiento microscépico de los
estados de un sistema y las probabilidades de estos, podemos conocer el compor-
tamiento general del sistema. Deduciremos abstractamente, utilizando la teoria de
multiplicadores de Lagrange, la expresion de la llamada distribucién de Boltzman.
Esta distribucion se anuncia a partir de la funciéon de particiéon, la cual dependera de
la energia de cada estado y del parametro 3, variable termodindmica independien-
te, que sera clave para el desarrollo de esta investigacién. Armados con estas nuevas
herramientas, abordaremos el caso idealizado en el que el conjunto de estados es con-
siderado discreto y, aplicando la funcién de particiéon, redefiniremos los conceptos de
energia, entropia y temperatura. Por dltimo, la relacionaremos con el concepto de
presion.

En la segunda parte del trabajo, dejaremos el marco discreto y estudiaremos dos
situaciones en las que las funciones de distribuciones son continuas: los gases ideales y
los gases de interaccion débil. En ambos casos, veremos como se aplica la funcién de
particién y calcularemos las magnitudes termodinédmicas estudiadas: energia, entropia,
temperatura y presion.

Para realizar esta investigacion se han seguido las clases de Mecénica Estadistica
de la Universidad de Standford, impartidas por el célebre fisico Leonard Susskind. Las
técnicas mateméaticas utilizadas se basaran en asignaturas como Calculo II, Algebra,
Probabilidad y Estadistica, centradas en derivadas parciales, geometria, combinatoria,
principios béasicos de optimizacién y probabilidad.

Concluimos esta introducciéon explicando la distribuciéon de capitulos a lo largo de
este documento, el cual consta de 6 capitulos. En este primer capitulo explicaremos
como surgi6 la mecénica estadistica e introduciremos algunos conceptos fisicos y como
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ha ido evolucionando el calculo de la entropia con el paso del tiempo. En el segundo
capitulo, introduciremos el concepto de temperatura, y su interpretaciéon a lo largo
del tiempo, y terminaremos relacionandola con la energia y la entropia. En el tercero,
veremos como se comporta un sistema en equilibrio de acuerdo a las leyes de la ter-
modinamica y como es la distribucién de probabilidad en este equilibrio. Asi mismo,
utilizaremos maximizacién y el método de Lagrange para maximizar la entropia y
alcanzaremos la distribucién de Boltzman, lo que dara pie al calculo de la funcién de
particion. En el cuarto capitulo, aplicaremos la funciéon de particion para calcular la
energia, la entropia y la temperatura, y las relacionaremos con el concepto de presion.
Por tltimo, en el quinto y sexto capitulo, aplicaremos la funcién de particiéon en dos
casos concretos: gases ideales, en los que sb6lo existe energia cinética entre las parti-
culas, y gases de interaccion débil, en los que, ademas, también existe cierta energia
potencial.

1.1. Principios basicos

Es bien sabido que podemos hacer predicciones con maxima precision si conocemos
las condiciones iniciales y las leyes de evoluciéon de un sistema. Sin embargo, muchas
veces ignoramos alguno de estos factores. Surge asi la mecénica estadistica, gracias a la
cual podemos predecir el comportamiento de un sistema cuando no tenemos suficientes
herramientas para ello.

Para poder introducirnos de pleno en la materia, empezaremos recordando varios
principios basicos de la fisica:

Lema 1.1 (Ley del movimiento). Dado un estado en un sistema cerrado, este salta
a otro estado cerrado instantdneamente siguiendo siempre la misma norma.

Lema 1.2 (Ley de la conservacion). Dado un sistema cerrado, existen ciertas mag-
nitudes que siempre se conservan.

Entre ellas se encuentran el momento, la masa o la energia. Esta tltima va a ser
fundamental en el desarrollo de esta investigacion.

Consideramos pues una mala ley del movimiento, como aquella que no conserva
estas cantidades y pierde la pista de donde empieza un ciclo.

Lema 1.3 (Primera ley de la fisica). La informacion nuca se pierde.

Si tenemos la capacidad de seguir el sistema, siempre sabremos a doénde va. La
naturaleza por definicién no nos oculta nada.

Ejemplo 1.4. Supongamos 1 sistema cerrado con 2 ciclos:
(1—2-—3-—1),donde P(1) = P(2) = P(3) = %

(4—5—6—4),donde P(4) = P(5) = P(6) =0

Aunque no sepamos la ley del movimiento que rige estos estados, sabemos que hay
3 con probabilidad % y 3 con probabilidad 0. Esto es algo que siempre ocurrira. La

informacién no se pierde.
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Caracterizamos la conservacion de la informacién considerando M a los estados
posibles, y N al total de estados, donde P = 1/M y M < N. Los estados posibles
(ocupados) (P > 0) siempre seran los mismos. Cuanto mayor sea M, menor informa-
cién tendremos.

1.2. Entropia

Ademas de la energia, otra de las magnitudes clave de la mecéanica estadistica es
la entropfia.

Definicién 1.5 (Entropia). La entropia, S, es una propiedad del sistema y de nuestra
cantidad de conocimiento sobre él.

Desde un punto de vista més informal, la entropia, indica el grado de “desorden”
que hay en un sistema. Pero esto no es del todo correcto. A mayor desconocimiento del
sistema, menor seré el entendimiento del mismo. Esto hace que se vea como “desorden”,
el cual confundimos con la falta de entendimiento del orden.

Originalmente, la entropia surgié para medir la cantidad de informaciéon que se
tiene de un sistema donde todos los estados posibles eran equiprobables. Estos esta-
dos fueron llamados estados ocupados (M). Cuanto mayor sea el nimero de estados
ocupados, mayor es nuestro desconocimiento, y mayor seré la entropia:

P=— S =log M
Vi g
Ejemplo 1.6. Supongamos que tenemos el mismo sistema previamente descrito.

Si sabemos en qué ciclo estamos, y en qué estado, sabremos exactamente cuél es
el estado siguiente. El niimero de estados ocupados, M, serd uno, y le entropia seré
minima: S =log1 = 0.

En cambio, si perdemos el estado actual, pero conocemos el ciclo, no sabemos
cuél sera el préoximo estado. El ntmero de estados ocupados sera 3, y la entropia seré
mayor: S = log 3

Por altimo, si desconocemos totalmente qué ciclo estamos observando, todos los
estados seran posibles, por lo que M seréd 6, y la entropia serd maxima (pues hay 6
estados): S = log6

Més adelante, se perfeccion6 esta definicion utilizando distribuciones de probabi-
lidad.

Definicién 1.7. La entropia asociada a una funcioén de probabilidad P(i) es:

S=- Z P(i) % log P(i)

No todos los estados tienen la misma probabilidad de ocurrir, por lo que entropia
es mas compleja.
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Si la probabilidad no es uniforme, entra al juego la densidad (relacion entre la
masa y el volumen): p(p, z), donde [ p(p,xz)dpdz = 1. En este caso, la entropia sera:

S = —/P(p, x) * log P(p, x)dpdx

Relacionado con la entropia y las probabilidades, definimos el teorema de LiuVi-
lle. Este defiende que, si tenemos un sistema con N estados que sigue las leyes del
movimiento, el nimero de estados y las probabilidades siempre serdn las mismas:

Teorema 1.8 (Teorema de Liuville). El volumen de la region de probabilidades de un
sistema se mantiene constante a lo largo del tiempo.

1.3. Introduccion a la termodinamica

Por tltimo, introducimos el equilibrio térmico y las leyes de la termodinémica.
Esto dejara intuir el concepto de la temperatura, otra magnitud fundamental que nos
quedaba por presentar, la cual explicaremos con detenimiento en el préximo capitulo.

Lema 1.9 (Equilibrio térmico). 2 sistemas estan en equilibrio térmico si cuando se
ponen en contacto para intercambiar energia, la distribuciones globales de las posicio-
nes y las velocidades no cambian.

Lema 1.10 (Ley cero de la termodinamica). Si un sistema A estd en equilibrio térmico
con un sistema B, y, a su vez, B estd en equilibrio con un sistema C, A estd en
equilibrio con C.

Lema 1.11 (Primera ley de la termodinamica). La cantidad de energia del sistema
se conserva. Es decir, si 2 sistemas en contacto mo estdn en equilibrio, la energia
que pierde uno, la adquiere el otro, manteniendo la energia total del nuevo sistema

constante.
 0F O0FE 4 OFp
Energia: — =0 =

ot ~ ot T ot

Lema 1.12 (Segunda ley de la termodinamica). La entropia de un sistema aislado
que evoluciona con el tiempo solo puede aumentar o quedarse iqual, nunca disminusir.
054 0SB

ot "o



CAPITULO 2

Temperatura

En este tema introduciremos el concepto de temperatura. Estudiaremos su relacién
tanto con la entropia y la energia y con el concepto més familiar que se tiene de
temperatura, asi como la historia detras de su descubrimiento.

2.1. Historia de la temperatura

Tenemos cierta idea de lo que es la temperatura porque nuestro cuerpo reacciona
ante el frio y el calor. Pero en realidad, la temperatura es una magnitud que parte de
la energia y la entropfia.

Se empezo6 a medir en el siglo XV I, cuando atn ni si quiera se conocia qué eran las
moléculas, ni mucho menos sus movimientos. No fue hasta mediados del siglo X1.X,
cuando Maxwell, Stefan y Boltzman empezaron a relacionar el movimiento de las
particulas con la energia. Poniendo 2 gases en contacto con la misma temperatura
descubrieron que esta no era aditiva, pues es la de una tnica molécula.

La unidad de medida méas utilizada es el Kelvin (0° = 273,15Kelvin), donde
0 Kelvin equivale al cero absoluto, temperatura més baja alcanzada en la cual las
moléculas carecen de movimiento. Para relacionar la energia con la temperatura en
Kelvin, a la que todos estaban acostumbrados, se introdujo la constante de Boltzan:

kp~1,4% 10~

Las unidades béasicas de la constante de Boltzan en el Sistemas internacional son
Kgm? . . .

J = Si;; . En esta expresion encontramos el Julio (J), que representa la unidad

estandar de energfa. Se establecid asi la relacion entre la energfa de una molécula de

un gas diluido:

3
E = _kpt
S RBUK

(tx: temperatura en Kelvin y kp: constante de Boltzman)

Ejemplo 2.1. Dado un gas a 300K, la energia cinética de una molécula es: 6, 2x10721J
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Originalmente, se relacioné la temperatura sélo con la energia, y esta media la
energia cinética de las particulas en movimiento. No hay que olvidar que la tempe-
ratura no depende del tipo de molécula, sea cual sea esta, la energia cinética sera la

misma. En cambio, la velocidad si que depende de ello (E, = %va)

Se defini6 una nueva medida de temperatura, que dependia de la constante de
Boltzman y la temperatura en Kelvin:

T =kptg

Surgié también una manera mas cercana de medir la entropia, la entropia de
Carnot, Segrnot, la cual media en bits (%) aquella unidad de informacién que siempre
iba en aumento. Esta se relaciona directamente con la entropia de la fisica moderna,
descrita en el capitulo anterior, gracias a la constante de Boltzan:

1

S = ?bscarnot

2.2. Entropia, Energia y Temperatura

En la fisica moderna se defini6 la temperatura como la derivada de la energia

respecto a la entropia:
T OF
- 08
Es decir, a mayor temperatura, mayor energia es necesaria para cambiar la entropia.
Asi mismo, en temperaturas cercanas al cero absoluto, cualquier cambio de energia
implicaria un gran cambio en la entropfa.

Considerando magnitudes utilizadas en experimentacion tenemos: OF = tx0Scarnot

Pero, jqué es realmente la temperatura? ;Cémo la relacionamos con nuestro con-
cepto de temperatura? ;Y el calor? La definicion mas béasica de temperatura esté
relacionada con el intercambio de energia entre 2 sistemas.

Proposiciéon 2.2. Dados 2 sistemas cerrados con temperaturas T4 y T respectiva-
mente, tal que T4 < Tg. Si ambos se conectan de manera que puedan intercambiar
energia, la energia de B fluye hasta A hasta alcanzar el punto de equilibrio.

Demostracion. Para demostrar esto, usaremos el concepto del diferencial, mediante
el que hacemos referencia a pequenos incrementos respecto al tiempo. Como sabemos
de la primera y segunda ley de la termodinamica, la energia se conserva en el sistema
total y la entropia aumenta:

dE4y+dEg =0 dSas+dSg >0

Utilizando la definicion de temperatura de la fisica moderna (7" = g—g), definimos la

energia de cada sistema:

dE4 =TxsdS4y dEp =TpdSp
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Partiendo de esta definién y de las leyes descritas previamente, tenemos:
Ta Ty
TadSAa+TpdSp =0 = dSp=—-"-dSx = dSp4——dS4>0 =
s Ts

= TpdSy—TsdSy >0 = (ITp—Ta)dSa>0

Como la temperatura del sistema A es menor que la del sistema B, dSA serd mayor
que cero, por lo que la entropia de A aumentara. Introduciendo la temperatura de A
llegamos a la definicion de la energia, observando que esta aumenta en el sistema A:

dSa >0 = TudS4>0 = dEs4>0

Hemos descubierto que el cambio de energia en A es positivo. Repitiendo este proceso
de manera analoga para el sistema B, observaremos que su cambio de energia es
negativo:

T T
TadSa+TpdSp =0 = dSi=--2dS; = —-2dSp+dSs>0 =
T T
= —TgdSp+T4dSp >0 = (TA — TB)dSB >0
= dSp<0 = TdSp<0 = dE<O0

Como la tasa total de cambio de energia es cero, podemos concluir que la tasa de
cambio en A es igual a la menos tasa de cambio en B. Por tanto, la energia fluye del
sistema mas caliente (B) al méas frio (A). Este flujo de energia es llamado calor. [






CAPITULO 3

Maximizando entropia

Hasta ahora, hemos definido las principales magnitudes utilizadas en la mecénica
estadistica: la entropia, la temperatura y la energia, asi como algunas leyes de la fisica
que nos ayudan a entender correctamente el papel de estas magnitudes en sistemas
fisicos. Asi mismo, hemos introducido la probabilidad como elemento central para
calcular la entropia.

En este tema, estudiaremos como se distribuye la probabilidad en estado de equili-
brio, introduciremos la féormula de Stirling para aproximar definiciones y terminaremos
maximizando la entropia utilizando multiplicadores de Lagrange.

3.1. Distribuciones de probabilidad en equilibrio

La manera de estudiar el comportamiento de un sistema en estado de equilibrio
parte de los diferentes subsistemas y de los estados posibles en que estos puedan en-
contrase, los cuales siguen una distribucién de probabilidad, directamente relacionada
con la energia.

Dado un sistema en equilibrio, este tiene muchos grados de libertad, que definen
los diferentes estados posibles, en los que cierto estado i tiene una energia asociada
FE;. Cuando un sistema llega al equilibrio, no llega a un estado concreto. Incluso en
equilibrio, hay un proceso probabilistico que ocurre con el tiempo. En tiempo t hay
cierta probabilidad (P;, que no depende de t) de que esté en el estado j con energia
E;.

Cierta energia flucttia del sistema al ambiente. Este es el que determina los estados
en los que el sistema en equilibrio puede estar y sus probabilidades. También determina
la energia de estos estados (E;) y por tanto, también la energia media del sistema en

equilibrio (E).

Podemos cambiar esta energia, y los estados y sus probabilidades también cam-
biaran, pues dependen de esta: P(i, E). A mayor E, mayor F;. No hay una tunica
distribucién de probabilidad P;, si no que hay una familia de ellas indexada al valor
de E.
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Figura 3.1: 2 distribuciones para 2 energias, cuanto més ancho, mas E

Supongamos que podemos calcular estas probabilidades y su energia asociada. En
equilibrio térmico, el sistema puede intercambiar cierta energia con el exterior. Pero
la energia promedio no cambia. Es una caracteristica del sistema de equilibrio y de la
distribucién adjunta a este equilibrio.

La entropia resultante es por tanto:

S=-) P(i,E)xlog P(i, E)

Si conocemos la energia media, hay una cierta distribucién de probabilidad sobre
los diferentes estados en los que un subsistema puede estar. Esta es la distribucion de
Boltzmann, la cual explicaremos més adelante.

Dado un macrosistema con sus respectivos subsistemas, existen infinitos estados
posibles en los que estos pueden hallarse. Como hemos explicado, estos estados de-
pende de cierta energia, la cual, en muchos casos, es tan alta que la probabilidad de
alcanzar estos estados es casi nula. Existen, por lo tanto n estados de ocupacion, o
estados posibles, en los que los subsistemas pueden encontrarse

Por lo tanto, estos sistemas se distribuyen en un conjunto determinado de niimeros
de ocupacion: (ni,ng,ns, ..., ny,), donde n; es el nimero de sistemas en cierto estado i.
Cuantas mas formas haya de distribuir estos N sistemas en un conjunto determinado
de nameros de ocupacién, mas probable sera ese conjunto.

Ese es un argumento de simetria. Si en un experimento imaginario aleatorio que
distribuye los sistemas en estados, todas las redistribuciones posibles son simétricas
entre si y por lo tanto igualmente probables, entonces el conjunto més probable de
nimeros de ocupacién es el que corresponde al niimero maximo de formas de redis-
tribucién. Ocurre lo mismo que el lanzamiento de 2 dados. El estado méas probable es
que ambos sumen 7, pues es el estado que mas maneras de distribucion acepta.

Pero, para un conjunto determinado y conocido de ntimeros de ocupacion, jcuantas
formas hay de distribuir nuestros N sistemas entre los diferentes estados, (n1, ng, ns, ...)?
Para responder esta pregunta hacemos uso de la combinatoria. Llamaremos A al nu-
mero de posibles combinaciones en que los subsistemas puedan repartirse.
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N!

nilnglng! . ..

A=

Utilizaremos un ejemplo para ilustrar esto:

Ejemplo 3.1. Tenemos un sistema con 4 subsistemas (51, 52,53, 54), los cuales se
pueden dividir en 2 estados (n; = 3,n9 = 1) {Cuantas maneras diferentes hay para

distribuir esto? n

= — = 4
311!
Existen, pues, 4 maneras para distribuir los microsistemas en 2 estados: nj : (S1, Se, S3),
ng : (S1), n1 : (S1,52,54), n2 : (S3), n1 : (S1,53,54), n2 : (S2) y n1 : (S2,53,54),
ng : (S1)

Esta sucesiéon nos lleva a alcanzar una conclusién clara: cuando el niimero de
estados N es muy grande, los niimeros de ocupacioén se agrupan fuertemente sobre un
conjunto particular de estos, por lo que a medida que crezca N, la distribucién seré
més estrecha. Pero, cuando N tiende a infinito, ;Cuél es el limite de esta sucesion?
Para calcularlo, utilizaremos a continuacién la formula de Stirling

3.2. Aproximacion de Stirling

Lema 3.2. [Aproxzimacion de Stirling] Cdlculo utilizado para la aprozimacion de su-

cesiones en el infinito:

Ii 7]\” 1
Nl)IEOO NNefN -

Es decir, cuando N es muy grande:

Nl ~ NNe=N

Demostracion. Para demostrar este lema utilizaremos la curva de log x ilustrada en
la figura 3.2 y la siguiente definicién: log N! = Z]kvzl log k

Observamos que Y log k es menor que || 1N+1 log k, pero que es mayor que | 1N log k.

Tenemos pues:
N N N+1
0< Zlogk‘ — / logzdz| < / log zdx
1 1 1

Sabemos que [ log zdz = zlogz — z, por lo que:
N N+1
/ logzdr = NlogN — N +1 / logxdx = Nlog(N + 1) +log(N + 1)
1 1
N+1
Como ;""" logzdz < log(N + 1) Tenemos:

N
0< [Zlogk—NlogN—i—N—l] <log(N+1) =
k=1
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Figura 3.2: curva logz y > logk (desplazados 1 a la derecha)

NleN
= 0<logN!'-NlogN+N-1<log(N+1) = < gz <N+l =
NleN
= 1< x5 <N+1
NNe *

Como estudiamos el comportamie}rvlto de N! en el infinito, y partiendo de la des-
igualdad anterior, obtenemos, N! ~ JE—NC’ (N), donde C'(N) es un factor multiplicativo

que crece mas despacio que N(v27N). Por lo tanto:

3.3. Maximizacion de A y distribuciéon de Boltzman

Una vez estimado el valor de N! en el infinito, recuperamos la expresiéon de A
definida anteriormente:
4 N! NNe=N NN
= ~ Ng —n.: = ng
nilnglng! ... Hz n, e Hz n,

Recordemos que A representa las diferentes maneras de distribuir los sistemas en
los diferentes estados. Por eso, el calcular el conjunto més probable de ntimeros de
ocupacién se convierte en un problema de maximizaciéon donde las incoégnitas son las

)
n;'s.

Proposicion 3.3. Dado un sistema con energia E, N particulas y sus respectivos n)s
nimeros de ocupacion, con probabilidad P(i) y energia E;, existen ciertas restriccio-
nes:

1. > .nj=N
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2. La energia total de los N sistemas es una cantidad fija NE, donde E es la energia
total entre el nimero de subsistemas: ), niE; = NE

Considerando P(i) = § como la probabilidad de que ocurra un estado y partiendo de
las restricciones anteriores, llegamos a otra restriccion: y , PiE; = E

Estas restricciones nos servirdn para calcular magnitudes mas adelante, como la
entropia o la temperatura de un sistema en equilibrio.

Buscamos maximizar esta expresiéon como hacemos para estimar los parametros
méxima verosimilitud:

log A~ Nlog N =) nilogn; = Nlog N — Y NP log NP, =
7 7

=NlogN — ) NP(logN +log P) = NlogN — Nlog N> P~ N> PilogP, =
; 7 1

7

= log A~ —NZPz-logPi
1

Este resultado es N veces las entropia de los sistemas, donde P; es la probabilidad
de un sistema de estar en el estado i.

Con este procedimiento hemos concluido que si queremos saber el niimero de es-
tados de ocupacién que maximiza A basta con maximizar la entropia.

3.3.1. Meétodo de Lagrange y maximizacién con restricciones

Empezamos considerando una funciéon F continuamente diferenciable y buscamos
maximizarla para encontrar x; maximo. Para ello, derivamos esta respecto a cada una
de sus variables independientes e igualamos las expresiones a cero.:

OF _, OF _, OF _

o 0 om0 omy

Resolviendo esto, obtenemos la solucién para las x;’s desconocidas.

Ahora buscamos maximizar F restringida a una funcién G tal que G=0. Para ello,
creamos una nueva funciéon : F/ = F + \G, siendo esta la nueva ecuacién a derivar.
Por lo tanto, tenemos p-+1 variables, donde calculamos:

OF’ OF’ OF’ OF’

=0 =0 =0 —— = 0 que es equivalente a G =0

Y awm Y w T o
Este es el método de los multiplicadores de Lagrange, donde X es este multiplicador.

Ejemplo 3.4.
22+ y?

F(x7y): 9

restringidoaz+y=1 = Gx,y)=z+y—1
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2+y2

Fl(z,5,\) = F(z,y) + AG(z,y) = — Az Fy—1)

Derivamos respecto a todas las variables e igualamos a cero:

OF’ OF’
1 = = 2 = =
) Gr=0 = wr=0 (@) Go=0 5 yra=0
OF’ 1 1

Si intentamos maximizar una funcién de 3 variables y 2 restricciones, habria que
usar: F/' = F + MG+ NGy

3.4. Maximizando la entropia

Volviendo al problema de los apartados anteriores, buscamos maximizar la entro-
pia, teniendo en cuenta las restricciones previamente planteadas:

F(P) =) PlogP;, donde:

Gi(P,Pyy...) =) Pi—1=0 Gy(P1,P,...)=» PE -E=0

F = F—I—Z )\jGj = F—i—OéGl—i-ﬁGQ = — Zpl log P+« +,3

J

Sr
1

ZBE,-—E
1

Como buscamos las derivadas parciales, -1 y -E no aportan ningtn tipo de infor-
macion, al igual que el menos de la entropia. Descartando esto, nos queda una funciéon
mas sencilla.

N N N
F'=F+aGi+8Gy =Y PlogPi+ay Pi+pY PE,
1 1 1

Derivamos respecto a la variable independiente P; e igualamos a cero:

N

aF, 1 N N N
op =2 (log Pt Pp)tad 148 E)=) (logP+1+a+pE)=0s
¢ 1 v 1 1 1

SlogP+1+a+pE;=0=logP,=-1—a—FE;

Definicién 3.5. En entropia méxima, la probabilidad P; de cada uno de los estados
se define como:
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Demostracion. En entropia méxima, la probabilidad P; se define como:
P = e—(1+a)€—5Ei

1+a)

e ( es una constante relacionada con «, a la que llamaremos % ]

Tenemos pues que P, = %e_ﬂEi, por lo que es proporcional a e #Fi donde 3
indica la energia media, determinando cémo de rapido disminuye n; con el aumento
de energia F;. A menor 3, més ancha es la probabilidad y mayor la energia media.

Proposicion 3.6. Conociendo la variable termodindmica aleatoria B y la energia E;
de cada uno de los estados, la funcion de particion de un sistema en equilibrio es:

28)= Y e

Demostracion. Tomando la definicién de probabilidad definida en 3.5 y la restriccion
propia de la probabilidad:

SR=1 = Yol = g=Y e
1 1 1

Por lo tanto Z, y a su vez «, dependen de 5. Z(f) es la funcion de distribucion de
Boltzman, a la que llamaremos funcién de particion:

2(8) =3 e
U

Esta funcién adquirird un papel fundamental en el desarrollo final de esta in-
vestigacion, pues, conociéndola, es posible calcular muchas de las magnitudes fisicas
macroscopicas que caracterizan un sistema en equilibrio. Como la presién, la entropfa,
o la energfa, entre otras.






CAPITULO 4

Funciéon de particion

Una vez encontrada la funciéon de particién, veremos como, aplicando restriccio-
nes, esta nos puede llevar a calcular muchas de las magnitudes fisicas macroscopicas
que caracterizan un sistema en equilibrio. En este capitulo, nos adentraremos en la
aplicacion de la funcion de particion, y veremos su gran importancia en la mecanica
estadistica.

Comenzaremos planteando los calculos desde un punto de vista muy simple e ideal,
donde la interaccion entre las moléculas es inexistente y el problema surge en un sis-
tema concreto. En capitulos futuros, introduciremos sistemas continuos e interaccién
entre particulas, aproximéndonos al comportamiento real de los macrosistemas.

4.1. Funcién de particiéon

Como vimos en la proposicion 3.6 del capitulo anterior, la funciéon de particién
surge de la distribucién de Boltzman, depende del pardmetro (3, introducido en la
seccion 3.4, y se define tal que asi:

2(8) =3 e

i

Partiendo de ella, y de las restricciones planteadas en la proposicion 3.3 del capitulo
anterior, calcularemos la energia, la entropia y la temperatura.

4.1.1. Funcién de particiéon y energia

Proposicion 4.1. Conocida la funcion de particion Z(B) y el pardmetro (3, la energia
total de un sistema en equilibrio es:

~OlogZ
op

E(B) =

17
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Demostracion. Empezamos derivando respecto a 8 la funcion de particion, y dividien-
do ambos lados de la igualdad por Z, obtenemos:
07 07 1 1
A — -BE o 2 _ _EePE o 22— —E.e BEi
D=2 05 = 2B 05727
Retomamos ahora la definiciéon de probabilidad en términos de la funcién de par-

ticion, planteada en 3.5 y una de las restricciones de la proposiciéon 3.3, que conside-
raban:

1
P, = Ee*ﬁEi Y PE =E

Sustituyendo P; y aplicando esta restriccion:

%l:_ZPiEZ_:_E = E:_aﬁl - E(ﬂ):_alogZ

B Z

4.1.2. Funcién de particién y entropia

En la siguiente proposiciéon, explicaremos como la entropia definida en términos
probabilisticos en la féormula 1.7 se puede definir también a partir de la funcién de
particion y el pardmetro 5.

Proposicion 4.2. Dada la funcion de particion Z(S) y el parametro 3, la entropia
de un sistema en equilibrio es:

S=p6E+logZ

, donde E es la energia total del sistema.

Demostracion. Utilizaremos también la probabilidad en términos de la funcién de
particién, y calcularemos su logaritmo:

1
P, = Ee*’BEi = logP,=—-BE;,—logZ

Sustituyendo estas expresiones y utilizando la definicién probabilistica de entropia,
llegamos a:

1 45 1 _4g
S = —ZPilogPi = —de PEi [_BE; —log Z] = de PEL[BE; + log Z]
(] K3 (2
Reemplazando la probabilidad en el primer sumando y la funcién de particién en el
segundo:

1

— ——
E Z
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4.1.3. Funcidén de particiéon y Temperatura

Buscamos por ultimo definir la temperatura en funcién de la entropia. Experi-
mentalmente, sabemos que cuando la temperatura es baja, un pequeno cambio en la
energia cambia mucho la entropia. Asi mismo, cuando la temperatura es alta, un gran
cambio en la energia supondrid un pequenio cambio de entropia, por lo que la tem-
peratura esta directamente relacionada con esta tasa de cambio. Por fin le daremos
un significado fisico a este pardmetro 3, y veremos como la temperatura se relaciona
directamente con la energia.

Proposicion 4.3. Conociendo el pardmetro independiente 3, la temperatura de un
sistema en equilibrio es:

1

T=-—

p

Demostracion. Recordemos que T = %, donde % es la tasa de cambio de la entropia
respecto a la energia.

Derivando la féormula de la entropia de la proposicién 4.2 respecto a la energia y
aplicando la regla de la cadena, obtenemos:

d dﬁ dlog Z dﬁ dﬁ Olog Z dﬁ Olog Z
=P EEt Ty TPt aEE T aE s P aE |FT T as
Como vimos en la proposicion 4.1, E(f3) = —mggz , tenemos:
as 1 1
iE-"r7T=3

Esto nos demuestra que la funcién de particion es constante respecto a la energia. [

Este resultado lo daremos como universal en lo restante de esté investigacion,
sustituyendo g por la inversa de la temperatura para clarificar resultados. Concluimos
que, como [ es la inversa de la temperatura, y E(3) = _alggz , B est& directamente

relacionado con T.

4.2. Enmergia libre de Helmholtz y parametros de control

Antes de presentar el concepto de presion, y su importancia en la mecanica esta-
distica, definiremos otros 2 conceptos que utilizaremos mas adelante, e incluiremos un
resultado matematico del calculo diferencial.

Definicion 4.4 (Energia libre de Helmholtz). La energia libre de Helmholtz es una
magnitud propia de la termodindmica que mide la energia 1til de un sistema con
volumen y temperatura constantes. Se denomina Fy y se define como:

Ey=E-TS
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Proposicion 4.5. La energia libre Helmholtz es igual a —T log Z.

Demostracion. Partimos de la definicién de entropia a partir de la funcién de particion:
S = BE +logZ, donde 8 = % Multiplicando por T a ambos lados de la ecuacion,
tenemos:

TS=F+TlogZ =FE—-TS=-TlogZ
O

Definicién 4.6 (Parametros de control). Pardmetros macroscopicos que definen el
estado final del sistema. Cambian con facilidad y no cambian los detalles de las mo-
lécula.

Estos suelen ser el volumen, la temperatura, el campo magnético, el eléctrico o
el ntmero de particulas, los cuales podemos regular, pero no la presiéon, pues es una
consecuencia en el cambio del volumen. Suelen ir ligados a una variable termodinami-
ca conjugada, e.g: al cambiar el volumen (parametro de control), cambia su presion
(variable termodinamica conjugada).

A continuacion, presentamos un resultado del calculo diferencial, el cual nos per-
mitira trabajar con entropia constante. Al tratarse la entropia de una variable depen-
diente, resolver problemas con entropia constante resulta muy costoso. Sin embargo,
el volumen y la temperatura son variables independientes, y es mucho mas sencillo
resolver estos problemas haciendo estos constantes. En estos casos, utilizaremos el
siguiente teorema.

Teorema 4.7. Considerando como variables independientes T y V y como variables
dependientes E y S:

oE
ov

_oe
. OV

_9E
;08

oS

4.1 —
(4.1) v oV

T

Demostracion. Consideramos las variables independientes T y V, a las que llamaremos
x e y en esta demostracion. Buscaremos entonces demostrar los siguiente:
OE|  OF oF| 0S8
oylg Oy|, 08 v ov

xT

Por tanto, la Energia y la Entropia son funciones que dependen de (y(t),x(t)). Que
derivemos la Energia respecto a y con Entropia constante significa que nos restringimos
a la variedad M = S(c). Es decir, derivaremos respecto a la curva y(t) = (x(¢),y(t))
siempre que se cumpla que S(z(t),y(t)) = c.

Empezamos viendo que significa para nosotros %—5 5
9B| _ . EBl@ylt+h) - B(xo,y0) _ E(t)
Oy lg ho0 y(t +h) —y(0) y(t)

, donde S(z(t),y(t)) = c.

Buscamos ahora el valor de E(t) e §(t) en funcion de las derivadas parciales de E
y de S:
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_0E | OE . OE E(t) 0Ei(t) OE
B(t) = 780 + 590 = 5= PO T O

8(0) = () + 5 i(0)

Como S es constante, sabemos que su derivada es 0:

_9S. . 0S. oS, . 0S. B(t) _ 951

Por el teorema de la funcion inversa:

#(t) 0S8 ox

y(t) oy os

Insertando esta expresion en 1, estudiamos %—5 en la variedad:

oE OE 0x 0S OFE

yls” @wosay oy
Por la regla de la cadena, tenemos que:
OB o2 _0F
ox 0S 08

, donde al tomar la derivada parcial respecto a x, la y se mantiene constante. Asi
mismo, al tomar la derivada parcial respecto a y, la x se mantiene constante, por lo
que:

oE| _ 0E| _0E| 05

8ys_8yz 3Sy8Vz
Reemplazando de nuevo x e y por T y V recuperamos el teorema inicial:

o8| _oB| _0B| 05

8VS_6VT aS |y, OV |1

O

Este teorema nos ayudara a definir el concepto de presion, el cual presentaremos
en la préxima seccion.

4.3. Presion

A continuacién, presentaremos una nueva magnitud, la presion, y buscaremos rela-
cionarla con las variables termodindmicas mencionadas previamente. Para este primer
caso, consideraremos un caso idealizado en que tenemos gas, donde, como a lo largo
de todo este tema, las probabilidades se tratan de manera discreta, y sus particulas

solo tienen la energia de su velocidad. Es decir, energfa cinética (E. = Lmv?).
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Consideremos que tenemos un sistema como el de la figura 4.3: un cilindro de area
A con gas en su interior y un pistén que impida la salida del gas al exterior. Este gas
estd lleno de moléculas moviéndose a la misma velocidad, y en la misma direccion,
indicada en la figura 4.3. La energia del sistema so6lo corresponde a la energia cinética
de sus particulas. En este caso, la presion es la fuerza ejercida por el pistén sobre las
particulas y viceversa

Las moléculas de gas estdn golpeando constantemente el interior. Si movemos el
pistén un poco, la presion del interior acttia sobre el pistéon. Si movemos el piston
hacia fuera, la presiéon empuja en la misma direccién del movimiento, por lo que se
ejerce un trabajo positivo en el piston. El trabajo realizado en el pistén es igual, con
signo negativo, al cambio de energfa en el interior del cilindro.

Para entender un poco el desarrollo de este tema, habra que tener en cuenta varios

enunciados fisicos.

Definiciéon 4.8 (Segunda ley de Newton). La fuerza que actia sobre un cuerpo es
directamente proporcional a la aceleraciéon que adquiere, siendo la masa del cuerpo la
constante de proporcionalidad: F'=m * a

Definiciéon 4.9 (Presion). Magnitud fisica que mide la fuerza por unidad de éarea:

F
P==
A
Esta sera la presion ejercida por el gas en el piston, como buscamos la ejercida por
el pistéon en el gas, la presion resultante seréd igual pero con signo contrario: P = —%

Proposicion 4.10. Si trabajamos en un sistema donde sdlo existe energia cinética,
la fuerza se puede expresar como:
OF

==
ox

Demostracion. Como sbélo hay energia cinética, la energia de las particulas es: E =

%mvg. Derivando esta expresion respecto de x:

OB 1 02 1 o0 o
8x_2m8x_2m U@x_mvﬁx



4.3 Presion 23

Conociendo que v = % y aplicando la regla de la cadena:

o _ 9zov _ ov _ o
or  otor ot T

O]

Por 1ltimo, vamos a trabajar con sistemas controlados, a los que llamaremos adia-
béticos.

Teorema 4.11 (Teorema adiabatico). Si un sistema tiene una energia concreta y
lentamente vamos cambiando sus pardmetros de control, la entropia de este permanece
constante.

Es decir, si movemos el pistén lentamente, ampliando el volumen, las particulas lo
seguiran golpeando constantemente y podremos trabajar con entropia constante. Sin
embargo, si ampliamos el volumen rapidamente, las particulas no golpearan el piston
en este cambio tan brusco y la entropia ya no seria constante.

Una vez explicado esto, ya podemos definir la presion en funciéon de la energia.
Definicion 4.12. En entropia fija, la presion en un sistema adiabatico se define como:

oF

pP=-2-

Demostracion. Para demostrar esto, utilizaremos lo siguiente:

P=-7 = = o

F OF ov 1 ox
F A :>A_W

Ademas, como estamos en un sistema adiabéatico, la entropia es fija. Sustituyendo y
aplicando la regla de la cadena:

1 0E

S_ A Ox

_ 0z 0B
S_ oV Oz

_ 0E

P=-= ==

A

S

O

Teorema 4.13 (Teorema fundamental de la mecénica estadistica). La presion es igual
a la menos derivada respecto al volumen de la energia libre de Helmholtz a temperatura
fija

0Fy

=y

T

Demostracion. El problema ahora surge al querer derivar en entropia constante. Para
ello, retomamos el teorema 4.7:
T:|

oF
oV

oE
;08

oS

pP= =
%

__|oE
av

S
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Por la definicién de temperatura aportada en la seccion 2.2, sabemos que esta es la
variacion de la energia respecto la entropia. Por lo tanto:

oF
oV

08

L0 O(E —TS)
7 M

’ v

_9Bu

P: =
. oV

T

Por dltimo, definimos la presién en términos de la funcién de particion.

Proposicion 4.14. Dada la funcion de particion Z(B), la presion ejercida en un
sistema en equilibrio es:
0log(2)

P=T
ov

T

Demostracion. Como vimos en la definicién 4.4: la energia libre de Helmholtz era
igual a —T'log Z, y T es una constante, por lo que:

_ OBu
av

0log(2)

P: = _
T ov

T
O

Todos estas magnitudes definen el sistema como macroestado, lo que hace de esto
un estudio de mecénica estadistica. Gran parte de estas magnitudes dependen de
log Z, por lo que conocido este dato, tenemos gran informacién sobre el sistema.



CAPITULO 5
Funciéon de particion: aplicaciéon en
gases ideales

5.1. Funcién de particion: aplicaciéon en gases ideales

En el capitulo anterior estudiamos como se aplicaba la funciéon de particiéon en
un caso idealizado, en el que solamente existia energia cinética y la probabilidad se
planteaba de madera discreta. De hecho, la existencia Gnica de energia cinética es lo
que define a los gases ideales, los cuales presentaremos a continuacién. En estos, la
probabilidad se estudia de manera continua. Asi mismo, veremos como se aplica la
funcién de particiéon en estos, y como se calculan las principales magnitudes de los
sistemas macroscopicos.

A lo largo de este tema y el siguiente, deduciremos expresiones para gases ideales
y gases de interaccién débil de nuestras variables de interés, temperatura, energia,
entropia y presion, en términos de (3, a la que consideramos variable termodinamica
independiente. Recordemos, que como vimos en la proposiciéon 4.3, 8 = %

Definamos primero un gas ideal:

Definiciéon 5.1 (Gas ideal). Un gas ideal es aquel en el que sus moléculas no inter-
accionan entre si, por lo que sélo tiene energfa cinética.

La moléculas no ejercen fuerza unas sobre otras (ni chocan, ni se atraen). Por tanto,
la energia de un gas ideal es s6lo la suma de la energias cinéticas de sus particulas,
pues no existe energia potencial.

Partimos de un gas con N moléculas. Los posibles estados son un conjunto de 3N
posiciones y 3N momentos. Es decir, cada molécula tiene 3 posiciones (z,y,2) y 3
momentos (pg, Py, Pz ), donde cada una de ellas es una variable aleatoria. Esto implica,
que a la hora de buscar probabilidades, necesitamos contemplar la probabilidad de
cada una de estas variables para cada particula. Esto convierte la suma de estados en
una integral en R3V sobre estas posiciones y momentos.

3N
Z F(i) pasa a ser / B3Nz d3Np f(z,p),

25
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donde f es funcion de densidad, z = (z,y,2) ¥y p = (D2, Dy, =)

Recordamos que el momento p es la magnitud fisica que describe el movimiento
de un cuerpo. Se calcula a partir de la masa y la velocidad de la particula: p = m * v.
Utilizaremos este para referirnos a la energia cinética de las particulas, pues tiene la
propiedad de que siempre se conserva, a diferencia de la velocidad. En el caso de los
gases ideales, la energia s6lo depende de él.

Lema 5.2. Siendo m la masa de una particula y p = (px, py,pz) su vector momento.
La energia total de esta en un gas ideal es:

[p% + p2 + P2
2m

Demostracion. Como hemos dicho antes, la energia de una molécula en un estado es su
energia cinética. Partiendo de la férmula original de la energia cinética, y considerando
que la velocidad es el momento dividido por la masa, tenemos:
2 2 2
Loz L0 1p* letry v

Ezf = — —_— == — =
2 TR T o om

O]

Consideramos ahora todo el gas ideal, cuyas particulas tienen todas la misma
masa. La energia total de un estado seria la siguiente:

N 3N
YR ohy - )
E_; 2m _M;p"

Ahora podemos estudiar como seré la funcién de particion en gases ideales.

Teorema 5.3 (Funcion de particion en gases ideales). Dado un gas ideal con N par-
ticulas de masa m, que ocupa un volumen V, y conocida la variable termodindmica
independiente 3, la funcion de particion resultante es:

29 =" [22] N

TN | B

Demostracion. Empezamos partiendo de su referente en el caso discreto: Z =3, e PEi

En caso continuo, tenemos pues:

3N
7 = / dSNxd?’Npe*BﬁZile%

Separando en las integrales de posicién y momento, y notando que ([ 3 d3z)N es

el volumen del gas elevado al ntimero de particulas, tenemos:

3 N 5 3N 5 3N
o[ [farcso]vr fonci]
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S6lo queremos estudiar el estado macroscopico del gas, por lo que buscamos reducir
las configuraciones repetidas, ya que particulas con la misma posicién y momento son
intercambiables. Aplicamos para ello combinatoria:

N 3N
S|t

Observamos que integrando se obtiene la funcién de densidad de una distribucion

normal, con media 0 y desviacién tipica ,/%. Como sabemos, en una Gaussiana,

2 . 2
e dx = %’r, por lo que, en este caso, la integral sera , /Q’”T”

Retomando la funcién de particiéon, llegamos a la formula buscada:

B VN [2mﬂl 3

TN | B

Ahora buscamos estudiar el comportamiento de esta funciéon cuando hay un nu-
mero de particulas muy grande.

Lema 5.4. Dado un numero de particulas, N, muy grande, de las que conocemos su

masa m y su velocidad v, y conociendo la variable termodindmica independiente 3, la
funcion de particion resultante es:

Demostracion. Empezamos aplicando la formula de Stirling, definida en el capitulo 3:
N!'~ V2rNNVe N e introducimos el concepto de densidad: p = %

3N 3N

s[5 - i ] )"
" V2rNNNe-N | B V27N |p 5

Como vamos a tomar logaritmos, y en muchos casos derivaremos, el factor \/217]\[
s
de la formula de Stirling aportara informacién insignificante, por lo que podemos

eliminarlo:



28 Funcién de particién: aplicacién en gases ideales

5.2. Entropia y Energia en gases ideales

Una vez obtenida la funcién de particiéon, ya podemos calcular la energia y la
entropia asociada a los gases ideales. Para ello, calculamos primero el logaritmo de la
funcién de particién, pues como hemos visto antes, este es imprescindible para calcular
ambas magnitudes, y reducimos constantes:

2mm

3
logZ =N ilog 5

3N
logp+1| = —Tlogﬁ—NlogijCtes

Agrupamos todas las constantes menos las dependientes de la densidad, pues nos
seran de utilidad méas adelante. Observemos que el 3 de la fracciéon corresponde con
las dimensiones del espacio y el 2 a la integral Gaussiana. Si estuviésemos trabajando

en un espacio de 9D, la fraccién resultante seria %

Ahora ya podemos calcular la energia y la entropia.

Corolario 5.5. Conocida la variable termodindmica independiente (B, la energia de
un gas ideal en equilibrio de N particulas serd:

3N

E=—
2B
Demostracion. Partiendo de la proposicion 4.1 donde definfamos la energia a partir
de log Z:
dlogZ 3N

F=="%5 =

O

De hecho, recordando que 8 = %, tenemos que F = %T . Como podemos apreciar,
la energia y la temperatura son iguales salvo un factor proporcional que depende del
nimero de particulas.

En el caso de los gases ideales, la energia se equidistribuye entre las particulas, por
lo que podemos calcular la energia de cada particula. Introduciendo la temperatura
en Kelvin y la constante de Boltzman y comparando esta energia con la calculada a
partir de la energia cinética, tenemos:

—:§T:gk3TK:M

N 2 2m

De la misma manera, obtenemos la entropia del gas ideal:

Corolario 5.6. Conocida la variable termodindmica independiente 3, la entropia de
un gas ideal en equilibrio de N particulas serd:

3N
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Demostracion. Como en la demostracion anterior, utilizaremos que % =T y conside-
raremos log Z = —% log 3 :

3N 3N
B —

N
—log 8 ~ —%logﬁ

S=pE+logZ = 25 5

5.3. Presion en gases ideales

Proposicion 5.7 (Ley de los gases ideales). Dado un gas ideal del que conocemos su
numero de particulas N, su temperatura T y su volumen V, su presion es igual a:
_NT

P
%

Demostracion. Partimos del log Z definido en el apartado anterior y derivamos este
respecto al volumen del gas ideal:

N N N
log Z = —%logﬁ—]\flogp—i—Ctes: —%logB—NlogV—l—Ctes:

3N OlogZ N
=——"I — Nlog N + NlogV + Ctes = =—
5 108 I3 og N + NlogV + Ctes e v
Buscamos llegar a la expresion de la proposicion 4.14, donde definiamos la presion
como P = Tal?)i‘ﬁz). Para ello, multiplicamos a ambos lados por la temperatura, y
llegamos a la expresion buscada:
Olog Z N
T=-=-T=P = PV=NT=P=pT
v Vv P






CAPITULO 6
Funciéon de particion: aplicaciéon en
gases de interaccion débil

En este dltimo capitulo, estudiaremos como se comportan los gases de interaccién
débil, y, como en gases ideales, calcularemos las diferentes magnitudes electromagné-
ticas propias de la mecéanica estadistica.

6.1. Gases de interaccion débil

Primero de todo, definiremos qué son los gases de interaccién débil y qué tipo de
fuerzas actian en ellos.

Definicion 6.1 (Gases de interaccion débil). Llamamos gases de interaccion débil a
aquellos en los que sus particulas interaccionan levemente entre si, adquiriendo cierta
energia potencial. La energia resultante de este gas, no sé6lo proviene de la energia
cinética de sus particulas, sino también, en menor medida, de su energia potencial.

Estos gases tiene baja interaccién porque estan diluidos y las moléculas estan
bastante lejos entre si. El rango de fuerzas es muy pequeno en comparacién con la
distancia entre ellas, por lo que la energia potencial entre ellas es escasa.

Empezamos considerando que podemos hacer una expansion de pequenos para-
metros del problema de gases ideales y calculamos la funcién de particién. Nuestro
sistema estd formado de moléculas cuya energia total no es sélo la energia cinética,
hay fuerzas, y por tanto también energia potencial, asociada a la atraccién y repulsion
de sus particulas.

Dada una posicién y un momento, la energia de un estado sera:

3N
1
E(z,p) = o ZP% + Z U(lzn — zml)
n=1

n>m

= El primer sumatorio es la energia cinética de las moléculas, donde m es la masa
de una molécula y N el nimero de moléculas
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s El segundo sumatorio es la energia potencial de todos los pares de moléculas, la
cual depende de la distancia que haya entre ambas.

6.2. Funcion de particion: gases de interacciéon débil

En los gases de interaccién débil, s6lo es significante la energia potencial en los
pares 2 a 2. Esta interaccion se define por Up, calculada a partir de la energia potencial
de estos pares:

/dxldath(|x1 - (L‘QD = VU()

. Esto nos permitira introducir la funcién de particiéon en gases de interaccion débil.

Proposiciéon 6.2. Dado un gas de interaccion débil, con N particulas, y conocida la
variable termodindmica independiente B, el volumen V de gas, la funcion de particion
resultante es:

BN? }

Z =17 12
0[ 5y o

donde Zy es la funcion de particion correspondiente a los gases ideales, y Uy es el
potencial de cada par de particulas.

Demostracion. Al igual que con los gases ideales, empezamos con su referente en el
caso discreto: Z(f) =), e—BE;

Introducimos la integral miltiple y ambas energia y separamos las integrales de
posiciéon y momento.

1 [N 1 [6N 2
7 = N'/ dpdzx e PEi — N‘/ dpdz e BY 3 o B U(lzn—zml) _

1 3N p% 3N
:N‘/ dpePE % [ dp e BT U(en—anl)

La integral del momento es un producto de integrales gaussianas idénticas. La
segunda es la integral de la posicién, que en el caso de lo gases ideales era muy
simple. No habia energia potencial, por lo que U era igual a 0, lo que nos daba V.
Multiplicando y dividiendo la expresion por V¥V tenemos:

VN 3N
- NI

3N 1

2
7 dpe—ﬂz% diU WE_BZUOIn_aCm') —

Nl S U(en—m)
:Zo(ﬁ) dl’we

La primera parte es la funcién de particion de los gases ideales, a la que llamaremos
Zo(B), que hace referencia a U = 0.

El término restante que tenemos es [ %e‘ﬁw(w), donde asumimos que el término
referente al potencial, W (x), es un valor muy pequeno. Teniendo una energia potencial
débil, podemos expandir el exponencial en una serie de Taylor.
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. . . 2 3 4 . B}
Partiendo de la serie e™* =1 — s + §; — 57 + 47 + ..., y sabiendo que la energfa
potencial es muy pequena, podemos considerar:

eV E) 1 — BW ()

Tomamos los 2 primeros valores de su serie de Taylor para no perder el valor del
potencial.

Introduciendo este resultado en la integral, tenemos:

dx dx
[owli-sw@iz1-5 [ S5we

. . N
Recuperando el valor correspondiente al factorial, observamos que hay 9 )

pares x,, T, cuya interaccion es igual. por tanto, podemos reescribir la integral:
dz N 1
1—6/VNZU(|xn—xm|) = 1—5( 9 ) VN/dxldng(kcl —x9|)dxs...dxy

- N . .
Al anadir ( 9 ) nos deshacemos del sumatorio. Todos los pares hacen lo mismo, por

lo que basta con integrar U (|z1 — z2|). Las integrales sobre dzs, dxy, ..., dz, nos dan

VN=2'y [dx1dxaU (|z1 — 22]) = VU. Por lo tanto, la integral queda:

N(N-1) 1
2 V2

N2 U,

1—ﬁ /dx1d$2U(|$1—$2’):1—,32V

Como N es muy grande, N(N — 1) — N?

Ya hemos conseguido la funcién de particiéon para gases con baja interaccion:

BN?
Z~7p|1—-""rn
0[ 5y U0

O]

Ahora, como siempre, buscamos el logaritmo de la funciéon de particién, para poder
aplicarlo al calculo de la energia més adelante.

N2
log Z ~ log Zy + log [1 — BQVUO]

Como estamos considerando gases cuyas particulas tienen baja interaccion, Uy es
pequeiio, por lo que podemos aproximarlo con su serie de Taylor: log(l — s) = —s +
32 53 54 4 3 4

%5 — % + % +... Con el primer valor de la serie ya tenemos el potencial. El resto de

valores es tan bajo que se puede despreciar:

BN

10gZ%10gZ0 — W

Uo

Calculamos ahora la energia.
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Proposicion 6.3. Dado un gas de interaccion débil con N particulas, densidad p, y
conocido el potencial Uy y la variable termodindmica independiente B, su energia en
equilibrio es:

3N 0
E= + N=
95 TN
Demostracion. Partiendo del logaritmo da la funciéon de particion:
dlogZ 3 BN? 3 N? 3N o)
E=- =—_NT+ — |—Uy| = =NT + —U, NU
95 2 +86[ 0 =M Tyt T g 0

El primer término es la familiar formula de Maxwell y Boltzmann para la energia de
un gas ideal de N particulas en equilibrio térmico a temperatura T.

A primera vista, esta féormula parece sorprendente. Siempre esperamos en una
situacion como esta que la energia total sea proporcional al ntimero de particulas. Sin
embargo, el segundo término es cuadratico en el nimero de particulas. Si tenemos
1023 particulas obtenemos una energia de 106, que parece muy grande. Pero esto es
correcto, por que esta dividido por V que también es muy grande. De hecho, % es la
densidad. Sustituyéndola, alcanzamos la férmula buscada.

3 P
E=°NT+NEu
p VAo

A continuacion, calcularemos la entropia de la misma manera.

Proposicion 6.4. Conocidos el nimero de particulas, N, de un gas de interaccion
débil, y la variable termodindmica independiente 3, su entropia es:

N
S:—%logﬂ

Demostracion. Recordemos que p = %, y que 8 = #
2

N
S=pBFE+logZ = B( NT 4+ N= Uo)-i—logZo—ngo

5( NT—l—NpUO—N U0>—|—logZ0—ﬁ NT + log Zy =

3 3N
= §N—|—logZo ~log Zy = —710gﬁ
O

Por tltimo, introducimos el concepto de presiéon en los gases de interacciéon débil:

Proposiciéon 6.5. Dado un gas de interaccion débil con N particulas, densidad p, y
conocido el potencial Uy y la variable termodindmica independiente 3, su presion en
equilibrio es

P= 1 2U0

Py
g
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Demostracion. Al igual que la energia, esta también se puede calcular a partir de
logaritmo de la funcién de particion:

Olog Z

P=T
ov

T

En los gases con baja interacciéon, tenemos:

i alogZo 0 ,BNZ
P=T—5y Tav<2VU°

Diferenciando el primer término obtenemos la presion para los gases ideales (pT'). En
el segundo término esta Ty 8 = % Simplificando y derivando tenemos:

g (N? 1 N? p 1
P=pT — — | =—Uy | = pT + =—=Uy = = + =p*U,
P <2V 0) P +2V2 0 B+2p 0

O

Observemos que nos expandimos en potencias de la densidad. Si la densidad es
cero, no hay particulas, ni temperatura, ni presion, ni nada. Si la densidad es muy
baja, el término cuadrético es despreciable y estamos en el caso del gas ideal. En ese
caso la presién es proporcional a la densidad y a la temperatura.

Con esto concluimos este trabajo de fin de grado, como introduccién a la ter-
modindmica. Esta rama podria continuar en muchas direcciones, como por ejemplo
el estudio de las fluctuaciones de energia o estudiar otras magnitudes como el calor.
Siendo aun mas ambiciosos, temas centrales en cosmologia como la radiacion de Haw-
king en los agujeros negros se basan en el analisis de la entropia, el personaje central
de la termodinamica.
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