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Abstract

This study talks about quasiconformal mappings and quasidisks. It is based
on the notes "Characteristic properties of quasidiks", written by F.V. GEHRING
that, also , unifies the concepts contributed by L.V. ALHFORS in "Lectures
on Quasiconformal Mappings" and by LETHO-VIRTANEN in "Quasiconformal
Mapping in the Plane".

Firstly, the reader will find the definition of quasiconformal mappings, considered
the generalization of conformal mappings studied in Complex Variable I.
Then, it is followed by certain properties that will be frequently used in this
study.

Secondly, we will focus on the images of an opens disks or half planes
under a quasiconformals mappings, generally known as quasidisk. Next, we
will be defined the following four properties: reflexion property, hyperbolic
segment, property, uniform domain, local connectivity property and three
points property.

Once it is described in detail, we will prove that any domain with any of
these characteristics will be a quasidisk. For that, we will show thanks to
diagram in page 13.

Finally, as curiosity, we can see some examples and counter-examples of
quasidisks, such as, the known domain “Snowflake Koch" .






Capitulo 1

Seccion multiusos

Este capitulo estd destinado a recopilar toda aquella notaciéon, definicion,
observacion o, incluso, teorema necesario para la fluidez del siguiente epigrafe.
Emperezamos con un poco de ...

NOTACION:
e C={z=x+iy |(z,y) € R*}.

C = CU {0} = plano complejo extendido.

e () € C es un conjunto simplemente conexo.
e 0 =QUIN

o )* es el exterior de

B(zg,r) ={2€C:|zp—2| <71}

H={z € C: Im{z} > 0}

1.1 Funciones cuasiconfomes

Definiciéon 1.1.1. Funcion K-cuasiconforme
Se dice que f : Q — Q' es una funcion K-cuasiconforme si es un difeomorfismo
| £=(2)| = | f2(2)]

Dicha D recibe el nombre de dilatacion de f.
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que preserva la orientacion tal que D =

'En realidad la definicién es valida para homeomorfismos con derivadas débiles
integrables



Equivalentemente, se dice que f(z) es k-cuasiconforme si d =

Vz e (.
A dicha constante d se denomina distorsion de f.

Ambas cantidades se relacionan de la siguiente manera:

_1+df d Df—l

D; = _
T=1—4q, T=Dr+1

<1

Obs.
e Una funcion 1-cuasiconforme es conforme.
e Una funcion K-cuasiconforme manda infinitesimalmente circulos a elipses
cuya excentricidad viene controlada por el factor K. Comprobacion: Vedse
en Apéndice.

Propiedades de funciones cuasiconformes

Prop 1. Si f : Q@ — Q es Kj-cuasiconforme y g : € — Q" es
Ks-cuasiconforme. Entonces go f: ) — Q" es K Ks-cuasiconforme.

Prop 2. La inversa de una funciéon K-cuasiconforme es K-cuasiconforme.

Prop 3. 5iQy Q' son dominios de Jordan y f : €2 — €2’ es K-cuasiconforme,
entonces, f puede extenderse a un homeomorfismo f : 2 — V.

1.2 Mobdulo y Extremal Length de una familia
de curvas

Sea I una familia de curvas v € C.

El moédulo de I' es, a grandes rasgos, una medida del tamano de I'. Lo
intereresante de esta magnitud es que es invariante conforme, es decir, si
f:Q — € es una funcién conforme donde Q y €' son dominios y I" es una
familia de curvas en (), entonces

mod (T') = mod (f(T)). (1.1)

Definiciéon 1.2.1. Funcion admisible.
Se dice que una funcion p es admisible en I, es decir, p € adml’, si cumple:

1. p>0.



2. /p(z)|dz] > 1 para cada v €T

~

Definiciéon 1.2.2. Mddulo de una familia de curvas.
Se define el modulo de I" como:

mod (T) = inf / /(C P (2)dxdy

donde el infimo es Vp € adml.

En algunos textos es mas comiun utilizar el siguiente concepto:

Definicién 1.2.3. “Extremal Length’.

1
AT =
() mod(T")
Ejemplos
Ejemplo 1 - Rectangulo
Sea R = [0,a] x [0,0] y sea I' la familia formada por los segmentos
vi={z=x+iy | 0<x<a}paracada0 <y <b.
Entonces o
a
mod I' = 7 (1.2) ™
/\/

Veamoslo:

0 o

Para cada p € I:

1 S/p(z)\dz| = / p(x +iy)dx << Holder
¥ 0

< (/OCL/F(:C+z’y)dw>é (/Oadxf = (/Oapz(x—f-iy)dx)%aé

“ 1
= / p*(z +iy)dr > =
0 a

De esta manera,

b pa b 1
A= // p(2)2dxdy = / / P (z + iy)dzdy > / —dy = b
C o Jo 0o @ a
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Por tanto,

mod (I') =inf A > b

P a
Si consideramos p(z) = { . Z€R vemos que :
10 zeC\R '

e Es admisible en I'

b a b
o A= / / plx +iy)?dedy = —
o Jo a

Por tanto,

mod(T) = = A(T) = .

a

Ejemplo 2: Intervalos

Sea I' es una familia de curvas que unen los intervalos (co,x1) v (22, x3)

en el hiperplano superior H.

Entonces, existe m(t) estrictamente creciente de 0 a co cuando t aumenta
de 0 a ooy con m(1) =1 tal que

mod (T) = m (”33 - “) (1.3)

To — T1

Veamoslo:

Se puede encontrar, utilizando funciones elipticas, una funcién que lleve
H en el rectangulo R de manera que xq, xo, x3,00 se corresponden con los
vértices de R , como se ilustra en el siguiente dibujo:



Y sabemos que mod (I") es invariante conforme, entonces

To —T1

o) = o) = m (E22)

Ejemplo 3: Anillo
Sea S=DB(z9,b)\ B(z0,a) y sea I' la familia de curvas
~(t) tal que para cada t € (a,b) el circulo |z—z| =t
contiene (t) € T.

Entonces @
L /b \>

mod (1) > potog (1) (1)

2T a

Veamoslo:

Sea p € adm(I'), entonces
2T ]

1< /p(z)]dz] < / p(te)tdd

o 0
De modo que

2w ]

1 §/ p(te)tdf <« Schwarz
0

27
<27t / P2 (te)tdd
0

27 ) 1
= 2(te'Vtdo > —
/0 pr(te”)tdd = o

Asi pues,

A—//()?dd >/b /% 26\ dt > [ = Lo (!
N sz = .« \Jo pve - a27rt—27r09 a
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Por tanto,
b

1
mod(T') = inf A > —log (—)
0 2 a
Recordemos que las funciones conformes preservan el modulo de familias
de curvas. Por tanto, las funciones cuasiconformes también se pueden definir

alternativamente como las que distorsionan el médulo de manera controlada.

Definiciéon 1.2.4. Funcion K-cuasiconforme.
Un homeomorfismo f : Q0 — Q' que preserva la orientacion es K-cuasiconforme
sty solo si satisface la desigualdad:

%mod(f‘) < mod(f(I')) < Kmod(T)

1.3 Cuasidiscos

Definicién 1.3.1. Cuasidisco.
Q) es un cuasidisco si es imagen de un disco abierto ¢ un semiplano bajo una
funcion K-cuasiconforme f: C — C.

Aviso importante para el lector: La funciéon K-cuasiconforme debe
estar definida en todo el plano complejo.

Propiedades de cuasidiscos

1. Propiedad de reflexiéon

Definiciéon 1.3.2. Cuasiisometria en C.
Se dice que una funcion f: C — C es una K-cuasitsometria de C si
f(oo) =00 y i Vzy,29 € C,

= 2l S 15) — S < Kl — 2

Propiedad de reflexion

Se dice que € tiene la propiedad de reflexion si 2 es un dominio de
Jordan con oo € 0N y si existe una L-cuasiisometria de C que manda
Q a Q" y 02 se mantiene fija.



2. Propiedad del segmento hiperbdlico

Definiciéon 1.3.3. Distancia hiperbolica en D.
St 21,20 € D, la distancia hiperbolica entre ambos puntos viene dada

por
2dz

plens) = int [ 20

donde se toma el infimo de todos los caminos o que unen z1 y 2o en D.

Podemos evitar tomar el infimo de « si consideramos el arco contenido
en un segmento hiperbolico que une z; y z».

Definiciéon 1.3.4. Segmento hiperbdlico en D.
Se denomina segmento hiperbolico al arco de circunferencia B que corta
ortogonalmente JD.

Por tanto, siempre que « esté contenido en un segmento hiperbélico de
D, la distancia hiperbdlica es

2dz
,OD(Zl, 22) = /

1 —z|?

De manera més general, se define la distancia hiperbolica en un dominio
simplemente conexo () mediante una funciéon g : 2 — D conforme de
la siguiente manera:

) = [ Tt = [ Tl e = e o)

Y, de nuevo existe un tnico arco « tal que
2

= | ———d 1.5

palers) = [ =g (1.5)

Definiciéon 1.3.5. Segmento hiperbdlico en ).
Se denomina a es segmento hiperbolico en un dominio () simplemente
conezo a aquella curva que verifica (1.5).

Propiedad del segmento hiperbélico
Se dice que € tiene la propiedad del segmento hiperboélico si existe a,b
constantes tal que cada segmento hiperboélico o € {2 cumple

la) < alz — 2z
y cada z € «

mi% l(ay) < bd(z,082)
J=1

1

donde «; es la componente o \ {z}.



3. Dominio Uniforme

Definicién 1.3.6. Dominio Uniforme.

Se dice que ) es uniforme si existe a y b tal que cada par z1,z9 € €2
se pueden unir por un segmento a € ) que cumpla la propiedad del
segmento hiperbolico.

4. Propiedad de linealidad de un localmente conexo

Definicién 1.3.7. Dominio localmente conexo.
Se dice que Q) es localmente conexo en zy si para cada entorno U de z

existe otro entorno V de zy tal que Q NV es una componente conexa
de QNU.

Propiedad de linealidad de un localmente conexo
Se dice que un conjunto €2 € C es linealmente local conexo si exite una
constante ¢ tal que Vz € C y para 0 < r < oo,

(a) existe un arco a € QN B(z0,cr) que une cada par de puntos de
QN B(z, 7).

(b) existe un arco § € Q\ B(zp,/c) que une cada par de puntos de
Q \ B(Zo, 7").

Para ilustrar este concepto, presentamos dos figuras representativas.

5. Propiedad de los tres puntos
Se dice que €2 satisface la propiedad de los tres puntos si €2 es un dominio
de Jordan y si existe una constante d tal que para cada par de puntos
finitos 21, 29 € 011,

min dia(7;) < d|z1 = z|

donde 71,79 son las componentes de 9\ {z1, 22 }.
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1.4 Teoremas importantes

A continuacion se presentan una serie de teoremas que utilizaremos a lo largo
del siguiente capitulo y cuya demostracion se omitira para no extendernos
demasiado.

Teorema 1.4.1. (Teorema de la Aplicacion Conforme de Riemann) Dado
un dominio del plano complejo simplemente conexo cuya frontera contenga
al menos un punto, existe una aplicacion conforme de dicho dominio sobre
el disco unidad.

Teorema 1.4.2. (Teorema de Distorsion de Kdebe).[5, p.45] Supongamos
que f es conforme en un dominio ) tal que f(2) = Q' € C. Sea z € (.
Entonces,

%|f’(zo)|di3t(zoa39) < dist(f(z0),0) < | f'(20)|dist(zg, 09).

Teorema 1.4.3. (Teorema de Cardtheodory). Dado un dominio del plano
complejo simplemente conexo cuya frontera es una curva de Jordan, entonces
la aplicacion de Riemann puede extenderse continuamente a las fronteras.

Como consecuencia, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 1.4.4. [3, p.281] Sea f(z) una funcion univalente en D* = {z :
|z| > 1} con f(oo) =00 y Q= f(D*). Son equivalentes:

1. f(z) puede estenderse a un homeomorfismo entre D* y Q.
2. 00) es una curva de Jordan cerrada.
3. 0 es localmente conexo y no tiene puntos de corte.

En este trabajo necesitaremos que las funciones cuasiconformes satisfagan
las siguientes propiedades de cuasisimetria:

Teorema 1.4.5. [1, p.21] Sea f: C — C funcion K-cuasiconforme con
f(oo)=00 y sean zy, z1, 22 € C tal que

|22 — 20| < |21 — 20|

entonces:

|/ (22) = f(20)] < el f(21) = f(22)]

donde ¢ = 8K

11



Corolario 1.4.5.1. [1, p.23] Sea f: C — C funcion K-cuasiconforme con
f(oo)=00 y sean zy, z1, 29 € C tal que

|22_Z(]’ S2t|21—20’ > tZO

entonces:
|f(22) = f(20)] < (20)Ff(21) = f(20)]

donde ¢ = 8K,

12



Capitulo 2

Tabla de ymplicaciones

Pasamos ahora al capitulo clave de este trabajo. En él, se prueba la equivalencia
de todas las propiedades sobre cuasidiscos enunciadas anteriormente.
Para ello, seguiremos el siguiente diagrama:s:

Propiedad Lineal
Dominio
Cuasidisco Segmento Localmente
. . Uniforme
Hiperbolico

Propiedad

de los tres

puntos

conexo

2.1 Cuasidisco = Propiedad del segmento hiperboélico.

Antes de probarlo, hace falta nombrar un par de lemas.

Lema 2.1.1. Sea Q un disco o un semiplano, Q) un K-cuasidisco y sea
f: Q — Q conforme. Entonces f tiene una extension K?-cuasiconforme

en C.

Demostracion. Por ser € un K-cuasidisco, existe una gz C — C tal que
g(Q)=D.

Definimos la composicion h = go f : Q — D.

Por Prop 1, h es K-cuasiconforme en €2 y, por Prop 2, puede extenderse a
un homeomorfismo de Q en D.

Pero, buscamos una extensiéon de C a C.

Para ello, consideramos ¢ como la reflexion respecto a 0 y ¢ la reflexion
respecto a ID. (Nota: ambas reflexiones son 1-cuasiisometrias de C que fijan
las fronteras y lleva Q a Q* y D a D*, respectivamente).

13



Redefinimos h(z) = (Yo go f o )(z) para z € Q*.

AV VY
NN TN I . 11/
- & V2 AR n . L7,
[ £ I AN < RARNA NN 7T A —~
| | tccsiisom. | —s 1] 4 © N YN —
\ / \ conforne | N ) [ ©
< = \ Y/ | k- 4-cuesiio | N
/1 N \/ \\\ /‘, u.wt"b“"f N ey \ / N\
i L > \
- 77

De modo que h es también K-cuasiconforme en * y, por tanto, en
QuUQ*=C.

Si tomamos f(z) = (¢7' o h)(z) para z € Q*, de nuevo por Prop 1
conseguimos una funciéon K2-cuasiconforme en Q*, en  y por tanto en C.
De esta manera, ya hemos encontrado la extension de f(z) K?-cuasiconforme.

[

Lema 2.1.2. Sea Q un K-cuasidisco con oo € 02 y sea f: H — Q un
homeomorfismo que es conforme en H con f(oo) = co. Entonces,

v
[ 1t < adisu( ). 0
0
para 0 <y < oo donde A = A(K)

Demostracion. El lema anterior nos asegura que f tiene una extension K2-cuasiconforme
en C. Con un cambio de variables podemos asumir que f(0)=0.

Fijado yo € (0, 00), se elige una sucesion {y;} tal que 0 < y;41 < y; < 00
tal que .
| (iy;)| = 7| f (io)| (2.1)

para j = 1,2, .., donde ¢ = 85,

Fijado un subindice j:
Para y;41 <y <y,

dist(f(iy,09)) < |f(iy) — fO)| < el f(iy;) — FO)] = 7T f(imo)|  (2.2)

14



Donde la segunda desigualdad se sigue del teorema 1.4.5 tomando
29 =1y, 20 = 0,21 = 4y, junto con (2.1) y f(0) =

Ademés por el teorema 1.4.2 de Koebe:

dist(f(.09) _,alfiw)]

1/ <
)l <4 dist(iy, 0H) =x Yy

* Usando (2.2).

Entonces
Y "y —j+1| (s v dy —j+1 Y
|f (iy)ldy <4 -7 f(iyo)] =4 f(iyo)| log
Yj Yi+1 Yi+1

Ahora buscamos una cota para log (ﬂ>
Yj+1

Tomaremos k > 0 el entero mas pequefio para el que ¢ < 2% . Entonces:
|f(iy;) — FO)] < 2% f(iyj11) — F(0)]

Y aplicando el Corolario 1.4.5.1 con zp = iy;, 20 = 0,21 = iyj+1 Yy
f~!: C — C K-cuasiconforme (por Prop.2):

y; = liy; — 0] < (2¢)*iyj41 — 0] = (20)* yj41

= log ( Yi ) < log (%) = (k+ 1)log(2¢) = ¢,

Yj+1 Yj+1
Por tanto,

Yo
/ iy |dy—§:/ i)y < der| Flio)] S = ol Fligo)
0 Yj+1

7=0

Finalmente, fijamos un = € 0H, usando de nuevo Teorema 1.4.5 esta
vez con zo = 0, 29 = 1Yy, 21 = T:

|f(iyo)| < el f(x) — fliyo)|l = [f (iyo)| < cdist(f(iyo), 0)
Asi que,

Yo
| 1) < e e dist( ). 09)
0
AA=cc =14 dosgcth = 4(K + 1)log(2c) 322 ¢+ donde

c = 8K y, por tanto, A sélo depende de K.
[ |

15



Teorema 2.1.3. Si ) es un K-cuasidisco, entonces, € tiene la propiedad del
segmento hiperbolico.

Demostracion. Fijado un segmento hiperboélico o € {2 que une 21 y 25 en €2,
queremos encontrar a,b constantes tal que a cumple

o) < alz — 29 (2.3)

y para cada z € «
min l(ay) < bd(z,00) (2.4)

donde a1, ay son las componentes « \ {z}.
Vamos a realizarlo en varios pasos:
PASO I. ;Existe dicho segmento hiperbdlico en un cuasidisco?

Sea 2 un K-cuasidisco y sea f : D — € conforme (existe por teorema
1.4.1: Aplicacién Conforme de Riemann). Gracias al Lema 2.1.1 existe
una funcion K2-cuasiconforme que extiende f a C que lleva € a D de manera
conforme.

Entonces, para cualquier par de puntos z1,2z € Q, f(z1), f(z2) € D.
Ademéas tomando B = B(zg,7) donde z = —f(zl);rf(”) yor = —‘f(zl);f(”)‘,
tenemos que Q' = f~}(B) € Q es un K*-cuasidisco acotado.

Si utilizamos una transformacion de Mébius , por ejemplo, T'(z) = #(?(11),
conseguimos que f(z1) y f(z2) sean valores reales.

f P

o4 . /(bFu,\ T -
- & 22 - > " A
%T\M . 2/ ' ppri-———=
L&Y AN

Sea 3 el segmento que une f(z1) y f(z2) en D.
Entonces T(5) es segmento hiperbolico en t(B) por ser f(z1) y f(z2) puntos
diametrales y, ademas, tanto T como f conservan angulos, por tanto, [ y
a = f~1(B) son segmentos hiperbolicos en D y en Q' respectivamente.

i/ Existencia de segmento hiperbolico.

16



Para continuar la prueba nos centraremos en el caso en el que €2 es acotado
y « es linea hiperbolica en €. (Si © no fuese acotado, considerariamos un
subconjunto acotado de él).

PASO II: ;Para qué valor de a se verifica la primera condicion?

Fijamos z1, zo € Of).
Para calcular la longitud de « utilizamos la funcién auxiliar conforme tal que
g : C — C definida de la siguiente manera:

Z— 21

9(z) =

zZ — 29

Puesto que la imagen de un K-cuasidisco bajo una aplicacién conforme es un
K-cuasidisco (por Prop 1), definimos ' = ¢(2).

Y sea h(z) la inversa de g:

21 — WZo

= MW =g

dw
/\h/ )||dw| = |z1—22|/ |1| u|J\2

, |dw|
Vamos por buen camino. Basta con encontrar una cota para W
o —w

h(w) =

De modo que

Para ello, gracias al teorema 1.4.1 (App.Riemann) podemos definir otra
funcion conforme F : H — € pidiendo que F(0) = g(z1) = 0y F(oc0) =
g(22) = oo. De esta manera, el eje imginario corresponde a F~1(a’) pues es
el tinico segmento hiperbolico que une 0 y co en H.

17



()

o6

9 La;) =C

Justamente nos encontramos bajo las hipotesis de Lema 2.1.1 y, por

tanto, F extiende un homeomorfismo de H a €Y.

De modo que si w € o, entonces w = F(iy) para algin 0 < y < co. Si

parametrizamos por longitud de arco se tiene:
5= /y |F'(it)|dt <4 c1d(F(iy),0Q") = c1d(w, )
0
* por Lema 2.1.2.
Entonces,

/°° ds /50 ds +/°° ds
o T=w@)? Jo [T-w(s)*  J, 1-w(s)?

Para los s tales que 0 < s < sy usamos que
l—w|>1—|w>1-5s
pues s es parametro de longitud de arco.
Para los s tales que sy < s < oo usamos que

H—Mdeﬁmzf—
1

donde la primera desigualdad se debe a que co ¢  y entonces 1 = g(c0) ¢

v la segunda desigualdad se sigue de (2.5).

De esta manera,

> ds %0 (s © rep\2
¥ o )4
A|vw@v—4<rﬂwfé<s)s



Optimizando esta expresion:

1 C1 C1
——=0&sp—c1+c1s0=0& 59 =
1— S0 So 1+ C1
Por tanto, en la primera integral s como mucho vale sy. Luego 1 — s >
_ — __ca 1
1 80—1 Tter — 1ter

oo d S0 0 2
/ —82 < / (1+ cl)2d8—|—/ (2) ds = (1—1—01)280—1-ﬁ =2c1(14¢1)
0 (s)] 0 s s

1 —w s 0
7l Hemos conseguido a = 2¢1(1 + ¢1)
PASO TIIT: ; Qué valor de b verifica la segunda propiedad?

Como ) es acotado, veiamos al inicio de la prueba que existe f: C — C
que lleva 2 a D conformemente con f(o0) = oo.
Se fija z € a y se elige zy € 09 con |z — 29| = dist(z,02). Se considera
wy, we, w, wy las imagenes de 21, 29, 2, 2o bajo f.

7
/

/ L S #
\\‘. /
~ e

o

Como [ es linea hiperbélica en B,
H_li% lw — w;| <4 2d(w,0B) < 2|w — w|

* Como mucho se puede tomar w; y wy como dos puntos diametrales y
w = W;.

Recurriendo al Corolario 1.4.5.1 tomando zyp = w, 21 = wp, 22 = W
para j = 1,2y considerando f~! : C — C que es K-cuasiconforme (por Prop
2) tenemos

_ig |z — zi| < (2¢)%|2 — 20| = 4c%d(2,09) con ¢ =X

Ademas teniamos «; es una componente de « \ {z} que tiene a z; como
punto final y cumple la primera propiedad, es decir, {(«;) < a|z; — z|.

19



Por tanto

_%% ((a;) < mini—y 20|z — 2| < dacd(z,00)

Zl Hemos conseguido b = 4ac® = 8ci(1 4+ cp)eE

2.2  Propiedad Segmento Hiperbélico = Dominio Uniforme.

La primera propiedad nos produce automéaticamente la condicién de uniformidad.
Basta con fijar 21, 2o € {2 y entonces existe un tinico segmento hiperbélico en
() con la condicién requerida.

2.3 Dominio Uniforme = Lineal Localmente conexo.

Teorema 2.3.1. 57 Q2 es dominio uniforme entonces es §2 es lineal localmente
conezo con ¢ = 2max{a,b} + 1.

Demostracion. Fijado un zp € C y 0 < r < oo hay que ver cudl es el valor
de ¢ que verifica:

(H.1) Existe un arco o € Q N B(zp,cr) que une cada par de puntos de
QN Bz, 7).

(H.2) Existe un arco f € Q\ B(z,7/c) que une cada par de puntos de
Q\ B(zg, 7).

Vamos a realizarlo en varios pasos:

PASO I: ;Qué valor de ¢ cumple la propiedad (H.1)?.
Supongamos que z1, 2o € N B(zg, ).

Si z1, 22 pertenecen a la misma componente conexa de Q2N B(zg, 1) entonces
por ser un dominio uniforme, el arco a que los une esta contenido B(zy,r).
Luego, tomariamos ¢ = 1. (Un caso poco interesante

?

Veamos qué ocurre si suponemos que z1, 2o pertenecen a distinta componente
conexa de N B(zg, 7).
Como () es uniforme, existe un arco « en € que une z; y 29 con longitud

) < alzy — 2] < allzr — 20| + |20 — 22]) < 2ar

Ahora buscamos un ¢ tal que Vz € «, z € B(zg,cr). En particular si tomamos
z como el punto méas alejado de z; (es decir, z que verifica max{ dia(a)} )
entonces o C B(z, cr).
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Asi

|z — 20| < |z — 21|+ |21 — 20| <l ) +7r <y 2ar+r=r2a+1) <cr
% €1 es uniforme.

E c>a+1

PASO II: jPara qué valor de ¢ se cumple la propiedad (H.1)?

Supongamos ahora que z, 2o € Q\ B(zg,7).
Con un razonamiento similar al anterior, si z1, 29 estdn en la misma componente
conexa de 2\ B(zo,7), con tomar ¢=1 bastarfa.

Por ello, supongamos que zi, 2o estan en distinta componente conexa de
Q\ B(zo,7).

Como () es uniforme, 2z; y 29 puede unirse mediante un arco g € 2 tal
que min;_; 5 ¢(B;) < bd(z,0%) para cada z€ f.

r .
Supongamos que S no une z; y zp en B <zo, —). Entonces existe un punto
c
z € B con

’ |<7‘< T
Zz — Z —
0™ c=92p+1

y que para j—=1,2

r r 2br
(8) 2 | = 21 2 | — ol =l — 2 27— D=y =L = 2

Por tanto,
dist(z,00) >

z
=B <z0,£b> C Q.

2r r
r>—>|z—z|+-
c c

minj:1,2(€(6j)) > 2 + 1

r
Esto implica que Q \ B (zo, —) es conexo y, por tanto, z; v 2o se unen
c

meniante [3.
De>b+1

Por tanto, ¢ = 2max{a, b} + 1 como querfamos probar. |

2.4  Lineal Localmente conexo = Propiedad de los tres puntos.

Teorema 2.4.1. Si ) es lineal localmente conexo, entonces satisface la
propiedad de los tres puntos con d = c>.
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Demostracion. Continuamos con la estrategia de separar nuestro razonamiento
en varios pasos:

PASO I:;Qué nos aporta la hipotesis?

Recordamos que un conjunto Q € C es linealmente local conexo si exite
una constante ¢ tal que Vzp € Cy 0 < r < o0,
(H.1) Existe un arco a € QN B(z,cr) que une cada par de puntos de
QN Bz, 7).
(H.2) Existe un arco € Q\ B(zo,7/c) que une cada par de puntos de
Q\ B(zo,7).

PASO II: ;Qué queremos conseguir?
1. ;Q es un dominio de Jordan?

2. Si para cada par zi, 2o € 0€),, min;—; o dia(7y;) < d|z — 2| donde 1,7,
son las componentes de 9 \ {z1, z2}.;,Cudl es el valor de d?

1. 09 es localmente conexo pues si zg € C de 952, sabemos que dado un
entorno V., = B(z,7) por (H.1) podemos encontrar B(zy,cr) C U,, siendo
U,, otro entorno de z5. En el caso en que zy = oo,por (H.2) sabemos que
dado V, = C\ B(z,r) podemos tomar C\ B(zy,7/c) C U,,. En ambas
opciones, V,, N Q C U,, NQ (def. de conexion local).

Ademas (H.2) nos garantiza que 02 no tiene autointersecciones, es decir,
es una curva simple. Por tanto, no tiene puntos de corte. Gracias al teorema
1.4.4, obtenemos que 0f) es una curva de Jordan y , en consecuencia, {2 es
un dominio de Jordan. Como querfamos ver.

2. A continuacion se presenta la idea de la prueba:
Para ello, consideramos d como una constante cuyo valor especificaremos al
final de la prueba.

Si fijamos dos puntos de la frontera z1, 2o y tomamos

z21 + 29 1
Y

0= r:§|z1—22|

Queremos ver que B(zg,dr) contiene al arco de frontera con menor diametro.

Por reduccion al absurdo, supongamos que no se verifica para llegar a
contradiccion.
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Luego, debe existir dos puntos wy, ws tal que

wiG%\B(zo,dr) j:1,2

Por ser linealmente local conexo (H.2), existe un arco S que une w; y ws
vy que B € Q\ B (zo, d—c") Ademas, como z1, 23 € B(zp,r) por construccion,
nuestra (H.1) nos asegura que existe un arco o € B(zg, ¢r) que une z1 y 2.

De modo que

anpf = B(z,cr)\ B <zo, %)

Si d = ¢? obtenemos a N B = 0 lo que nos conduce a contradicciéon pues
() es conexo y se puede encontrar un arco J € 0§2 que une w; con wy y otro
arco o € 9 que une z; y 2o tales que o N 3 # 0.

Por tanto, si d = ¢2, el dominio 2 satisface la propiedad de los tres puntos.

Pero..;ATENCION! En esta idea hay una pequefia trampa pues
21, 22 € B(zo,7), tal cual se han definido. Para remediarlo, tenemos que jugar
con bolas centradas en 2y y de radio t y s siendo r < s < t, con lo que la
prueba se hace mucho mas técnica. Apelamos a [1 p.56] para mas detalles.
|

2.5 Propiedad de los tres puntos = Cuasidisco.

Nos servira de gran ayuda ver primero el siguiente lema que nos proporciona
una estimacion del modulo de una familia de curvas.

Lema 2.5.1. Sea ) dominio satisface la propiedad de los tres puntos y sean
ay Y g arcos disjuntos de 0. Supongamos que I' y I'* son familias de curvas
que unen aq Yy ag en  y QF respectivamente.

Si mod(T') = 1 entonces mod(T'™*) < ¢, siendo ¢ = w(2d%e*™ + 1)?
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Nota: Para mantener una extension adecuada en este trabajo, no presentamos
la prueba que puede verse en [1 p.57/]. La idea se relaciona con el Ejemplo
3 donde estimabamos el modulo de una familia de curvas en un anillo.

Y ahora nos enfocaremos en la siguiente prueba (la mas bonita de este
trabajo) donde, en primer lugar, construiremos una funcion auxiliar que
serd cuasisimetrica y, a continuaciéon, se probard que tiene una extension
cuasiconforme.

Teorema 2.5.2. Si 2 satisface la propiedad de los tres puntos, entonces €2
es un K-cuasidisco con K=K(d).

Demostracion. Necesitamos ver que existe una funcion f K-cuasiconforme
de C en si mismo que lleve €2 al semiplano H.

PASO I:Construccion de una funcién auxiliar
Por teorema 1.4.1: App. Riemann sabemos que existe una aplicaciéon
que lleva 2 a D y si componemos con una transformacién de Mobius, obtenemos
g1 Q — H.

-1

Ademaés, por la Prop.3 de las funciones K-cuasiconformes, dicha funcion
puede extrenderse de 2 — H
Con la misma argumentacion, podemos considerar g, : 0* — H*.
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Definimos:

hz) = (209" )(x) x €00

NOTA: Por ser composicion de aplicaciones de Riemann, h(z) es una funcion
es creciente y h(oco) = oo.

PASO II: Condicion de cuasisimetria

Fijado un punto z € 992, ¢ > 0y t € 0N tal que x<t, tomamos el intervalo
(—o0,x —t) U (z,z +t) € OHL.
Consideramos I la familia de curvas en H que une el intervalo
(—o0,x —t)U (z,z+1t) y I'* la familia de curvas en H* que unen el intervalo
(—oo, h(x —t)) U (h(x), h(z +t)), como se ilustra en la siguiente imagen:

siendo I'; = ¢g; (') y 't = g5 *(I'*).

Ahora bien, como vimos en el ejemplo 2 del calculo de los modulos de
ciertas familias de curvas, esta vez tomando z1 =x —t, 2o =2y 23 = T + 1,
sabemos que existe m(t) funcién de R a R creciente con m(1) = 1y tal que:

mod(T") = m (%) —m(1) =1

Puesto que el modulo es invariante conforme, mod(I';) = mod(I") = 1.

Ademés,como §2 cumple la propiedad de los tres puntos, podemos aplicar
el lema 2.5.1 a la familia T’y con a; = g ' ((00,z — 1)), as = g ' ((z,x + 1))
y obtener que:
mod(I'}) < ¢
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De nuevo por invarianza conforme (gs es app de Riemman):
mod(I'7) = mod(I'™) < c &
h(x +t) — h(z)
< mod(I'™) = <
o) =m () <

Por ser m(t) funcion creciente, podemos considerar su inversa y conseguir la
siguiente cota:

h(z +t) — h(z)
h(x) — h(x —t) —
Ahora bien, si intercambiamos los papeles de los intervalos por (co,z —
tU(z,z+1) (x—t,2)U(z+1,00), obtenemos la condicién de cuasiisometria:
1 < h(x +1t) — h(z)
b~ h(x)—h(x—1t)

PASOQO III: Extension K-cuasiconforme

mt(c)=0b

<b (2.6)

Definimos
G(=) = 5 (a(2) + B(=) + 5 (alz) = A=), = € H~ {oo)
G(o0) = 00

siendo  « = / h(x+ty)dty [B(z)= /1 h(x + ty)dt
0

Pero...;de Verdgd G(z) es una extesion K-cuasiconforme de h(x)?. Para
verlo nos preguntamos:
e Paso III. (a) : {G(z) es un homeomorfismo de H — H?
e Paso IIL.(b): ;Cual es la constante K que acota D) ?

Vamos alla:
Paso IIL.(a): Citando el siguiente lema [3, p.16]:

"Toda funcion inyectiva y continua de un abierto del plano a otro conjunto
del plano es un homeomorfismo.".

Nuestra funcion G(z) es continua pues h(z) es confome y, ademas, la
continuidad bajo integrales se mantiene.
Pasamos a comprobar la inyectividad de dicha funcion, es decir,
idados z1 = z1 + Y1, 20 = X9 + 1Yo tales que G(z1) = G(22) = 21 = 257

{ a(z1) + B(z1) = afz2) + B(22) }j{ a(z) = gg?; }

=

—~
N

—

~—
Il



Haciendo un cambio de variables:

at) = [ T h©de = / T he)de = a(z)

yl 1 y2 T2

s == [ Y oneyde =L / U (e = (=)

Y1 Joy—y Y2 Jag—ys
Para comprobar que ambas igualdades son ciertas solo si z; = 2o, procederemos
de la siguiente manera:
Denotamos I} = [x1, 21 + 1] y Io = [22, 29 + o).

Supongamos que r; < Ts.

0]1 N IQ = @
En este caso, como h es creciente tenemos que

) = - [ mes < - [ hEs = oz

Y1 Y2

ya que el teorema del valor medio para integrales nos garantiza que dcq, ¢y
tal que ¢1 € I1, co € Iy y a(z1) = h(c1) < h(ca) = afz2).

Obs: Hay convexidad en las medias de funciones crecientes, es decir,
3t € [0, 1] tal que

1 1 1
—— /l e =t [ e+ (10 /I RIGE

siendo [ = I, U Iy con I, NI = (.

Comprobacion: Por ser intervalos disjuntos |I; + Iy = 11| + | L2,

1 |41] | 2| |4
— [ h(§)d¢ = h(&)d&+ h(§)d§ =t =
\fl+[2!/1 (€t [+ L) (€)e |1+ 12| Ji, (€)de e

o/, NI # (). Consideramos I3 = I; N Is.

[ i W

C_(..)

N\ l{/ ]
i____I |



Para estar en el caso anterior podemos tomar:

1 1
Ilzng(I1\]3)—>m ; h(§)ds§ = |[3| ; (§)d§+(1—t)'m . h(€)d§

Iy = LU(I\I3) — h(&)dS = h(&)dE+(1—s): h(€)d¢

1
\I2| J1,

De esta manera tenemos que:

1
"I Is 12\ Is] S,

1

A : h(§)dg =t - ’[3’ : (5)d5+(1—t)"[1\[3| Il\lgh(g)dﬁ <x
1
<m 13 2 m/ Qde+ (=) " MO <x
1
d - d h(€)d
< S§- |13| I (5) §+( ) |]2\]3| I\l (5)5 |12| 5 (§>§

* caso anterior con intervalos disjuntos.

Por tanto,
1

1
\L] Jn, | L2| J1,

De esta manera, la igualdad entre las medias s6lo se da cuando I, C I4.
Razonando de la misma manera para 5(z1) = (z2) y tomando
Il = [z1 —y1,21] y 15 = [x2 — ya, 2] con z1 < x4, se obtiene que I] C I,
De modo que si x1 < x9, entonces xo +yo < X1 + Y1 ¥V To — Yo < 1 — Yy.
= 21 = %9
G(z) es inyectiva.

h(§)dg < —— [ h(£)dE

Paso III.(b) Queremos calcular una cota para D).
Recordemos,

1+d G-
D=D —C =2 <1
“OT1q ‘GZ =

Para simplificar las cuentas reescribirmos G(z) = u + iv siendo

ww) =5 [ neae)

o) = op | [ e - [ nierae)]
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Derivamos

e =Rz +y) — h(z — )]

2y
u, :%[h(x Y y)+h(z—y)] - U(wy, )
Ve Z%[[h(w +y) + —2h(z) + h(z — y)]
=g lhle +9) — Atz — )] — 122

Sabemos que la b-condicion de cuasiisometria no varfa bajo traslaciéon y

dilatacion, por tanto, podemos reemplazar h(§) por hy(t) = h(at + b).

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir h(0) = 0 y (1) = 1. De esta

manera, simplificamos las derivadas.

1
Uy =5 (1 —h(-1))

u —%(1 +h(=1)) - %/_11 h(t)dt
0 =31 - h(-1))

v, :%(1 —B(-1)) - % [/01 h(t)dt — /i h(t)dt}

Si denotamos

V= h(=1)  6=1 —/1 Wodt = —h(—1)+/0 h(t)dt

-1

tenemos
1 1
x:_l T — = -
up =5(1+7)  v=5(1-7)

1

1
2(5 —-ny) vy = 5(5+m)

Uy =
De esta manera,

g e —v) tile +u)| LAy =0 —nmy+i(l—y+35—n7)|

((uz +vy) +i(ve — )| [T+y+d+ny+i(l—v—38+n7)|

2 A+y=0—m)?’+ A —y+d—ny)?® 1-=27y(n+0)+~+*(1+7?) +

Sy )2 (L =y =5+ ny)? 14+ 2y(n+ ) 21+ n?) + 42
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Led 1L 146 140
1-& 2|7 5n+0 1o
Acotamos por:
1 1 b 1 b
<~y <h <6< <n< ——
b= =" 0 b1 b1 b1 ()

(La comprobacion de estas estimaciones aparecen al final de la prueba.)

fpntonces b+12+8 _ 2(b+1)? ;
+1)2 4 +
—<b, 14+4%< < =2 §>——, 141n2<2
A e N s CHE L v R
1+ d?
<bb+1
Gy
Como

1+d 1+d (1+d)2_1+d2{ 2d ] 1+ d
1 *

l—d 1-d 1+d& 1-—d + 2 1 — a2
* d<1
Entonces ,
1+d 14+d

4 K =2p(b+1).

PASO 1V: Funcién K-cuasiconforme que buscamos.

Hasta el momento, hemos encontrado una funcién G(z) cuasiconforme con
factor K=2b(b-+1) en H cuya restriccion sobre la frontera de H es justamente
la funcion cuasisimétrica h(x). Ademéas G o g1(z) = h o g1(z) = g2(2) para
z € 0H. De modo que

[ Gogr z€Q
ro={ S ieh

7l Es una funcién K-cuasiconforme de C en C que lleva 2 a H

= () es un cuasidisco.
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~+ Para finalizar comprobaremos las estimaciones (é):
1

. Egygbconvz—h(—l).

Clave: b-cuasiisometria de h(t) y h(0) = 0,h(1) = 1.

1 h(1) 1 1
- < <b — < <b
b= Th(-D STy S T S
Tanto para ! <5< b COmo para ! <n< b la clave es
e Tan r m r v
Para T =0 = Pt ==

1
b
— < [ nydt < ——
+1—/0 Odt <7725

Esta desigualdad aparece detallada en [Alfhors| tal como sigue:

Sea F'(x) = sup h(x) donde h(z) € Hy(b), es decir, h(x) es b-cuasiisométrica
y ademéas h(0) =0, h(1) = 1.

Basta encontrar una cota para

/OlF(:v)d:v:%/:F(%>dt:%/ol [F(%>+F(%+%)]dt

h(tx)

Consideramos h(z) € Hy(b),
h(tx) h(tx)
W =P - FW

Tomando supremos

wy=r(3)=r(3)=r(3)ro

h((1 —t)x +1t) — h(t)
1—h(t)

€ HO(b):

De la manera similar, consideramos

B(1 = ) + ) — h(t)
L= h(t) < Flx)
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En particular, para z = —

Tomando supremos

sup{h((%1) — h()} _ (1
sup{1 — h(0)} SF()

Despejando

sp{n(30)} < 7 (5) -supln = h0} +supf(o)

(3 <o) e )
Por tanto - r(3)+r(5) =7 (5)+F0

/OlF(t)dtgé/OF()qLF @/ dt<F(%)<:>>

Como h(z) € Hy(b) se verifica,

Es decir,

IA
N |

11— h(1/2) 1 b
b S w0 =" ey =MD S
><:>/ dt</ ()dtgh(1/2)§b+il

La desigualdad opuesta se consigue aplicando el resultado a 1—h(1—t)
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Capitulo 3

s Qué congunto es (o no es) un cuasidisco?

Para fijar ideas, he aqui algunos ejemplos (y no ejemplos) de cuasidiscos.

Ejemplo I

Este tipo de dominios acotados no nos
interesa pues no cumple la propiedad de
uniformidad:

Para dos puntos muy proximo al lado
picudo, |21 — 23| &~ 0 luego para cualquier
segmento hiperbolico no se satisface

) < alz — 2|

Ejemplo IT
El dominio Q@ = H \ {Im(z) = 0}
Vz € C tampoco nos interesa de la misma
o { , manera que el ejemplo anterior, no cumple
===~ e\; - -—- la propiedad del segmento hiperbdlico o
// uniformidad:

Para dos puntos muy proximos a la frontera,
d(z;,002) = 0y, sin embargo, ¢(«) >> 0.
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Sin embargo, un dominio tan curioso como es el Copo de Nieve de Koch
si es un cuasidisco.

Ejemplo ITI
Primero veamos cémo se construye dicho dominio.

1. Se toma un tridngulo equilatero cuyos lados miden 1.
2. Cada arista del triangulo se divide en tres partes iguales.

3. Seremplaza la parte central de cada particion por otro tridngulo equilétero,
es decir, por dos partes de igual longitud haciendo un &ngulo de 60
grados.

4. Y volvemos al paso 2, comenzando asi la sigueitne iteracion.

Lo sorprendente de este dominio es que verifica la propiedad de los tres
puntos, y por tanto, es un cuasidisco.

Recordemos que queremos encontrar una constante d tal que para cada
par de puntos z1, zo € 052,

min dia(vy;) < d|z — 2|
j=12

donde 71, y2 son las componentes de 9\ {z1, 22 }.

Como vimos en Ejemplo I de esta seccion, los dominios puntiagudos
no nos interesan, por ello, veamos que ocurre con dos puntos z; y 2z muy
proximos a un vértice. Entonces |21 — 23| ~ 0. Y nuestra inquietud seré...
sexistira d tal que minj— o dia(y;) < d|z; — 23]?

Este dominio es iterativo, por tanto, para cualquier par de puntos z; y

2o de cualquier generacion tales que |27 — 23| ~ 0 siempre perteneceran a un
tridngulo semejante al siguiente:
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Zy

Zy

Figure 3.1: Tridngulo con puntos z; y 2, aleatorios

Suponiendo que z; y 2o pertenecen a la primera iteracioén, es posible
conseguir la constante d que buscamos.
Ahora bien, si z1 y 2z pertenecen a la segunda iteracion, el tridngulo que

los incluye posee lados menores a g.Por tanto, obtendremos la constante 3

. . d
para que se satisfaga la propiedad de los tres puntos. Y como d > 3’ podemos

considerar la constante d que encontramos inicialmente.
De la misma manera, si consideramos z; y 2z en la n-ésima iteracion,
ambos puntos se encontran en un triangulo cuyos lados son menores que

1" d o
3 y, como d > D la constante d que obtuvimos inicialmente nos

servira para este caso y el resto de la recurrencia.
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Capitulo A

Diferencial de una aplicacion

cuasiconforme

En este apéndice nos centraremos en comprobar la observacion de la p.3:

"Una funcién K-cuasiconforme manda infinitesimalmente circulos a elipses
cuya excentricidad viene controlada por el factor K."

Para ello, estudiaremos el comportamiento de la diferencial de una aplicacién
K-cuasiconforme.

Como ya sabemos, habitualmente expresamos un numero complejo z = z+iy

con i =—1, z,y € R.

Las funciones complejas pueden interpretarse como f:Q — C tales que f(x,y)=u(x,y)+iv(x,y).

du =uydx + uydy
dv =v,dx + vydy
= Df = fudx + f,dy donde f, = u, +iv, y f, = uy + vy
Otra manera més interesante es interpretar C = R x R, es decir, z = (5) €

R2. De modo que la diferencial puede verse como:
Df : R? — R? tal que

Es més, cualquier matriz M?*? puede expresarse como suma directa de
una cierta matriz conforme y otra anticonforme. Es decir,

M*? =C0,(2) ® CO_(2)
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donde:

CO,(2) = {A eM>®:A=p.R tq R=— (ggiigi _Csoi?é‘;)) € 50<2)}

y

CO+(2):{A€M2X2:A:;)-R- ((1) _01>}

En particular, Dfe M?*?_ es decir, Df=(f,, f5):
Aplicando la diferencial a un vector unitario dz, obtenemos la siguiente
expresion:

Df(dz) = fudz+ fodZ=p1-R-dz+ps- R-dz

De esta manera, una funcion f(x,y) pasamos a expresarla como f(z,Z).
Otra manera mas clasica de relacionar la notaciéon compleja con la habitual
es la siguiente:

Z+z Z—Z
2 Y

2=+, Z=T—1Yy — T =

Usando la regla de la cadena:

_0f _ofor ofoy 1

fe= 0z Oxdz Oydz §(fx_lfy)
_of _ofox ofdy L. .
= 5 T awaz Tayas oWt

Esto nos da:
|fz‘2 - |f2|2 = UgUy — UyVy = J

donde J es el Jacobiano. Ademaés, sabemos que si el Jacobiano es positivo,
se preserva la orientaciéon y si es negativo, se invierte. En estos momentos,
nos interesard que el Jacobiano sea positivo. ;Por qué?

Las funciones K-cuasiconformes son una generalizacion de las conformes y
sabemos que f(z) conforme es holomorfa, es decir, cumple las ecuaciones
de Cauchy-Riemann, o equivalentemente, f; = 0. De modo que si f(z) es
conforme,

Df(dz) = f.dz=(f.,0) =p1- R-dz

De esta expresién podemos sacar dos conclusion:
i J:|f2|2 >0

e Una funcioén conforme envia circulos infinitesimales a circulos infinitesimales.
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Para una f(z) cuasiconforme:

Df(dz) = f.dz + fsdz (A.1)
Afirmamos lo siguiente:
b J:’fz|2 - |f§’2 >0— ’fz| > |f§’
e Una funcion conforme envia circulos infinitesimales a elipses con excentricidad
acotada por una constante K. Por eso, frecuentemente se habla de funciones
K-cuasiconformes.Veadmoslo con detalle:

Antes de nada, vamos a aclarar que z pertenecen al plano dz mientras
que w = f(z) pertenecen al plano dw.

De (A.1) junto con desigualdad triangular, obtenemos:

(Ifel = [fzDldz| < [Df(dz)] < (If] + [fz])]d:]

., Cuando se alcanza el limite superior?
|Df(dz)| = (|f.|+|f:])|d.| & f.y fsson colineales y tienen el mismo sentido

-dz
fdz _
Del mismo modo, ;Cuando se alcanza el limite inferior?

fdz
|Df(dz)| = (|f.|—|fz])|d.| < f.y fsson colineales y tienen sentidos opuestos

=dZ
zdz

f.dz

Pero, exactamente,;qué vector unitario del plano dz serd enviado a cada
semieje de la elipse?.
Para responderlo, definimos el concepto de primera dilatacién compleja:

=12
T

Para qué angulo se alcanza el semieje mayor?

Como acabamos de ver, el moédulo maximo se alcanza cuando

Jzdz dz -0

f.dz Hi dz

Sea jiy = |pp|eA9s) y dz = € entonces |pup|etATIH) e ()7L > () les
decir, ;Cuando este nimero es real?

1
= Arg(py) =20 =0 & a = SArg(uy)

. Para qué angulo se alcanza el semieje menor?

Usamos que €™ = —1
. . . . dz
(gl emie (e 1) = & < g
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1
= 7+ Arg(ug) =20 =06 a = S Arg(uy) + g

.Y en el plano dw?
Veamos la inclinacion que tendré la elipse.

dz
Reescribimos Df = f, = f. | 1 + J2dz
fxdz

El semieje mayor de la elipse se alcanzara en un angulo [ tal que:

B =Arg(f.) + Arg(dz) =

= Arg(f) + 5 Arg(ug) = 5(Arg(f2) + Arglny) =

= (Arg(72 ) =3 (A“" ((&Z) '”f>>

2
Este ultimo término v = (|§Z|) Cpp = % se conoce como la segunda
dilatacion compleja de una funcion f(z).
Asi que,
1
p= 5147“9 (7)

De igual forma, el semieje de la elipse se alcanzara en un 3’ tal que:

g =Arg(f:) + Arg(dz) =

1 ™
=Arg(f2) + 5Arg(ug) + 5 =
m

1 T
:—A —_ =
5Arg() + 5 =8+
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Para concluir este apartado definimos dos cantidades muy significativas
para el tipo de funciones que estamos estudiando:

oD; = W es la proporcion de los semiejes de la elipse.
ed; — L ol modulo d
f_|f|e modulo de .
Y ambas cantidades se relacionan de la siguiente manera:
1+d D;—1
Dy = +dy . dy=HL
1— df Dy +1

Con todos estos detalles, queda mas claro la definicién que vimos al inicio
del trabajo.

La funcion f se dice que es K-cuasiconforme si Dy estd acotado, es decir,
K—-1
st Dy < K, o, equivalentemente df < k = ——.
F= 1 I=""K+
Cabe destacar que:
Una funciéon f conforme < f; =0 & Dy = 1y dy = 0 < fes 1-cuasiconforme.

Por tanto, las funciones conformes pueden considerarse un caso muy
particular de las cuasiconformes.
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