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Per a la formiga
de la chicharra

... fiz este libro, compuesto de las mds apuestas palabras que yo
pude, et entre las palabras entremeti algunos enziemplos de que se
podrian aprovechar los que las oyeren. Et esto fiz segin la manera
que facen los fisicos... Et a esta semejanza... serd fecho este
libro, et los que lo leyeren, si por su voluntad tomaren placer de
las cosas provechosas, que y fallaren, serles ha bien, et aun los que
tan bien non entendieren, non podrdn excusar que en leyendo este
libro, por las palabras falagueras et apuestas que en €l fallardn, que
non hayan a leer las cosas aprovechosas que son y mezcladas, et
aunque ellos non lo deseen, aprovecharse han dellas. . .

Infante Juan Manuel
(Prologo de El conde Lucanor)
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Proélogo o epilogo: La vida es un niimero

Llévaste dos mil suspiros.
Que, a ser de fuego, pudieran
abrasar a dos mil Troyas,

si dos mil Troyas hubieran.

Miguel de Cervantes
(El Quijote)

Cuenta la leyenda que, mientras paseaba, Pitadgoras repar6 en el sonido
producido al golpear sobre el yunque los martillos de un herrero; tres de ellos
sonaban acompasados pero habia un cuarto que desafinaba notoriamente.
Pitagoras se interesd por el fendémeno y requirié los martillos que peséd y
midi6 tratando de encontrar algin tipo de explicaciéon. Luego experiment6
con la vibracién de las cuerdas, observando los cambios de sonido produci-
dos al variar sus longitudes y creando un instrumento, el monocordio, con
el que logré establecer una teoria musical basada en fracciones numéricas
sencillas, que es la escala que ahora llamamos pitagoérica. Hay quien ve en
este episodio el comienzo de la ciencia griega, al introducir la idea, entonces
novedosa, de que las leyes de la naturaleza pueden ser descritas por medio de
las matematicas. Pitagoras y su escuela fueron mucho més alla y elaboraron
una cosmogonia basada en los nimeros enteros que, decian, eran la esencia
de todo lo que es.

Son historias de hace unos veintiséis siglos. Afios mas tarde tuvo lugar una
de las primeras revoluciones cientificas de las que se tiene noticia, siendo su
protagonista Hipaso de Metaponto que era también miembro de la escuela
pitagorica. Se trata del descubrimiento de los ntmeros irracionales y, en
particular, de que la diagonal de un cuadrado de lado 1 tiene una longitud
que es inconmensurable con la unidad (la raiz cuadrada de 2 no es racional o
cociente de dos enteros), lo que fue una deduccion revolucionaria que vino
a perturbar profundamente la explicacion pitagorica del mundo. Segin la
leyenda Hipaso pag6 con su vida haber hecho tamana observaciéon: otros
miembros de la escuela lo echaron por la borda del barco en el que viajaban
cuando Hipaso les mostré la prueba.
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No existen documentos fehacientes que certifiquen la verdad de estas his-
torias, por lo que no conviene tomarlas al pie de la letra. Empero, el descubri-
miento de los irracionales supuso una crisis profunda en la matematica del
periodo clésico griego, como puede observarse en los Elementos de Euclides
que, aunque es una publicacién muy posterior, recoge el saber matemaético de
aquellos tiempos. Luego, ya en la etapa alejandrina, Arquimedes supo cémo
tratar las magnitudes irracionales, y calcular las primeras cifras decimales
de m = 3,1415... basindose en una férmula recursiva que relaciona entre
si a los perimetros de los poligonos regulares de n y 2n lados inscritos en
una circunferencia de radio unidad. Ahora una sencilla calculadora de bol-
sillo nos permite facilmente anadir otras cifras a ese desarrollo aplicando la
misma féormula de Arquimedes. Con la ayuda de ordenadores potentes, y con
algoritmos algo mas sofisticados, se han logrado calcular cientos de miles de
millones de cifras decimales de 7, aunque eso no quita ningin mérito a la
proeza de Arquimedes, quien hizo sus cédlculos “a la griega”, sin computadores
y sin nuestro eficiente y comodo sistema decimal de numeracion.

Lalengua y las matematicas son los pilares de la ilustracién y desempenan
un papel fundamental en la educaciéon primaria y secundaria. En contra de
cierta opiniéon demasiado generalizada, me parece que los conceptos y los
problemas matematicos considerados en esos niveles son relativamente sen-
cillos e intuitivos. Y es por esa razén que pueden ser abordados con cierta
profundidad sirviendo para entrenar la mente en el arte del razonamiento pre-
ciso. Dicho en la jerga moderna, son tutiles para instalar el sistema operativo
en el cerebro humano, algo que resultaria mucho més dificil de conseguir a
través de otras disciplinas, que estan menos estructuradas y cuyos conceptos
son més complejos y difusos.

Desde Galileo viene diciéndose que las matematicas son el lenguaje en
el que se expresa la naturaleza. También suele afirmarse que un matematico
muestra su habilidad a través de la claridad y la precision. Comparado con
los modos de expresion de otras ciencias, més barrocos y cadticos, el lenguaje
de la nuestra resulta sobrio y, desde luego, preciso. No obstante, puede llegar
a convertirse en una barrera dificil de franquear para la generalidad de los
ciudadanos que carece de la destreza adecuada en el manejo de los modos
de razonamiento y de los conceptos involucrados. Cuando los expertos de
otras materias cientificas divulgan sus resultados suelen eliminar todas las
ecuaciones de sus modelos, pero eso no es razonable hacerlo si de lo que se
trata es, precisamente, de acercar las matematicas a los ciudadanos. La di-
vulgacién de nuestra investigacion es, intrinsecamente, una tarea tan dificil
que esta acaba siendo invisible a la sociedad, a pesar de que sus resultados
son necesarios tanto para la ciencia y la tecnologia como para el desempeno
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de muchas actividades cotidianas. La gente, y los medios de comunicacién,
no suelen ser muy conscientes de su utilidad. Por el contrario, todo profesor
de matemaéticas ha sido alguna vez preguntado con cierto retintin: ;Y para
qué sirve lo que haces? Una de las respuestas més originales la dio A. Wiles
en una entrevista que le hicieron en Barcelona en el ano 2000. Contest6
a la gallega, con otra pregunta: ;Y para qué sirve el castellano? Aunque el
lenguaje de las matemaéticas y las matemaéticas como idioma de la ciencia son
temas recurrentes a lo largo de este libro, su primer capitulo esta dedicado,
precisamente, a establecer unas minimas bases de partida, a saber: principio
de induccién, teoria ingenua de conjuntos y calculo de proposiciones.

Los nameros llamados naturales, tales como 1,2, 3, ..., 100, ...,1999, ...
son piezas fundamentales de nuestro idioma que nos sirven para contar los
elementos de un conjunto (uno, dos, tres, ..., cien, ..., mil novecientos
noventa y nueve, ... ) en su version cardinal, o para darles un orden (primero,
segundo, tercero, ..., centésimo, ..., milésimo noningentésimo nonagésimo
nono, ...) en su funcién ordinal. El cero, la ausencia de cantidad, ha sido
el ultimo en incorporarse al conjunto que designaremos con la letra N y
que serd el principal protagonista del segundo capitulo. Aparte del orden
natural del que esta dotado, existe en N la relacion de divisibilidad, que es
un orden parcial. En el capitulo 2 se estudian las propiedades de la divisi-
bilidad de los ntimeros naturales: niimeros primos y nimeros compuestos,
algoritmo de Euclides, maximo comiin divisor y minimo comiin multiplo,
criba de Eratostenes, Teorema Fundamental de la Aritmética, teorema de
Chebychev y teorema (postulado) de Bertrand.

La suma de dos ntimeros naturales es otro ntimero natural, pero, en general,
ese no es el caso respecto de su resta o diferencia. Dentro del conjunto N solo
podemos restar de un ntmero mayor, el minuendo, otro menor, el sustraendo.
Sin embargo, existen numerosas situaciones en las que es importante poder
restar de un niimero menor otro mayor. Por ejemplo: si gastamos mas dinero
del que poseemos, nos endeudamos, entramos en nimeros rojos en nuestra
cuenta corriente o en saldo negativo. Negativo es precisamente la palabra
clave, y un paso importante de las matematicas de la infancia consistié en
ampliar el conjunto N de los naturales para conseguir

z={..,-3-2,-101,23,...}
que es el conjunto de los enteros: positivos, negativos y cero.

La letra Z maytscula es la notacion usual para designar al conjunto de
todos los enteros. Seguramente por influencia alemana, ya que Zahl significa
nimero en aleman. En Z tenemos la libertad suficiente para poder restar
siempre: 5 —3 = 2,3 -5 = =2, 5 — (—3) = 8. Sin embargo, la division
es otra historia: para poder dividir de forma indiscriminada dos ndmeros
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enteros hay que inventar el conjunto Q de los nimeros racionales. Pero luego
querremos més y desearemos poder extraer siempre raices cuadradas o cibi-
cas, lo que nos llevara a estudiar el conjunto de los niimeros reales, R, y el
de los complejos, C.

En cada uno de estos pasos ganamos libertad y potencia de célculo.
Con los ntimeros reales aprendemos a trabajar con el infinito (sumar y mul-
tiplicar infinitos ntumeros) que es la esencia del calculo diferencial y que nos
transportaréd allende el horizonte matematico de la infancia. Pero eso es la
historia de muchos siglos y a la que han contribuido hombres y mujeres
de todas las épocas y culturas de la humanidad: babilonios, griegos, indios,
arabes, europeos, americanos. . .

El tercer capitulo estara dedicado a la construcciéon de los nimeros enteros
y a la aritmética modular: clases residuales, pequenio teorema de Fermat,
sistemas de congruencias y ecuaciones diofanticas. El capitulo cuarto versard
sobre los ntimeros racionales y los desarrollos decimales: densidad y numera-
bilidad. El capitulo quinto contiene la construccién de los ntimeros reales:
el continuo, aproximacién por racionales y fracciones continuas, criterios de
irracionalidad (los casos de e y ). El sexto lo constituye el estudio de los
nimeros complejos: raices de la unidad, representacién polar, la exponencial,
el logaritmo y la formula de Euler.

La primera parte del libro se ocupa pues de los ntimeros que, junto con las
figuras, aritmética y geometria, son los objetos de estudio fundamentales de
las matemaéticas y sobre los que posteriormente se construyen y conforman
muchas otras teorias.

Empero, seria erréneo pensar que el mero calculo con los nimeros y
saber operar con rapidez y precisiéon constituya el objetivo principal de la
actividad matematica. Si interrogasemos a un grupo de investigadores acerca
de su trabajo, probablemente obtendriamos respuestas muy diversas pero
todos dirfan que tratan de encontrar ideas nuevas para resolver problemas
dificiles. Que las matematicas persiguen la verdad y la belleza en la orfebreria
de las ideas entrelazadas por cadenas precisas de razonamientos, y que las
demostraciones matemaéticas han originado tantas astucias ingeniosas de la
razén que es dificil encontrarles parangén en otras actividades humanas.
Si los poetas crean belleza con las palabras, y los pintores con la forma y el
color, la materia prima de la belleza matematica son las ideas.
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Mariposa de luz,

Ia belleza se va cuando yo llego
a su rosa.

Corro, ciego, tras ella. ..

la medio cojo aqui y alla. ..
iSélo queda en mi mano

la forma de su huida!

J. R. Jiménez

El capitulo séptimo estd dedicado a las relaciones de orden: 6rdenes
buenos, axioma de elecciéon, lema de Zorn y los ordinales. El octavo es una
recapitulacion sobre el concepto de nimero natural y la teoria de conjuntos:
los cardinales, las paradojas, el sistema axioméatico de Zermelo-Fraenkel y el
significado del teorema de Godel. Finalmente, el capitulo noveno se ocupa de
los polinomios: division de polinomios, Teorema Fundamental del Algebra,
numeros algebraicos, numeros trascendentes y la cuadratura del circulo.

En el origen de este libro estuvo la asignatura “Conjuntos y Numeros”
del primer curso de las licenciaturas de Matemaéticas e Informéatica que se
ensenia en la Universidad Auténoma de Madrid. Los alumnos que cursan la
“doble titulacién” suelen ser un conjunto notable, despierto y curioso, con un
espléndido expediente de bachillerato, aunque a veces adolecen de lagunas
aritméticas y logicas que hubieran parecido muy extranas en un estudiante
de caracteristicas similares de tiempos pasados. Con un contenido aritmético
y logico matematico se pretende en ese curso que los alumnos aprendan el
arte de las demostraciones rigurosas y la redacciéon de textos mateméticos
coherentes. Hay pues unos contenidos precisos, pero el libro no es un tratado
de Teoria de los Nimeros, ni mucho menos de Logica Matematica, sino tan
solo un paseo por algunos de sus, quizds, mas bellos y asequibles jardines
con el objetivo de ilustrar los modos de pensar, de demostrar, de escribir las
matematicas y, sobre todo, de estimular lecturas de otros textos mas espe-
cificos y profundos. Esta dirigido pues a un lector interesado y despierto,
provisto de lapiz, papel y animo para hacer los ejercicios a modo de prue-
bas y pistas de la trama general, que sigue la senda de la construcciéon de los
nameros, y la basqueda de la piedra filosofal, en ese empeno de finales del XIX
y principios del siglo XX que fue la construcciéon con cimientos solidos del
edificio matemético, reduciéndolo a la aritmética y a la teoria de conjuntos,
y cuyos protagonistas fueron, entre otros, Frege, Cantor, Russell, Hilbert,
von Neumann, Zermelo y Godel. Algunas secciones tienen una cierta comple-
jidad (la prueba de las estimaciones de Chebychev, la irracionalidad de {(3),
las equivalencias entre el axioma de eleccién, el principio de buena ordenacion
y el lema de Zorn, o la trascendencia de e y de 7), pero la mayoria pueden
ser comprendidas sin més requisitos que las matematicas del bachillerato.
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En una primera lectura pueden evitarse perfectamente esos apartados
mas complicados y reservarlos para segundas o terceras visitas. Un ejemplo
de esta situacién se encuentra en el capitulo dltimo, en el que se presenta con
detalle algo tan basico como es el algoritmo de la divisién de los polinomios
para seguir luego con el Teorema Fundamental del Algebra y la trascendencia
del nimero 7 que, naturalmente, son de otro calado.

Es un hecho que da que pensar el que estas teorfas, que tuvieron su
origen en algo tan alejado de las aplicaciones como eran los problemas de
los fundamentos de las matematicas, hayan resultado luego tan importantes
para la creacion y el desarrollo de los modernos computadores. Habida cuenta
de los origenes de este libro, no debe extranar que de una manera recurrente
se ponga el énfasis en la interfaz entre las matematicas y la computacion.

Me gustaria también haber sido capaz de transmitir la satisfaccién que
me ha producido enseniar estas materias a un grupo tan inquieto de alum-
nos que me han hecho recordar aquellos anos sesenta en los que estudié el
bachillerato en el Instituto Alfonso X “El sabio” de mi ciudad natal. A través
de una de mis profesoras, que puso a mi disposicién su espléndida biblioteca
particular, descubri a Bertrand Russell y sus escritos sobre los fundamen-
tos de las matematicas y tuve acceso al Algebra Moderna de G. Birkhoff y
S. Mac Lane, que habia sido traducido por la editorial Vicens Vives, y a la
edicion de la editorial Eudeba de la Topologia General de J. Kelley. También
al Anélisis Matematico de J. Rey Pastor, P. Pi Calleja y C. A. Trejo, cuyo
magnifico primer capitulo es un ameno recorrido por la construccion de las
distintas clases de niimeros.

Este libro es un pequeno homenaje personal a aquellas lecturas de mi
juventud con la pretension, quizds desmesurada, de ser ese texto que me
hubiese gustado leer entonces. También lo es para el grupo de amigos quincea-
neros con los que comparti gustos literarios, musicales y deportivos, y que
toleraban con buen humor mis pedantes peroratas en torno a las paradojas
de la teoria de conjuntos, del teorema de incompletitud de Godel y la divisi-
bilidad infinita del continuo.

Han ocurrido tantas transformaciones desde los afios cincuenta que ahora
nos puede parecer increible que en el Puente Tocinos, un pueblo de la huerta
murciana cercano a la ciudad, el tendido de la compaiia local de electricidad
fuese entonces tan precario que el suministro se interrumpia sistemética-
mente los dias ventosos, cuando las copas de las canas liseras de los costones
de las acequias rozaban los cables. La caida de tensién vespertina era tan
notoria que los motores eléctricos dejaban de funcionar en el taller de mi
padre, haciendo necesario encender los diversos candiles, quinqués, petro-
mares y carburadores que abundaban en todas las casas. En ese taller, en el
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que pasé muchas horas felices de mi infancia, se hablaba con frecuencia de
los desastres de la guerra pasada, pero también de los avances tecnologicos
(los aviones, los sputniks, la energia atomica) de los que se compartia una
vision muy positiva, otorgandoles el papel protagonista del progreso que mis
mayores habian aprendido a asignarles en la escuela republicana. Es seguro
que debo mi interés por la ciencia a haber escuchado de nino aquellas conver-
saciones en las que llegué después a participar.

Sostenia mi padre que nuestras penurias eléctricas podrian solucionarse
estableciendo un sistema de saltos de agua en el rio (algo que entonces no
era tan descabellado sugerir como lo seria ahora, cuando el Segura se ha
convertido en una cloaca casi estanca a su paso por la ciudad). Con los
rudimentos de Fisica aprendidos en mis manuales de bachiller, objetaba yo
que la energia total del agua del rio era la que era y que, por méas saltos
que intercaldramos, nunca podriamos conseguir la necesaria para iluminar
a toda la huerta. Pero mi padre creia que, aunque més débiles, siempre
podriamos anadir més y maés saltos pudiéndose hacer muy grande la suma
de sus energias. Cuando ahora se me presenta la ocasién de explicar en clase
las paradojas de Zeno6n de Elea, Aquiles y su tortuga y la divisibilidad infinita
del continuo, la nostalgia me trae el eco de aquellas conversaciones.

Antes de que yo alcanzase la edad de escolarizaciéon mi madre, que era
maestra de escuela, me llevaba consigo a sus clases, en las que me tocaba
desempenar el arriesgado papel de “hijo de la maestra” por diversos pueblos
murcianos de nombre tan sonoro como “El Llano de Brujas”, “Los Infiernos”,
“Ricote”, “El Mirador”, “La Era Alta”, “Algezares”, o “San Pedro del Pinatar”.
Aunque yo fuese capaz de memorizar los poemas que tanto le gustaban a mi
madre, creo que enseguida comprendi que sus alumnas dominaban los sota-
nillos del idioma con mucha mayor gracia y habilidad de las que estaban a mi
alcance. Empero, no sé como, descubri que con las cuentas era distinto, y ahi
tenfa yo una oportunidad de hacerme valer ante aquellas nifias maravillosas.
Eso me llevo a aprender Aritmética a una edad muy temprana y a compro-
bar que las Mateméticas pueden ser una buena base para la amistad y el
galanteo. Pero también a comprobar que el lenguaje preciso no esta renido
en absoluto con la bisqueda de la belleza en la expresiéon y que la Aritmética
y la Geometria exigen una buena dosis de fantasia.

Anos después, siendo ya profesor en la Universidad de Princeton, of contar
a un companero del Departamento la historia de un alumno de doctorado
que le habia comunicado su intenciéon de abandonar la tesis, para dedicarse
a escribir novelas, a la ficciéon, y como él pensaba que habia tomado una
decision correcta, por cuanto era evidente que ese alumno carecia de la imagi-
nacién necesaria para la creaciéon matematica.
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Banda de Mobius benedettina

Es obvio que ando escaso de dinero
v que nadie en el barrio me conoce.
Transparente resulto a las miradas,
de las bellas que pasan junto a mi.

Pero ven, deja que te muestre,
mira y veras:

Si cortamos una cinta bien larga

v pegamos sus bordes con cuidado,
surgird un mundo de solo una cara
donde, alegres, vivir desorientados.

. Qué hace a un teorema ser profundo e importante? ; Qué dosis de verdad
y de belleza en el engarce de las ideas convierten su demostraciéon en ese
glorioso e incorruptible hito del pensamiento?

. Qué es lo que hace a un poema ser completo? ; Que no podamos sustraer
ni anadir una palabra sin destrozarlo, y que no se reduzca a unos pocos versos
brillantes junto a otros anodinos?

El aire se serena

v viste de hermosura y luz no usada
Salinas, cuando suena

la miisica extremada

por vuestra sabia mano gobernada.

Fray Luis de Leén
To see a world in a grain of sand
and a heaven in a wild flower,
hold infinity in the palm of your hand

and eternity in an hour.

William Blake

Enhiesto surtidor de sombra y sueno
que acongojas al cielo con tu lanza.

Chorro que a las estrellas casi alcanza
devanado a sf mismo en loco empeno.

Gerardo Diego
Nadie rebaje a lagrima o reproche
esta declaracién de la maestria
de Dios, que con magnifica ironia

me dio a la vez los libros y la noche.

Jorge L. Borges

Juntar la poesia con las matematicas puede parecer un oximoron a la
mayoria de los ciudadanos, que asocian estas ultimas no con la busqueda de
algtn tipo de belleza, sino méas bien con una especie de tortura mental sufrida
durante los anos de aprendizaje escolar. Sin embargo, desde Galileo sabemos
que las matemaéticas son el lenguaje en el que se expresa la naturaleza, y que
la descripcién del universo requiere de ellas y de su capacidad para crear las
definiciones, las metéaforas precisas, y las reglas del razonamiento con las que
engarzar las ideas que nos llevan a demostrar la verdad. Es cierto que los
poemas no se hacen solo con ideas, sino con palabras, y que tinicamente con
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metaforas es dificil llegar a nada en la ciencia. Pero toda demostracion de
un hecho matematico profundo, que haya necesitado de nuevas e ingeniosas
astucias de la razon, exigird un lenguaje preciso y bello y la adquisicion de
alguna forma de nombrar los conceptos creados. En poesia el lenguaje suele
estar dominado por un sentimiento musical inconsciente: rimas, explicitas
u ocultas, y ritmos sostenidos, sin necesidad alguna de justificacion, como
musica de las esferas, de las impresiones y de los sentimientos personales.

La lengua hablada es un instrumento practico cuya finalidad es la com-
prension. Si nos detenemos a seguir en el diccionario de la RAE la estela
de una definiciéon, lo mas probable es que enseguida lleguemos a un circulo
vicioso, algo que resultaria sumamente odioso e intolerable en cualquier teoria
matemética. No obstante, ha habido siempre mateméticos con un cierto
“estro poético” y, reciprocamente, encontramos también a muchos poetas
que han sido fascinados por las mateméticas. Un ejemplo notable es Omar
Jayyam, astrénomo, asesor politico y, sobre todo, poeta y matemético cuya
vida, que transcurrié en Persia entre los siglos XI y Xi1, ha sido novelada por
Amin Maalouf en su excelente libro Samarkanda. Jayyam se interes6 por la
ecuacién cubica a la que supo resolver por métodos geométricos. En poesia
nos han llegado sus Rubaiyat, que es una coleccién de deliciosas cuartetas,
tales como:

Un jardin, una cimbreante doncella,

un cantaro de vino, mi deseo y mi amargura.
He aqui mi paraiso y mi infierno.

Pero jquién ha recorrido el cielo y el infierno?

Un poco de pan, un poco de agua fresca
la sombra de un arbol y tus ojos.
Ningiin sultdn mas feliz que yo.

Ningtin mendigo maés triste.

EI mundo inabarcable: un grano de polvo en el vacio.

Toda la ciencia del hombre: palabras.

Los pueblos, las bestias y las flores de los siete climas: sombras.
El fruto de tu constante meditacién: la nada.

En cada teorema existe la voluntad implicita de expresar un hecho mate-
matico relevante con un minimo de hipotesis, necesarias y suficientes a ser
posible, en unos términos didfanos, sin adjetivos innecesarios, pero con la
adecuada riqueza de argumentos indirectos y construcciones delicadas como
tan bien expresan los versos de Robert Browning, que hemos traducido con
cierta libertad:
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Oh, the little more,

and how much it is!

And the little less,

and how many worlds away!

Pensemos en el soneto que exige
rrollo de una idea acabando, a ser

jOh, el poquito mas,
y cudnto mas es!

;Y el poquito menos,
y cuantos mundos
se nos van con él!

la presentacién de un asunto y el desa-
posible, con un pensamiento brillante;

dentro de catorce versos endecasilabos rimados en consonante y con acento
en la sexta silaba, si es que lo queremos de arte mayor. Estructurado en
forma de dos cuartetos acompasados de igual rima, seguidos de dos tercetos

entrelazados, con o sin estrambote.

Un soneto me manda hacer Violante:
en mi vida me he visto en tal aprieto;
catorce versos dicen que es soneto;
burla burlando van los tres delante.

Yo pensé que no hallara consonante,
y estoy a la mitad de otro cuarteto;
como me vea en el primer terceto,
no hay cosa en los cuartetos que me
espante.

Por el primer terceto voy entrando,
v parece que entré con pie derecho,
pues fin con este verso le voy dando.

Ya estoy en el segundo, y atin sospecho
que voy los trece versos acabando.
Contad si son catorce, y esta hecho.

Lope de Vega

Posiblemente sea la poesia el género literario que mejor se ajusta al estilo
de las Matematicas. Entre los grandes poetas encontramos versos inspirados

en ellas, que son testimonio fehacient

e de como sus autores se dejaron seducir

por su belleza. He aqui algunos ejemplos:

A ti, maravillosa disciplina,

media, extrema razén de la hermosura
que claramente acata la clausura

viva en la malla de tu ley divina.

A ti céarcel feliz de la retina,

aurea seccion, celeste cuadratura,
misteriosa fontana de mesura

que el universo arménico origina.

Rafael Alberti
(La divina proporcion)

Digno de admiracién es el nimero Pi
tres coma catorce

todas sus siguientes cifras son también
iniciales,

quince, noventa y dos porque nunca
termina.

No se deja abarcar sesenta y cinco
treinta y cinco con la mirada,

Wislawa Szymborska
(El namero Pi)
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iSi, todo con exceso:

la luz, la vida y el mar!
Plural todo, plural,

luces, vidas y mares.

A subir, a ascender

de docenas a cientos,

de cientos a millar,

en una jubilosa

repeticion sin fin,

de tu amor, unidad.

Tablas, plumas y maquinas,
todo a multiplicar,

caricia por caricia,

abrazo por volcan.

Hay que cansar los niimeros.
Que cuenten sin parar,

que se embriaguen contando,
¥ que no sepan ya

cudl de ellos sera el dltimo:
jqué vivir sin final!

Pedro Salinas
(La voz a ti debida)

. Cémo serd que pueda

libre de esta prisién volar al cielo,
Felipe, y en la rueda

que huye maés al suelo,

contemplar la verdad pura sin velo?

Por qué tiembla Ia tierra,

por qué los hondos mares se embravecen
do sale a mover guerra

el cierzo, y por qué crecen

las aguas del océano y descrecen.

De do manan las fuentes:

quién ceba y quién bastece de los rios
las perpetuas corrientes;

de los helados frios

veré las causas y de los estios.

jQué sed

de saber cuéanto!
jQué hambre

de saber

cuantas

estrellas tiene el cielo!

Nos pasamos

la infancia

contando piedras, plantas,
dedos, arenas, dientes,

la juventud contando
pétalos, cabelleras.
Contamos

los colores, los anos,

las vidas y los besos,

en el campo

los bueyes, en el mar

las olas. Los navios

se hicieron cifras que se fecundaban.

Pablo Neruda
(Oda a los Niimeros)

Las soberanas aguas

del aire en la region quién las sostiene:
de los rayos las fraguas;

do los tesoros tiene

de nieve Dios, y el trueno donde viene.

Quién rige las estrellas

veré, y quién las enciende con hermosas
v eficaces centellas;

por qué estan las dos osas

de banarse en el mar siempre medrosas.

Veré este fuego eterno,

fuente de vida y luz, do se mantiene;

vy por qué en el invierno

tan perezoso viene.

Por qué en las noches largas se detiene.

Fray Luis de Le6n
(Oda a Felipe Ruiz)
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Son més que notables los versos de estos poetas, describiendo los de Fray
Luis todo un programa de investigacion cientifica. Aunque podriamos objetar
que no estan, quizas, entre los més logrados de sus autores; que la razom
durea no es, después de todo, algo tan importante en matemaéticas o que el
poema sobre 7 es un poco tramposo en alguno de sus versos, porque atn no
sabemos de la normalidad del desarrollo decimal aludido. jVanitas, vanitatis
et omnia vanitas! La relacion entre la poesia y las matematicas no puede ser
reducida a una mera antologia de poemas con contenido matematico, por
muy inspirados que estos nos parezcan.

Podemos llevar también la analogia al terreno de las relaciones y compor-
tamientos que se estilan entre poetas y mateméticos. Tratandose de artistas
que buscan la belleza a través de las palabras, las metaforas y la creacion
de lenguaje, cabria esperar entre los poetas un trato exquisito, elegante y
cortés. Nada maés alejado de la realidad: son de sobra conocidos los insul-
tos mutuos entre Quevedo, Lope y Goéngora, las opiniones nada piadosas
que J. R. Jiménez tenia de los poetas de su tiempo o las todavia recientes
de J. A. Valente. No parece que el club de los poetas sea especialmente
indulgente consigo mismo. Entre los matemaéticos, gente especializada en la
pulcritud del razonamiento, en la busqueda de la verdad y de la belleza de
las ideas, que forman una élite planetaria un tanto acrata y alejada de las
convenciones sociales, con una historia rica en episodios interesantes y mentes
generosas y bellas, han habido también personajes vanidosos y mendaces,
y se han dado los comportamientos més mezquinos, propios de un colectivo
que, como ocurre con los poetas, es el principal, si no el tnico, observador
y lector de si mismo. No obstante, siempre resulta conveniente recordar con
Gimferrer que hasta la poesia tiene sus reglas y las matematicas sus licencias.

Quod erat demostrandum

Las demostraciones matematicas constituyen una de las méas altas cimas
del pensamiento humano. Hasta mediados del siglo pasado era comiin soste-
ner que una prueba rigurosa consiste en una cadena de razonamientos engar-
zados, pero de manera tal que los eslabones puedan ser todos comprobados
por cualquier persona que tenga el tiempo y el entrenamiento adecuados.
Los Elementos de Euclides contienen numerosos ejemplos a los que, como dijo
Hardy, el paso del tiempo no ha podido anadir una sola arruga a la lozania
de su belleza y precision. Pero la nocién de demostraciéon no ha permanecido
estatica a lo largo de los tiempos, sino que se han ido creando nuevas y
mas poderosas estrategias, introduciendo conceptos nuevos y herramientas
idéneas que nos dotan de una mayor libertad y potencia de razonamiento.
La crisis del pensamiento griego a la que antes aludiamos, producida por
el descubrimiento pitagorico de que la longitud de la diagonal del cuadrado
unidad no es un ntdmero racional, estd recogida en los Elementos en forma
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de demostracién: si suponemos que x, la raiz cuadrada de 2, fuese igual
a la fraccién irreducible a/b tendriamos la igualdad 2b* = a? |, de la que
deducimos la paridad del niimero a = 2c y, por tanto, la igualdad 2¢? = b?
que, a su vez, exige la paridad de b y esto contradice que a y b sean primos
entre si. El principio del tercero excluido no nos deja otra salida que concluir
la irracionalidad de la raiz cuadrada de dos. Se trata de un razonamiento
breve, sencillo, elegante e ingenioso: jmejor imposible!

Siguiendo el rastro de esta historia llegamos a finales del siglo X1X cuando
Cantor observo que los nimeros racionales son biyectables con los naturales
(son numerables o pueden ponerse en fila de uno en uno, estricta formacién),
pero que eso no es posible hacerlo con todos los niimeros reales, racionales
e irracionales. Una consecuencia inmediata es que los racionales son un con-
junto pequeno, de medida nula entre los reales: si con los ojos bien cerrados
escogemos un nimero al azar, lo méas probable es que sea irracional; pero si
lo hacemos con poca precaucién sera un gran enigma saber si lo es o no.

Segiin A. Turing un nimero es computable si podemos escribir un algorit-
mo, o programa de ordenador, que calcule cualquiera de sus cifras decimales:
los racionales son computables, pero también lo son el niimero 7 y la raiz
cuadrada de 2. Ahora bien, como los programas son textos finitos escritos
con un nimero finito de simbolos (los caracteres de un idioma: espafol, in-
glés, java, fortran, lisp, etc.), una consecuencia de la teoria de Cantor es que
el conjunto de los programas, y por tanto el de los niimeros computables,
es numerable. Por la misma razén son numerables los ntimeros definibles, o
nombrables, que son aquellos que podemos identificar con un texto finito.
Hay definibles que no son computables, pero aquellos forman también un
conjunto de medida cero: eligiendo un nimero al azar tenemos una probabi-
lidad muy alta (de hecho igual a 1) de que no sea definible. Pero nadie puede
senalar a uno de ellos, porque senialarlo, nombrarlo o identificarlo lo impide
su propia naturaleza.

Las ideas de Turing tienen otras muchas consecuencias interesantes, pero
senalemos ahora tan solo la sutileza del argumento: prueba la existencia
de los nimeros que no son definibles observando que la probabilidad de
encontrarlos en la recta real es estrictamente positiva y, al mismo tiempo,
demuestra rigurosamente que nunca podremos identificar alli a uno concreto
de ellos.

Los matemaéticos tendemos a creer en el principio de la razén suficiente
formulado por Leibniz y pretendemos encontrar demostraciones de todo.
No nos basta con entender muchos ejemplos y no quedamos satisfechos hasta
obtener la prueba del caso general. Algunas demostraciones involucran largas
cadenas de razonamientos de manera indirecta y complicada. Un ejemplo es
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el teorema de Carleson sobre la convergencia en casi todo punto de las se-
ries de Fourier de las funciones de cuadrado integrable; otro es la prueba de
A. Wiles del iltimo teorema de Fermat. También tenemos el anuncio reciente
hecho por Perelmann de la verificacién de la conjetura de Poincaré, que esté
todavia en periodo de anéalisis y comprobacién por los topélogos.* Los dos
primeros, y el tercero si recibe el “nihil obstat”, son casos de demostraciones
que cumplen todos los requisitos del rigor, que exhiben grandes dosis de in-
genio y son elegantes y bellas a su manera, pero que son muy complejas.
Tanto, que dudo de la existencia de un solo matematico que pueda verificar
con detalle, por si mismo, esas tres pruebas en un plazo prudente de tiempo.
Por el contrario, las dos tltimas, que son también las mas recientes, han nece-
sitado del trabajo conjunto de grupos de expertos para obtener el certificado
de garantia (lo que se considera ya realizado en el caso del Fermat, pero que
estd todavia en marcha en el de Poincaré). Un tratamiento aparte merece el
“teorema de clasificacién de los grupos finitos simples” cuya demostracién se
ha plasmado en mas de 10.000 péginas, en cientos de articulos escritos por
cientos de matematicos. No es este prélogo el lugar adecuado para glosar
esos resultados, pero digamos que son importantes y fundamentales, por
lo que daran lugar a muchos otros teoremas que estaran basados en ellos.
Teniendo en cuenta que la probabilidad de que un error se deslice en un tex-
to matematico extenso no es del todo despreciable, estos ejemplos sugieren
varias preguntas acerca de qué es una prueba; o por qué algunas tan comple-
Jjas son realmente necesarias y cudl es su verdadero interés y fiabilidad. Sobre
todo al hilo de la siguiente vuelta de tuerca que ha dado este asunto con la
aparicion de las demostraciones basadas en, o ayudadas por, el computador;
como es el caso de la prueba del teorema de los cuatro colores, obtenida
por Appel y Haken en 1976, y la solucién de la conjetura de Kepler que se
debe a Hales y que acaba de aparecer publicada en Annals of Mathematics
(noviembre de 2005), aunque data de 1998.

Su notoriedad estd justificada por el tiempo transcurrido entre la formu-
lacién del problema y su solucién (ciento cincuenta anos tiene el primero y
unos cuatro siglos el segundo), por tener enunciados asequibles a la mayoria
de los ciudadanos, por la cantidad y calidad de los matematicos que inten-
taron su demostracién y, finalmente, porque esta ha necesitado, en ambos
teoremas, de cdlculos masivos que, uno por uno, verifican una cantidad
enorme de casos cuya comprobacion directa estd varios érdenes de magnitud
por encima de las posibilidades humanas. ;Cudntos colores son necesarios y
suficientes para colorear cualquier mapa del plano de manera que regiones
conexas adyacentes tengan distinto color? ; Cudl es la manera mas eficiente de
empaquetar esferas del mismo tamano? La aparente sencillez de estas pregun-
tas explican tanto su popularidad como el gancho que han tenido entre varias

“En el ICM de 2006, celebrado en Madrid, se otorgd a G. Perelmann la Medalla Field
por su demostracion de la conjetura de Poincaré.
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generaciones de matematicos, no siendo una sorpresa que hayan trascendido
a la opinién ptblica las vicisitudes de sus soluciones que exhiben una despro-
porciéon manifiesta entre la tarea desarrollada con los métodos tradicionales
de las matematicas y la parte reservada al computador, por lo que hemos de
hablar de demostraciones basadas en, mas que ayudadas por, el computador.
Aparte de su valor intrinseco, estos episodios han servido para estimular una
interesante polémica en la que, desde un principio, se han manifestado diver-
sidad de opiniones: hay quien cree que no son verdaderas demostraciones
porque involucran muchos pasos que no pueden ser verificados directamente
por el cerebro humano, ya que su validez reside en algo tan elusivo como es
la correccién del programa informético y la eficiencia de las mdquinas que lo
desarrollan. Por el contrario, hay quien opina que no son menos validas que
otros tipos de pruebas y que no hay mas razones para dudar de la capacidad
de los computadores para hacer correctamente calculos enormes, que de la
eficiencia de la mente humana para engarzar cadenas largas de razonamien-
tos sin equivocarse. Naturalmente han surgido programas que comprueban
la validez de otros programas y, a su vez, la posibilidad de crear progra-
mas que garanticen a estos, y asi sucesivamente. ;Cudl es la probabilidad
de que un computador cometa un error inesperado? ;Cudntas pruebas en
distintos ordenadores debemos hacer para dar por vélida una demostracién?
Son todas ellas preguntas naturales que surgen al hilo de estos resultados y
a las que podemos anadir también otras mas tradicionales y platénicas, a las
que los ordenadores han anadido nuevos matices: ;las matematicas se crean
o se descubren? ;Son una ciencia de observacién, como la astronomia, o la
irrupcion de los computadores las convertird en experimentales? j Qué es una
demostracion? ; Hay maneras objetivas de estimar la belleza y la profundidad
de un razonamiento?

Una realidad que nos resulta ahora muy evidente es el cambio experi-
mentado por las aplicaciones de las matematicas al resto de las ciencias, y a
nuestra vida cotidiana, que han propiciado los computadores. También han
aparecido dreas nuevas de actividad con el adjetivo de computacional (alge-
bra computacional, geometria computacional), o se han desarrollado teorias
de analisis numérico en direcciones que adquieren su sentido por la existencia
de potentes ordenadores. Un ejemplo interesante lo encontramos en la teorfa
de los niimeros o aritmética superior, que hasta ayer mismo estaba conside-
rada como la quintaesencia de la matemaética pura, cuyos teoremas profundos
v bellos carecian de aplicaciones practicas. Resulta que los niimeros primos,
cuya sucesion ha fascinado a los matematicos desde los griegos de hace mas
de veintiséis siglos, se encuentran ahora en el centro de muchas aplicaciones
por cuanto en sus propiedades estd basada la seguridad de las comunica-
ciones en Internet. Disponer de primos muy grandes, de més de cien cifras,
es fundamental para la seguridad, mientras que encontrar algoritmos rapidos
de factorizacién es tarea de quienes desean espiar nuestras comunicaciones,
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y resulta que cualquiera de estos empenos seria inviable sin la ayuda del
computador. Afortunadamente para la seguridad, resulta asequible a nues-
tros ordenadores encontrar primos de cientos de cifras, o al menos que lo
sean con una probabilidad grande, pero se trata todavia de una misién im-
posible para ellos descomponer, en un tiempo razonable, un nimero que sea
producto de dos de esos primos y sobre cuyos factores no tengamos infor-
macién alguna. De manera que una antigua rama de las matemdéticas se ha
visto revitalizada y cambiado la indole de sus problemas en contacto con las
nuevas posibilidades de computacion.

Existen ya en el mercado varios paquetes de programas que llevan a cabo
manipulaciones simbélicas en Algebra y en Célculo Diferencial. No obstante,
me parece que todavia carecemos de “genuinos matematicos artificiales” que
puedan manejar el amplio espectro de razonamientos rigurosos que dominan
los expertos de cada area. Y posiblemente nunca los tengamos, porque una
cosa son las demostraciones formales y otra muy distinta son las obtenidas,
en asociaciones e inspiraciones insospechadas, con el rico y variable arsenal
de argumentos rigurosos que la mente humana ha creado y seguird creando.
Aunque no me cabe la menor duda de que el ordenador, con su enorme
capacidad combinatoria, abastecido del conjunto de proposiciones conoci-
das y de las reglas formales de derivacién de teoremas, sera cada vez mas
capaz de contribuir, no solo con resultados rutinarios o esperados, sino in-
cluso aportando combinaciones nuevas que no hayan sido previstas por los
humanos. Sin embargo, el progreso en esa direccién es mas arduo de lo que
se pensaba hasta hace poco, habiéndose experimentado un cierto retroceso
cuando se encontré un error en la demostraciéon de la conjetura de Robbins
(ison booleanas las dlgebras de Robbins?) que parecié haber llevado a cabo
un programa de ordenador, pero en el que posteriormente se detecté un error
que obligé a retirar el anuncio de la prueba. De haberse esta confirmado
habriase tratado del primer teorema demostrado por un computador que no
habian sabido probar antes los artistas del drea con los medios tradicionales.
Pero la frustracién que supuso el hallazgo de un error en el programa fue un
jarro de agua fria para quienes pretenden con ahinco desarrollar la llamada
“inteligencia artificial fuerte”.

No obstante el extraordinario crecimiento de la informaéatica durante la
segunda mitad del pasado siglo, que ha sido desde sus comienzos estimulado
por las matematicas pero a las que luego ha servido de maneras diversas,
sugiere muchas preguntas: ;Podrin en el futuro los ordenadores hacer conje-
turas interesantes y probar teoremas? ;Somos los mateméticos una especie
en extincién? ;Estardn las matemaéticas del manana plagadas de demos-
traciones que dependan de céalculos que solo pueden hacer las computado-
ras? ;Tendremos textos llenos de enunciados que afirmen que bajo tales
hipétesis, que sabemos ciertas con una probabilidad mayor que 0,9, podemos
demostrar que otra proposicion es cierta con un error experimental del 1 %7
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. Convertiran las computadoras en ciencia experimental a las matematicas?
;Podremos abordar rigurosamente los modelos més complejos de la ciencia?
;Serviran los programas de demostraciéon para liberarnos de las tareas mas
rutinarias y poder concentrarnos en los pasos realmente dificiles y creativos,
inasequibles a los ordenadores? ; Aceptar la ayuda del ordenador es el tipico
pacto con el diablo, con el que ganamos un inmenso poder pero perdemos
la nocién de verdad? Habida cuenta de la enorme capacidad de la especie
humana para encontrar incentivos econdémicos y motivos de querella, hay
yva también quien se ha preguntado si llegara el dia en el que un tribunal
de justicia tendra que decidir sobre la validez y correccién de una prueba
matematica.

Si parafraseando el famoso discurso de J. F. Kennedy cambiamos el
sentido de la pregunta y nos interrogamos ahora sobre qué han hecho los
matematicos por los computadores, la respuesta es mucho mas sencilla: casi
todo. Un hito es el trabajo de A. Turing del afno 1936 que hemos men-
cionado antes y en el que se aborda el significado del término “computable”.
Con ese fin Turing describe un ordenador virtual, o maquina de Turing, que
es el primer disefio tedrico de lo que ahora entendemos por un computador.
Luego J. von Neumann colaboré decisivamente en el proyecto ENIAC con
objeto de construir efectivamente una tal maquina, ante el escepticismo de
sus colegas fisicos y matemdticos del Institute for Advanced Study, segin
he oido contar muchas veces durante mis estancias en aquel lugar. Ambos,
Turing y Von Neumann, participaban en el programa formalista de Hilbert,
que era el intento mas serio de “salvar los muebles” después del demoledor
impacto que la aparicién de las antinomias o paradojas habia tenido en los
planes de Frege y Cantor, entre otros, de fundamentar rigurosamente las
matematicas en la teoria de los conjuntos.

Segtin Hilbert, en un lenguaje formal tenemos un alfabeto, unos signos
ortogréficos (paréntesis, punto, coma, espacio en blanco, etc.), unos conec-
tivos logicos (“y”, “0”, “negacion”, “implicacién”, “igual”’) y unos cuantifi-
cadores (existe, para todo). Con ellos se pueden escribir formulas siguiendo
unas reglas estrictas de construccion. Algunas de estas térmulas bien hechas
son elegidas como los axiomas de la teoria, a la que también hay que dotar
de unas reglas de inferencia que permitan obtener unas férmulas de otras.
Una demostracién “formal” es una sucesion finita de tales férmulas de manera
que cada una de ellas ora es un axioma, ya se deduce de las anteriores apli-
cando las reglas de inferencia. La tltima obtenida es el teorema cuya demos-
tracién consiste exactamente en esa misma sucesion de formulas. Observemos
lo revolucionario que este punto de vista resultaba en sus comienzos y, sin em-
bargo, lo natural que ahora nos parece por su semejanza con los mecanismos
de los lenguajes de programacién con los que estamos tan familiarizados.
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Siguiendo el plan de Hilbert se introdujo el sistema de axiomas de Zermelo-
Fraenkel como la base sélida sobre la que construir la teoria de conjuntos,
v luego el resto de las matemaéticas, evitando las antinomias de Russell y
Cantor. Pero: ;Es consistente o estd exento de contradicciones? jEs com-
pleto en el sentido de que siempre sea demostrable una proposicién o su
contraria? Kurt Gédel encontré la respuesta a estas naturales preguntas con
su famoso “teorema de incompletitud” que, “lasciate ogni speranza”, resulté
ser demoledora para el proyecto formalista: cualquier teoria axiomatica, lo
suficientemente rica para que podamos desarrollar la Aritmética dentro de
ella, contendra siempre proposiciones indecidibles.

Una cuestion fundamental que plantean las maquinas de Turing es el
llamado problema de la parada. Dado un programa bien construido, acep-
tado por el compilador, puede ocurrir que transcurrido un cierto tiempo la
maéaquina se detenga y nosotros obtengamos la respuesta que desedbamos.
Pero puede también suceder lo contrario y que la mdquina prosiga ad infini-
tum. De hecho no es nada dificil imaginar programas aritméticos en los que
se den cada una de estas dos opciones. El problema de la parada consiste en
disenar un algoritmo que decida a priori, en tiempo finito, si los programas
van o no van a detenerse. Turing demostré rigurosamente que no puede exis-
tir ese algoritmo y que ello es equivalente al teorema de incompletitud de
Godel. Los trabajos de Gddel y de Turing constituyen una magnifica etapa
de la Légica Matematica del pasado siglo a la que estas lineas no pueden,
ni mucho menos, hacer justicia. Pero si podemos constatar, una vez mas, la
influencia decisiva que sus teorias tuvieron en el nacimiento y evolucién de
los lenguajes de programacién y en el disefio de los primeros ordenadores.

Las demostraciones “formales” de Hilbert son pues muy distintas de las
que normalmente se publican en las revistas de matematicas (salvo quizés
las especializadas en Logica). Estas suelen ser pruebas rigurosas basadas en
implicaciones comprobadas, resultados previos y asociaciones de ideas que
los expertos del area conocen y manejan con precision. Convertirlas en prue-
bas formales seria un proceso largo y tedioso que, excepto en casos muy
simples, nunca se ha llevado a cabo. Pero me parece que las diferencias que
hay entre ambas son un punto importante a la hora de comprender lo que
puede realizar un matemaético, lo que hace un computador y qué posibili-
dades nuevas tiene el centauro matematico+computador, al menos cuando
restringimos su horizonte a la demostraciéon de nuevos teoremas. Los pro-
gramas para jugar al ajedrez han establecido claramente que el ordenador
serd cada vez mas poderoso, y superior a la mente humana, en lo que atane
a las demostraciones formales y el manejo de la combinatoria de conjun-
tos enormes de posibilidades. Pero, pensemos en el episodio de la banera de
Arquimedes, en la famosa manzana de Newton o en la inspiracion que llevé
a H. Lebesgue a crear su integral, observando la manera como los albaniles
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disponian horizontalmente los ladrillos para formar un muro y, con toda la
modestia que el caso requiere, permitaseme anadir cémo la visién del baile
de los dragones, en la fiesta del aio nuevo de 1973 en Chinatown (Chicago),
me ayudé a lograr la demostracién del ahora llamado teorema maximal de
Kakeya, o cuando, en otra ocasion distinta, la contemplacién de un cuadro
de Malevich me sugiri6 ideas para entender el intrincado solapamiento de los
paralelepipedos en el espacio. Eso, creo yo, son ejemplos de iluminaciones
fecundas que los ordenadores no pueden experimentar.

Los nombres del infinito

Los nombres de muchas areas matematicas, tales como Ecuaciones en
Derivadas Parciales, Algebra Homolégica o Procesos Estocasticos, parecen
esotéricos arcanos para el comin de los ciudadanos. Hay algunos, no obs-
tante, que son especialmente bellos. Un ejemplo es el del Anélisis Arménico,
que trata de las series trigonomeétricas, y que fue uno de los motores del
estudio de los conjuntos infinitos de puntos del espacio y del desarrollo de la
teoria de funciones.

Verde, verde esmeralda,

azul turquesa, azul ultramar,
indigo, violeta:

sintesis de luz.

Ondas, vibraciones, trigonometria.
Espirales, remolinos, puntos de fuga.
Venus de proporciones divinas.
Fuego que da la vida,

el calor y el color.

Amarillo, naranja,

rojo, carmin.

Poder calcular eficientemente longitudes, dreas y voliimenes, ha sido un
objetivo de la humanidad desde tiempos remotos. El gran Arquimedes fue,
quizds, el primero en saber que el volumen de una esfera y su radio estan
relacionados por la férmula que ahora conocemos: V = %WRB. En su obra
se encuentran métodos ingeniosos para cuadrar el segmento de parabola,
estimar las cifras decimales de m y calcular el drea y el volumen de conos,
cilindros y esferas.

;Qué es la pendiente de una montana? ;Tiene velocidad el agua de un
torrente? ;Puede medirse la superficie de una coliflor? ;Cual es la region
plana de drea menor dentro de la que es posible darle la vuelta a una
aguja? ;Acaso poseen direccion los vientos? A pesar de su apariencia sencilla,
incluso ingenua, estas y parecidas preguntas han estimulado en el pasado, y
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o contintian atin haciendo, el desarrollo de profundas y bellas teorias. Aparte
del ya citado Arquimedes, las obras de Newton, Leibniz, FEuler, Lagrange,
Fourier, Dirichlet, Riemann, Cantor, Lebesgue, Sobolev y Zygmund, entre
otras figuras histéricas, nos ensenan a precisar los conceptos, el lenguaje y
los resultados necesarios para darles respuesta.

Puede decirse que hacia comienzos del siglo X1X la mayoria de los matema-
ticos creia que una funcién continua tenia que ser diferenciable excepto,
quizds, en unos pocos puntos, y que toda superficie habria de tener un plano
tangente. Que todo esto resultara ser falso produjo un gran interés, pero tam-
bién sorpresa, e incluso aprensién, entre los expertos de finales de ese siglo,
como atestiguan los comentarios de Hermite: “Esa plaga odiosa de funciones
continuas que carecen de derivadas en todos los puntos”. Y de Poincaré:
“Hemos visto una multitud de ejemplos cuyo tinico propdsito es parecerse lo
menos posible a funciones decentes y titiles”.

El Andélisis Armoénico logré entender muchas de estas cuestiones, pero
el origen de las series trigonométricas se remonta al Almagesto de Claudio
Ptolomeo, siglo 11, y al problema de la cuerda vibrante, analizado por Daniel
Bernoulli y Leonhard Euler en el siglo XVIil. Luego vinieron Fourier (que
habia participado en las campanas de Napoleén en Egipto) y Dirichlet quienes
ensancharon el concepto de funcién més alla de las expresiones analiticas de
Euler y Lagrange. Un hito es la tesis de B. Riemann, Sobre la representacién
de una funcién por medio de una serie trigonométrica, que llevé a generalizar
las nociones de derivada y de integral. Luego llegaron Lebesgue, Sobolev y
tantos otros que continuaron la obra de Riemann, configurando ese monu-
mento intelectual que es el Célculo del siglo XX. Pero también Cantor, quien
profundizé en el estudio de la unicidad de los desarrollos trigonométricos,
dando lugar a la teoria de conjuntos y de los cardinales transfinitos. Y de
alli a los problemas de los fundamentos de las matemaéticas que estdn en
el origen de esa maravilla del espiritu que es el teorema de Gddel, con sus
implicaciones filoséficas y sus consecuencias para la teoria de la computacion.

Las obras que citamos a continuacién son de consulta recomendada para
quien desee conocer la historia de las series trigonométricas, mereciendo una
mencion especial Trigonometric Series de Antoni Zygmund, que ha ejercido
una influencia fundamental y ayudado a crear toda una escuela sin la cual
es imposible entender el desarrollo del Andlisis Arménico contemporéaneo.
Personalmente debo a Zygmund, mi bisabuelo en matematicas y a quien traté
de cerca durante mis anos en Chicago, muchas anécdotas sobre los artistas
del siglo pasado y sus logros, pero siempre desde su visién particular que
colocaba a las series trigonométricas en el centro del universo matematico.

(1) J. Fourier (1822), Theorie analytique de la chaleur.

(2) B. Riemann (1854), Uber die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine
trigonometrische Reihe.
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(3) H. Lebesgue (1904), Lecons sur l'integration et la recherche des fonc-
tions primitives.

(4) A. Zygmund (1959), Trigonometric Series.

(5) E. Stein (1993), Harmonic analysis: Real variable methods, orthogo-
nality and oscillatory integrals.

Segtin Fourier, toda funcién periédica “arbitraria” (de periodo 1) puede
ser escrita por medio de una serie trigonométrica:

f(z) = %ao + Z {an, cos(2mnz) + b, sen(2mnz) }

n>1

en la que los coeficientes vienen dados por la siguiente formula integral:

an = 2/01 f(z) cos(2mnz) dz, by, = 2/01 f(z)sen(2mnzx) dz.

Fourier, quien es descrito por sus biégrafos como un gran friolero, Ilegd
a la conclusién anterior en su trabajo de modelizacién de la propagacién
del calor. Aunque recibié el premio de la Academia Francesa de Ciencias,
los académicos, sin embargo, no se creyeron del todo su hipétesis sobre los
desarrollos trigonométricos. De manera que tuvo que esperar bastantes anos
para publicar su monografia, lo que hizo al ser elegido académico. Pero no
se trataba de una oposicion banal ya que su teoria requeria profundizar en
los conceptos de funcion, derivada e integral. El Analisis Matematico del
siglo XX debe mucho al empeno de Fourier y a su perseverancia en la defensa
de aquel proyecto.

En su afamada tesis de habilitacién, B. Riemann considero series trigo-
nométricas generales cuyos coeficientes son ntimeros arbitrarios. Es decir, sin
que vengan necesariamente dados por una funcién integrable a través de las
férmulas de Fourier. El problema sutil que Riemann propuso es el siguiente:

dada la serie Sag + Y {an cos(2mnz) + b, sen(2mnz)}, supongamos que en
n>1

todo punto x € [0, 1] se tiene la identidad:

N
0= lim Sy(z) = A}gnoo [%ao + Z {an cos(2mnz) + by, sen(27m:n)}}
1

N—oo

;Son necesariamente nulos todos los coeficientes: a, = b, = 0,Vn?

La respuesta obtenida por Riemann es afirmativa. Pero la demostracién
es muy ingeniosa y abrié nuevos caminos al Analisis Matemético. Observemos
que si supiésemos de antemano que se trata de la serie de Fourier de una
funcién integrable, entonces la solucién es mucho més facil. Lo que convierte
a la pregunta de Riemann en algo delicado es el hincapié en que estemos
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ante una serie trigonométrica general, sin que dispongamos de ninguna infor-
macién sobre sus coeficientes. A continuaciéon vamos a describir, a grandes
rasgos, la arquitectura de la demostracién, dejando al lector la tarea de
completar los argumentos que, por otro lado, pueden ser encontrados en las
referencias (2) y (4).

Paso 1°: Riemann demuestra que la convergencia de la serie en todo punto
implica que
nlinoloﬂan\ + [bn|} = 0.

Paso 2°: Consiste en una doble integracion. Es decir, consideramos la fun-
cioén

1
F(z) = —apz? — Z m{an cos(2mnx) + by, Sen(2ﬂ'nl‘)}
2n

obtenida integrando formalmente dos veces, término a término, la serie
trigonométrica original, para observar que F' es una funcién continua,
por ser la serie del segundo miembro uniformemente convergente.

Paso 3°: Generaliza la nocién de derivada. Segiin Riemann, la funcién conti-
nua G(x) tiene una derivada segunda en el punto x si existe el limite
siguiente:

def ., G(x+h)+G(x—h)—2G(x)

1 .
o h?

Observemos que si G tiene derivada segunda en el sentido de Newton
v Leibniz, es decir, si existe G”(x), entonces también existe DoG(z) v
se verifica la igualdad DoG(z) = G"(x).

Por cuanto la existencia de G”(x) nos permite escribir

Gt N+ G N=260) _ L ([6@)+ G/@)-h+ L 6@ + o(h?)

G(@)— G () h+% & (@) + of1)] - 20(x))

=G"(z) + o(h)

Sin embargo, hay funciones tales como
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que carece de derivada segunda ordinaria en el origen, pero que si
la tiene en el sentido de Riemann. Es decir, se trata de una genuina
extension de la nocién de derivada segunda.

Paso 4°: Se comprueba que si DoG existe y es estrictamente positiva en un
intervalo, entonces G ha de ser convexa en el mismo. Es decir:

G(ac—i—h)%—G(x—h)‘

Gla) < :

Anélogamente, si DaGG < 0 entonces G es concava:

Gxz+h)+G(x—h)
5 .

G(z)

A\

Finalmente si DaG = 0 entonces G + ex? es convexa para todo € > 0.
Luego también lo es G por ser un limite uniforme de funciones con-
vexas. Pero, de manera similar, G(x) — ex? es céncava, y tomando
limites cuando ¢ tiende a cero obtenemos que la funcién G debe ser
concava. En conclusién, si DoG = 0 idénticamente en un intervalo
entonces G es al mismo tiempo céncava y convexa, luego es lineal.

Paso 5°: Para concluir la demostraciéon observemos que la hipétesis

N
0= lim Sy(z)= ]\}gnoo [%ao + Z {an cos(2mnzx) + by, sen(27mm)}],
1

N—oo

Vz € [0,1] implica que la funcién F', definida en el Paso 2°, tiene una
derivada segunda generalizada igual a cero en todos los puntos de la
recta real. Por lo tanto es lineal, y eso fuerza la anulacién del término
independiente (ag = 0) y que tengamos la identidad:

1
Z ——5{an cos(2mnax) + by sen(2wnax) } = 0.
e 4mén

Pero, en la igualdad anterior, la serie de la izquierda converge uniforme-
mente y es, por tanto, la serie de Fourier de la funcién de la derecha.
Luego todos los coeficientes son iguales a cero.

El capitulo siguiente de esta historia se debe a G. Cantor, quien supuso
la convergencia a cero de la serie trigonométrica excepto, quizds, por un
conjunto finito de puntos para los que carecemos de informacion:

lim Sy(z) =0, Ve € [0,1]\ {z1,z2,..., 2}

N—oo
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Cantor demostré que, también en este caso, la serie de partida ha de tener
todos sus coeficientes nulos. ;Qué ocurre si eliminamos un conjunto infinito?
Se trata de una pregunta natural, pero muy dificil, que da lugar a una
interesante definicién. Diremos que U es un conjunto de unicidad si toda
serie trigonométrica que converge puntualmente a cero en el complementario
[0,1] \ U, ha de tener, necesariamente, todos los coeficientes nulos. Con los
métodos analiticos actuales resulta facil comprobar que un conjunto de uni-
cidad es de medida (Lebesgue) igual a cero. Pero el reciproco es falso: hay
conjuntos de medida cero que no son de unicidad. En estos comienzos del
siglo XX1 sigue siendo un problema abierto caracterizarlos adecuadamente.
No obstante, G. Cantor demostré un resultado muy interesante: una condi-
cién suficiente para que U sea de unicidad, es que U™, el conjunto derivado
de orden n, sea vacio para algin entero positivo n. Recordemos que

v = {:c | [(z—e,2)U(z,24+¢)|NU # @,V8>0}

es el conjunto de los puntos de acumulacién de U, y, en general, U™ es el
conjunto de los puntos de acumulacion de UMY

Es muy notable que un problema tan concreto sobre los desarrollos
trigonométricos llevase a Cantor a introducir conceptos tales como el de
conjunto derivado o el de punto de acumulacién, y a crear la teoria de los
conjuntos y de los cardinales transfinitos de la que surgié, entre otros, el
problema de la hipdtesis del continuo. Un objeto importante es el conjunto
ternario de Cantor, que no es numerable, puesto que su cardinal es el de
todos los niimeros reales, pero que, sin embargo, tiene medida igual a cero.

En su construccién se comienza por dividir el intervalo unidad en tres
partes iguales:

I Il A4 |
i v T 1

1/3 2/3

A continuacion eliminamos el trozo de en medio [%, %) Luego se repite
el proceso con los dos intervalos restantes

0,3)=[05)U[5:5) V3
) =[HufD U
Para eliminar los de en medio [%, %), [g, %) v asi sucesivamente. El con-
junto C es lo que queda del intervalo [0,1) después de repetir el proceso
anterior una cantidad numerable de veces.

Otra caracterizacion interesante de C se consigue escribiendo en base 3 el
desarrollo decimal de los niimeros del intervalo [0, 1). Obtenemos expresiones:
0,z12273 ..., donde los digitos xj son 0, 1, 2. Pues bien, C consiste precisa-
mente de aquellos desarrollos decimales en los que no aparece el digito 1,
y su cardinal es el mismo que el de todos los niimeros reales. La hipétesis del
continuo, que fue uno de los problemas recogidos por Hilbert en su famoso
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discurso del ano 1900, se pregunta, precisamente, por la existencia de un
cardinal infinito estrictamente mayor que el de los naturales y menor que el
de los reales.

En el ano 1922, Alexander Rajchman demostré que el conjunto ternario
de Cantor es de unicidad. Su alumno A. Zygmund se doctoré en 1923 con una
tesis sobre esta teoria, y posteriormente escribié el libro Trigonometric Series,
que estd dedicado a Rajchman, su maestro, y a Marcinkiewicz, su disci-
pulo, desaparecidos ambos tragicamente durante la segunda guerra mundial.
Del anio 1955 es el siguiente resultado de R. Salem y A. Zygmund: Dado £ < %
consideremos el conjunto de Cantor C¢ de razon de diseccion §. Es decir,
obtenido por el mismo procedimiento que C sin mas que sustituir 1/3 por &
en el método de construccion.

L 1 4 ]
I |4 T 1
0 £ 1—¢ 1

Teorema. C¢ es de unicidad si y solo si 6 = % es un ntumero de Pisot.

Un nimero real algebraico, 8, es de Pisot si sus conjugados 61 = 0,
02, ...,0, verifican que

0] >1, 10;]<1,j=2,...,n.

Fueron definidos por su relacién con los problemas de distribucién uniforme
modulo 1, y son ejemplos de reales tales que las partes fraccionarias de sus
potencias enteras no estan uniformemente distribuidas en el intervalo unidad.
La demostracion del teorema de Salem y Zygmund es muy bella, puesto
que conecta de forma precisa dos conceptos tan diferentes, a priori, como
son la unicidad de las series y los niimeros de Pisot. Contiene argumentos
de la Teoria de los Niimeros, del Anélisis Armoénico y de la Probabilidad.
Los lectores interesados pueden encontrar los detalles en (4).

Paul Cohen fue alumno de Zygmund en la Universidad de Chicago.
Su tesis doctoral (1958) verso sobre el problema de la unicidad, como expresa
su titulo: Topics in the theory of uniqueness of trigonometric series. En el afio
1963 logré demostrar la independencia de la hipétesis del continuo respecto
del sistema de axiomas de Zermelo—Fraenkel mas el axioma de elecciéon. Com-
pleté asi los resultados previos de Gdodel y recibié por ello la Field Medal, que
es el premio que se otorga cada cuatro anos, durante el Congreso Interna-
cional de Matemadticas, a creadores que han realizado una obra importante
antes de cumplir los cuarenta. En alguna ocasién he oido decir a varios
analistas armonicos, pertenecientes a promociones anteriores a la mia en la
Universidad de Chicago, que a Zygmund no le parecia bien que alguien como
P. Cohen dispersara su gran talento fuera de las series trigonométricas, inves-
tigando problemas de légica matematica. Parece ser que las relaciones entre
maestro y discipulo se enfriaron un tanto por esa razén, aunque eso ocurrié
antes de que Cohen resolviese el famoso problema de Hilbert.
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Estas historias nos hacen constatar, una vez mas, la perspicacia y la pro-
fundidad del trabajo de Riemann: generaliz6 la nocién de derivada, e intro-
dujo una nueva integral que permite integrar funciones que poseen un conjun-
to infinito de discontinuidades, siempre que este sea de medida cero. Plante6
el problema sutil de la unicidad de las series trigonométricas, que dio lugar a
la teoria de conjuntos y de cardinales infinitos de Cantor, por las que llega-
mos a los teoremas de Cohen y de Gddel. Pero atin no sabemos su final, por
cuanto sigue en pie el problema de caracterizar a los conjuntos de unicidad
y, ademads, esta por hacer la correspondiente teoria en dimensiones mayores.

Ocurre a menudo que la importancia de un problema se debe mas a los
universos que ha originado a su alrededor, que al mero interés de la cuestion
especifica por él suscitada. Los profesores sabemos bien que la originalidad
mostrada por algunos alumnos al abordar un problema, y la habilidad para
encontrar caminos nuevos que rodeen las dificultades, en lugar de toparse
con ellas frontalmente, no siempre van unidas a la erudicién. A veces sucede
que un matematico que no es experto en el drea especifica dentro de la
que se ha formulado una pregunta, puede, sin embargo, contestarla. Al ser
capaz de encontrar un nuevo enfoque, quizas inspirado en los usados en otras
materias, pero que despeja los obstaculos contra los que se habian estrellado
los especialistas.

Persegui un enigma,

le ofreci mi tiempo.
Inventé estrategias que
llevose el viento.

Formulé preguntas,
coseché el silencio.
Inicié mil cuentas
que jamds luz vieron.

Se esfumé mi esfuerzo
en tan vano empeno:

ni obtuve la prueba,

ni el gran contraejemplo.

Lo que yo he buscado
se hallara muy lejos.

De todas las extensiones del concepto de niimero, la que atane a los
reales (racionales + irracionales) es quizas la que resulta ser conceptualmente
mads dificil. Existen basicamente dos maneras distintas de hacerlo, ambas del
siglo X1X, una debida a Cantor y basada en la nocién de clases de equivalencia
de sucesiones de Cauchy de niimeros racionales, y otra debida a Dedekind y
que hace uso de la nocién de cortadura. En este texto he optado por la via
de Cantor por parecerme mas natural llegar al concepto de niimero real a
través de sus sucesivas aproximaciones racionales.
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Un resultado fundamental de Cantor es que R, el conjunto de los ntiimeros
reales, no es numerable, no es biyectable con los naturales, mientras que el
conjunto Q de los racionales si que lo es. Como sefialamos antes este resultado
implica que Q es un subconjunto de medida cero en R: si escogemos un
niimero al azar en la recta real, con probabilidad igual a 1 serd irracional.
No obstante, demostrar que un niimero es racional o irracional puede ser una
tarea muy dificil, en la que las matematicas han progresado poco. Aunque
el nimero 7 fue detectado por los griegos, hubo que esperar al Siglo de las
Luces para que Lambert demostrase que es irracional, como también se hizo
entonces con el niimero e, base de los logaritmos neperianos o naturales. Pero
si nos preguntamos acerca de e + m, e - ™ o w° nos encontraremos en terra
incognita, como ocurre también con la constante de Euler-Mascheroni:

N
1
— lim ( o N) — 0,5772156649 . ..
" N1—>oo zl: k &

que aparece en tantas formulas y de la que todavia ignoramos su caracter
racional o irracional.

Parece ser que Jacob Bernoulli fue el primer mateméatico que expresé su
interés por saber el valor exacto de la suma

o0
>

2

n

1

sobre la que escribié lo siguiente: “seria muy grande nuestro agradecimiento
si alguien nos comunicara este calculo que, hasta ahora, ha eludido nuestros
esfuerzos”. Sin embargo, es muy probable que el problema le viniese de su
mentor Leibniz, a quien Huygens habia propuesto calcular la suma de los
reciprocos de los niimeros triangulares, lo que hizo con la observacién

i 1 _i<1 1 )_1 LU SR U S S S
1n(n—l—l)_lnn—l—l_ 2 2 3 3 4 4 7

Segtin parece, llevar a cabo esa suma satisfizo tanto a Leibniz que le hizo
interesarse por las matematicas con el resultado que todos conocemos. Pero,
volviendo a la pregunta de Jacob Bernoulli, fue Euler, un discipulo de su

o =1 7?
hermano Johan Bernoulli, quien encontré la solucién: Z o= 5
1

Que el niimero w, la razén de la circunferencia al didmetro, esté relacio-
nado con los enteros a través de la formula de Euler es algo tan interesante
y misterioso, que cada generacion de matemaéticos ha encontrado su propia
interpretacion y algunas otras demostraciones. En el capitulo 5 se presen-
ta la que yo obtuve recientemente, que es especialmente sencilla y puede
entenderse por cualquiera que sepa integrar funciones elementales. También
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contiene ese capitulo la prueba de la irracionalidad de ((3), siendo todavia
un problema abierto el decidir el caracter, racional o irracional, de los valores
de la funcién ¢ en los impares 5, 7, ...

Los desarrollos decimales que son periédicos desde un término en ade-
lante se corresponden con los niimeros racionales. Los irracionales tienen
desarrollos que no son periédicos y algunos, como es el caso de , parecen
ser “cadticos” en el sentido de que contienen series de digitos de cualquier
especie, como reza el poema que la premio Nobel de Literatura Wislawa
Szymborska le dedicé al nimero m y que reproducimos completo en el capi-
tulo 5. Se trata, sin embargo, de un problema todavia abierto decidir si el
niimero T es, 0 no es, un nimero normal. Es decir, un nimero tal que cada
sucesion finita de digitos que escribamos aparezca en su desarrollo “deci-
mal” con la frecuencia que le corresponde por su longitud. De nuevo resulta
relativamente facil demostrar que casi todos los niimeros, es decir salvo un
conjunto de medida cero, son normales en cualquier base de numeracién, pero
no sabemos senalar “eficientemente” a uno concreto de ellos. Como cualquier
idioma tiene un conjunto finito de letras y signos ortogréficos, incluyendo
uno para los espacios en blanco, podemos escribir cualquier texto como una
sucesion finita de digitos. Disponiendo de un niimero normal (por ejemplo T,
si fuese verdadero lo que se afirma en el poema de la Szymborska) en su
desarrollo decimal encontraremos cualquier texto, aunque quizas echindole
mucha paciencia al asunto: el nimero del carnet de identidad de usted, su
fecha de nacimiento, la novela Pedro Paramo, el Quijote. .., jtodo! Es decir,
la biblioteca de Babel de los relatos de Borges.

En este capitulo he hecho un uso generoso de algunos ensayos que he ido
escribiendo, tales como: “Historias analiticas de tangencias y cuadraturas”,
publicado dentro del volumen El lenguaje de las Matematicas en sus Aplica-
ciones del Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte; “Las Matematicas de
la Ilustracion”, Saber/Leer; “La demostracién de la Conjetura de Kepler”,
El Pais; “Poesia entre teoremas”, Methode; “Un matemdético en la Transi-
cion”, Gaceta Matematica; y “El computador y las Matematicas”, Anthro-
pos. El titulo de este Prélogo, “La vida es un nimero”, fue el del Maraton
de Matematicas que dirigi en el afio 2000 dentro del ciclo organizado por el
Museo Nacional de Ciencia y Tecnologia. Era también el de mi conferencia
en ese maraton, que verso sobre la historia de los niimeros. Al final, a modo
de resumen o deconstrucciéon de la leccion se me ocurrié leer el poema que,
como alli expuse, habia encontrado en un libro usado, en una libreria de viejo
sita en la calle 58 del barrio de Hyde-Park, Chicago, y que, encriptado con
una clave numérica que hubo que descifrar, aparecia escrito en un idioma
muy extrano, pero siguiendo las indicaciones de un texto de Borges resulté
ser una traduccion hebrea, con giros del drabe, de un manuscrito hallado en
Manzanares El Real. Decia asi:
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La vida es un nimero Cuando, con ambos ojos bien cerrados,
Pitdgoras pensé un mundo perfecto, escoges al azar un valor real,

donde todo es nimero y racional. muy probable es que sea irracional.
Pero Hipaso encontré un grave defecto, Mas si lo haces con poca precaucion,
del cuadrado unidad la diagonal. serd un gran enigma saber si es o no.
Desde entonces muchos irracionales, Hay reales que puedes computar,
irrumpen en las cuentas, por doquier. leer sus cifras sin ningin titubeo,
Aunque identificarse entre los reales pero muchos no se dejan nombrar,

es algo que siempre evitan hacer. ya sea en griego, latin o arameo.
Arquimedes escribié el Arenario, Hay computables que, en la intimidad,
calculando de 7 sus decimales. visten con cifras de curso legal,

Y Lambert, geémetra visionario practican virtud de ergodicidad,

de la Ilustracion, con manas geniales  dando una imagen decente y normal.

logré que w y e salieran del armario. .
810 q Y Pero en cuanto a w lanzas la cuestion:

Lo que hicieron con gran osadia, Si en privado es normal o peculiar
exhibiendo sus almas trascendentes, y si a sus cifras puedes admirar.
mostrando que el circulo no podia Agil se ira sin dar contestacion.

ser cuadrado al compés de los presentes. 3
p b Del cosmos nuestra teoria final,

Cantor supo ordenar los racionales todas las fuerzas mas la gravitacion,
en fila de a uno, estricta formacion. remite de nuevo a la idea inicial.
Pero tratandose de irracionales Porque si las cuerdas quiero entender,
no cabe esperar tal numeracion. sus ecuaciones tendré que resolver.

De modo que Pitagoras, en cierta proporcion,
pensando a su manera, también tenia razon.
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El lenguaje de las Matemaéaticas

Reductio ad absurdum es una de las mejores armas de
las matematicas. Es un gambito mucho mdés sutil que
cualquiera del ajedrez: Un jugador de ajedrez puede ofre-
cer el sacrificio de un peén o incluso de una figura, pero el
matematico ofrece la partida completa.

G. H. Hardy

1.1. El principio de induccién
Los numeros llamados naturales tales como
1,2,3,...,100, ..., 1000, ...,1994, ...

son los elementos fundamentales de nuestro lenguaje para contar los miem-

bros de un conjunto (uno, dos, tres, ..., cien, ..., mil, ..., mil novecientos
noventa y cuatro, ... ) en su version cardinal, o para darles un orden (primero,
segundo, tercero, ..., centésimo, ..., milésimo, . .., milésimo noningentésimo
nonagésimo cuarto, ...) en su funcién ordinal.

A través de abundantes documentos histéricos puede rastrearse su pre-
sencia desde tiempos remotos. Sin embargo, el cero, la ausencia de cantidad,
de tan dudosa reputacion en las aulas, ha sido un concepto algo mas elusivo
y posterior. En lo sucesivo designaremos con la letra N al conjunto de los
niimero naturales mas el cero:

N=1{0,1,234,...}

La Aritmética elemental, que es una parte muy importante de las Mate-
maticas de la infancia, trata, precisamente, de este conjunto de nimeros y
de sus relaciones y operaciones: suma, resta, multiplicaciéon, divisién, con-
gruencia y divisibilidad, entre otras muchas.
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He aqui algunos ejemplos de representaciones de los niimeros naturales
en diversas civilizaciones:

1. Los niimeros de los babilonios (escritura cuneiforme):

yvy YYY YYYY VYVYYY VYVVYY
\ \Ad YYY YYYY YY YYY YYY YYYY YVYVYY <

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

2. Los nameros de los egipcios (en su escritura jeroglifica):
1 2 10 20 100 1000
3. La numeracién romana:

I I or v v vl vil vl IX X XX XXX
1 2 3 4 5 6 7 8§ 9 10 20 30

XL L LX LXXur ¢ D M  MCMXCIV
40 50 60 73 100 500 1000 1994

4. Los ordinales: primero, segundo, tercero, cuarto, quinto, sexto, sépti-
mo, octavo, noveno (nono), décimo, undécimo, duodécimo, decimoter-

cero, decimocuarto, ..., vigésimo, vigésimo primero, ..., trigésimo,
..., cuadragésimo, ..., quincuagésimo, ..., sexagésimo, ..., septagési-
mo, ..., centésimo, ..., ducentésimo, ..., tricentésimo, ..., milésimo,

..., milésimo noningentésimo nonagésimo nono, ...

Ejercicios
1) Usar el diccionario, si es preciso, para escribir la forma ordinal de los

niimeros siguientes: 239, 1973, 15631, 8395.

2) Escribir los niimeros (cardinales y ordinales) en diversas lenguas (inglés,
francés, aleman, catalan, portugués, ... ).

3) Los pitagoricos representaban a los niimeros con piedras (célculos) en la
arena, de donde procede la palabra “calcular”:
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[ ]
[ ] e o . .
° ) e e e -+« Niimeros triangulares
[ ] o o o o o e o o o
1 3 6 10
e o o o
o o o e o o o
oo o o0 00 Ntimeros cuadrados
[ ] o o o o o e & o o
1 4 9 16
[ ]
[ ] [ ]
[ ] e o [ ]
¢ o© o e o o ... Nimerospentagonales
[ ] o o [ ] o o o o
[ ] [ ] [ ] o o [ ] e o o
[ ] o o o o o o o o o
1 5 12 22

Calcular el quinto niimero triangular, y el sexto, y el milésimo noningen-
tésimo nonagésimo nono. Héagase lo mismo para los pentagonales. ;Cémo
empezaria la sucesién de los niimeros hexagonales?

El conjunto de los nimeros naturales se encuentra en la raiz misma de la
Ciencia, cuyo programa mas reduccionista, tan caro a los matemaéticos, tiene
su expresion mas extrema en la conocida frase de Leopold Kronecker: “Dios
creé a los naturales, el resto es obra de los hombres”.

La descripcién de N empieza por constatar la existencia del cero. Luego
se observa que todo natural, n, tiene un tinico siguiente, S(n):

S50)=1, S1)=2, S(2)=3, ..., 5(10) =11, ...

De manera que, por un lado, el cero no es siguiente de nadie, mientras que
si S(n) = S(m) entonces n 'y m son el mismo natural. Una propiedad (en
realidad un axioma) muy importante de los nimeros naturales es la siguiente:

Si un conjunto de niimeros naturales A tiene las propiedades:
a) 0 pertenece a A (0 € A);

b) sin pertenece a A entonces el siguiente S(n) también pertenece
al conjunto A (n€ A = S(n) € A),

entonces el conjunto A es necesariamente igual a N.

Esta propiedad de los niimeros naturales recibe el nombre de Principio
de induccién y tiene esta otra forma equivalente:

Supongamos que para cada nimero natural n mayor o igual que ng
nos es dada una proposicion P(n), susceptible de ser verdadera o
falsa. Si resulta que P(ng) es cierta y la verdad de P(n) implica la de
P(n+1), cualquiera que sea el natural n, entonces las proposiciones
P(k), k > ng, son todas verdaderas.
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Imaginemos una cantidad de fichas de dominé colocadas en fila, de manera
que la caida de una de ellas derribe siempre a la siguiente. Entonces, aba-
tiendo la primera ficha podemos estar seguros de la caida de todas las demas.
En el enunciado del principio de induccién las fichas de dominé son las
proposiciones (enunciados), susceptibles de ser verdaderas o falsas, una por
cada nimero natural.

Ejemplo 1: La proposicién P, afirma que la suma de los n primeros cuadra-
dos 12 + 22 + .- + n? es igual a

n(n+1)(2n+1)
G .

Veamos como se aplica el principio de induccién a este ejemplo:

i) Suponiendo que sea cierta la igualdad

1)(2 1
12+22+'”+n2:n(n—|— )6( n+ )7

es decir, que la proposicién P, es cierta, tenemos que demostrar que
P,,+1 también Io es.

Ahora bien:
P+22 4+ (n+1)? = 12422+ 40+ (n+1)
nn+1)2n+1
( )6( )+(n+1)2’

bajo la hipétesis de que P, es cierta. Una sencilla manipulacién nos
produce:

n(n+1)(2n+1) + 6(n + 1)

(n + 1)[2n? +?~L+ 6n + 6]

(n+ 1)(n+g)(2n+3)

(n+ 1)((n(—3|— 1) —1(—51)(2(71—1— 1)+1)

422+ 4+ (n+1)? =

que es lo que afirma la proposicién Py, 1. Luego si P, es cierta, entonces
P41 también Io es.

Obsérvese que, en esta etapa, no afirmamos que las proposiciones sean
ciertas o falsas. Lo que hemos comprobado es que estan dispuestas de
manera que si P, es cierta (si la enésima ficha cae) entonces P41 lo
es (la siguiente ficha también cae).
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ii) Comprobemos ahora que Pj es cierta (la primera ficha es abatida):

2 D+ 6
- 6 6

Luego, segiin el principio de induccién, podemos afirmar que todas las
proposiciones son ciertas y que, por lo tanto, tenemos la identidad:

k(k +1)(2k + 1)

PP+22 4+ + k%= ;

cualquiera que sea el nimero natural k.

El principio de induccién es pues una ley fundamental del razonamien-
to légico-matematico y un arma poderosa de demostracion. No obstante, su
uso es siempre a posteriori y para poder aplicarla con éxito es necesario que
hayamos construido previamente la familia de proposiciones P,. En otras
palabras, tenemos que haber imaginado, por otros medios, dénde se encuen-
tra la verdad. Entonces podremos, quiza, utilizar el método de induccién
para establecerla de esa forma tan especial, clara, nitida y diamantina como
exigen las matemaéticas.

En el caso de nuestro ejemplo, 12+2%+ .-+ n? = (n(n+1)(2n+1))/6,
existe la siguiente estrategia plausible:

Recordemos la formula que obtuvo Gauss cuando, siendo un ninio de
pocos anos, su maestro le mandoé sumar los cien primeros niimeros.

Gauss lo resolvié en un periquete hallando la férmula para sumar los
términos de una progresion aritmética. En particular:
nn+1) 1 , 1
1+24+--- =—* =— - n.
+2+---+n 5 5 + 5

Fijémonos en el resultado: la suma de los n primeros naturales resulta
ser un polinomio cuadrético (de segundo grado) en el niimero n.

Quiza no resulte entonces del todo artificial, o excesivamente ingenioso,
que, si nos vemos confrontados con el problema de calcular la suma
124224 ... +n?, apostemos, o hagamos la conjetura, de que esa suma
venga dada por un polinomio de tercer grado: an® 4 bn? + cn +d, para
ciertos valores de los coeficientes a, b, ¢ y d.

Ahora bien, si esto fuese cierto, no resultaria complicado calcular dichos
coeficientes, ya que:
1 = 1?=a+b+ctd
5 = 12422=8a+4b+2c+d
14 = 12422432 =27Ta+9b+3c+d
30 = 124+22+32 4+ 4% =64a+ 16b +4c+d
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Tenemos un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas del
que podemos despejar los valores de a, b, ¢ y d. En principio, parece
complicado, pero en realidad no lo es tanto: Si restamos la primera
ecuacion de las otras tres obtenemos:
Ta+3b+c = 4
26a +8b+2c = 13
63a+ 150+ 3¢ = 29

Eliminamos ahora la ¢ y nos queda el sistema:

12a+2b = 5
4204+ 6b = 17
Que nos lleva facilmente a la solucién:
1 1 1

y por lo tanto a formular la conjetura o hipétesis precisa:

1 1 1 1)(2n+1
Poi 124224 otn? = ond 4 on® 4 n = n(n + )6(n+ )

Pero cuidado, la relaciéon anterior es solo una hipétesis que hemos elabo-
rado de manera natural a partir de los deberes de Gauss, pero no sera un
teorema hasta que no logremos dar con una demostracion. Ahi, precisamente,
es donde el principio de induccién viene en nuestra ayuda.

Ejemplo 2: La férmula del binomio de Newton
(1+z)" = kz_o (Z)xk

puede ser demostrada usando el principio de induccién.
En esta formula se usa que:

(1) = w5

es el niimero combinatorio n sobre k, y k! =1-2---(k—1) -k es la notacién
habitual para designar al llamado factorial de k, con el convenio anadido de
que 0! = 1.

Tenemos que:

Py: 1:(1+x)0220:<2>xk:1
P : (1—1—:6):21:(]16)961‘3:<(1)>x0+<i>x:1—l—:c
P, (1+x)2222:<2>a:k:<§>x0+<i>z+<;>x2:1+2x+x2.
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Suponiendo P, cierta, se obtiene que:

5=
+
=
—~
[a—
+
&
S
+
—
Il
—~
—_
+
8
~—
3
—~
—_
+
8
~—
I
Y
3
Y
> 3
N————
8
Bl
N————
_
_l_
"

Para concluir observemos que:

<Z> " <kil> - k;!(nni P 1)!(2!—k+1)!
_(nt1-RWnltkonl _ (n+1)! <n+1>‘

El(n+1—k)! S En+1-k)! O\ k

Ejemplo 3: Leonardo de Pisa, también llamado Fibonacci, vivié entre los
siglos X11 y X111, y desempendé un papel fundamental en la difusién europea del
sistema decimal de numeracion, creado por los matematicos indios, aunque
hubo antecedentes sumerios, y trasladado a Europa por los arabes a través
de Espana, segiin se desprende de diversos documentos de la época del rey
Sabio. Escribié un tratado, el Liber Abaci, que ejercié una notable influencia
en su tiempo. Fibonacci construyé también una sucesion muy interesante.
Se trata de la siguiente:

1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, ...
cuyo término general F), se obtiene sumando los dos anteriores:
Fon=Fy1+F,2, n=>3, k=1 k=1

Proposicién. F,, > n — 1.

Demostracion (por induccion).
a) F1=1>1-1=0;F=1>2-1=1;F=2>3-1=2
b) Dadon >3, si Fj, > k— 1, para k =1,...,n, entonces Fy, 1 > n.

Veamos: dado n > 3 tenemos, por la definicién, que Fy11 = F+ Fp—1,
y por la hipétesis de induccién:

Frbpip>n—-14+4n—-2=n+4+n-32>n. [}
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Luego la sucesion F,, va creciendo haciéndose tan grande como queramos
desde un término en adelante.

Observemos que:

1x2-1%2 = 1
1x3-22 = —1
2x5-3%2 = 1
3x8—-52 = —1
5x13—-82 = 1
8x21-13%2 = -1
13x34-212 = 1

Parece razonable hacer la conjetura:

FuFoo— Fly = (-1

n
cuya demostracion es, de nuevo, un sencillo ejercicio del método de induccién:

a) Cuando n =1 resulta ser verdadera:

1x2—-1%2=1.
b) Supongamos cierto que

n

FpFpio— F2y = (-1t
Se trata de ver que también se cumple la siguiente igualdad:

Foi1Fngs — F2+2 = (_1)n+2.

n

Veamos:

Fn+1Fn+3 —F5+2 = Fn+1(Fn+2 +F’l’b+1) _F5+2
= Fz.;_l _Fn+2(Fn+2 _Fn-‘rl)

= _(FnFnJrQ - F2+1)

n

= (- = (-

donde la hipétesis de induccion ha sido usada en la pentltima igualdad,
completando rigurosamente la demostracién de la férmula:

FnFn+2 o F2+1 — (_1)n+1

n

para cualquier valor de n.
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Dividiendo ambos miembros por el producto F,, - F,,+1 obtenemos que:

Foyo  Fop (1)

Fn+1 F, FnFn—H '

Y teniendo en cuenta que F,, > n — 1, resulta que para todo n > 2 ha de
verificarse la estimacion:

Foye  Faga 1
Foi1 F, I = nn—-1)
Consideremos ahora la diferencia:
Fn+m+1 _ Fn+1 _ Fn+m+1 _ Fn+m Fn+m _ Fn+m—1
Fn-l—m Fn Fn+m Fn+m—1 Fn+m—1 Fn+m—2
4ot Fn+2 _ Fn+1
Fn+1 Fn
Fn+m+1 _ Fn+m + ’ Fn+m _ Fn+m—1
N Fn+m Fn+m—1 Fn+m—1 Fn+m—2
T Foyo  Fop
Fn+1 Fn
1 n 1
m+m—-1)(n+m-2) (n+m-—2)(n+m—3)
LT}
1 1 1
= — <
n—1 n+m-—-1"n—-1
1 1 1
aque ——————— = — — ——.
S Y (A S

La estimacion anterior demuestra que la sucesién de los cocientes de
_ . . . . - F, .
términos consecutivos de la sucesion de Fibonacci, { =5}, es una sucesion
n
de Cauchy de ntimeros racionales. Tiene por lo tanto un limite, que serd un

L k
niimero real , al que llamaremos .

Como Fy1o = F,, + Fy 41 resulta que:

Fn+1. Fn+2_Fn+2‘Fn+1

Fn+2
=1+ €ro: = .
p Fn FnJrl Fn

Fy, 7

Tomando limites obtenemos la identidad:
P> =1+
y, como ® > 1, la solucién buscada es:

1+5
2

b —

=1,6180339..., jel niimero de oro!, jla divina proporcién!

* z. -
Ver el capitulo 5 sobre los nimeros reales.
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A ti, maravillosa disciplina,

media, extrema razén de la hermo-
sura

que claramente acata la clausura
viva en la malla de tu ley divina.

A ti, carcel feliz de la retina
aurea seccion, celeste cuadratura,
misteriosa fontana de mesura
que el universo armonico origina.

A ti, mar de los suefios angulares,
flor de las cinco formas regulares,
dodecaedro azul, arco sonoro.

Luces por alas un compds ardiente.
Tu canto es una esfera transparente.
A ti, divina proporcién de oro.

Rafael Alberti
Ejercicios
1) Hallar una féormula para la suma 13+ 23+ - - - +n? y demostrar su validez

usando la inducciéon completa.

2) Demostrar la férmula:

LR AP A
2 22 923 on on

3) Demostrar la formula:
L+ +¢)A+q") - (1+¢) = ——.

4) La sucesion de Fibonacci, {F,}, estd definida por medio de la ley de
recurrencia:

=1 F=1 Fy2=F,+ Fy1.

Calcular los diez primeros términos de la sucesién y demostrar la siguiente
identidad:
el Ml e

2 2

F, =
V5

5) Demostrar por induccién:
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1 1 1 1 .
a) ﬁ%—ﬁ—i-ﬂ--'—i-m:nL_HparacualqmerneN,nZl.

b) La suma de los primeros k niimeros naturales impares es k.

c¢) La suma de los primeros k niimeros naturales pares es k* + k.

n+1_ .
g L para cualquier n € N.

n .
d) Dado a € R, a # 1, se tiene »_ o/ =
§=0

n
e) kzlk -k!'=(n+1)! = 1 para cualquier n € N, n > 1.

6) k) Demostrar que si n € N, n > 2, entonces 2" > 1+ 2n.
b) Demostrar que sin € N, n > 4, entonces 2" > n? + 1.

¢) Demostrar que si n € N, entonces el niumero a, = 4" + 6n — 1 es
divisible por 9.

d) Demostrar que si n € N, entonces el niumero b, = 7" — 4" es divisible
por 3.

7) Vamos a demostrar que, dado un conjunto C' de n caballos, todos los
caballos de C' son del mismo color. Lo haremos por induccién sobre n.

a) Sin = 1 solo hay un caballo, luego todos son del mismo color. (Podiamos
incluso haber empezado con n = 0, ningtin caballo, de modo que tam-
bién son todos del mismo color, pero no es el caso mas interesante.)

b) Supongamoslo cierto para conjuntos de n caballos, y sea C = {c1,ca, ...,
Cn, Cnt1} un conjunto con n+ 1 caballos. Por la hipétesis de induccion,
los n caballos del conjunto C' = {cy,...,c,} tienen el mismo color, y
lo mismo sucede con los n caballos del conjunto C" = {ca, ..., chi1}.
Como ¢, estd en C' y en C”, todos los caballos de C' tienen el mismo
color que ¢, y por tanto son todos del mismo color.

Como todos hemos visto caballos de al menos dos colores, jdonde esta el
fallo de esta “demostracién” ?

1.2. Conjuntos

La nocion intuitiva de conjunto constituye un elemento basico de nuestro
lenguaje. Una biblioteca es un conjunto de libros; los jugadores de un equipo
de futbol forman un conjunto; también lo son los andaluces de Jaén o los
buscadores de setas.

Lo que quizé no es tan conocido es que las matematicas (y por tanto
toda la ciencia) se basa, finalmente, en la Teoria de Conjuntos. Al menos ese
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es el suenio reduccionista que ha ocupado, y sigue ocupando, a una cantidad
importante de matematicos. He aqui algunos nombres especialmente signi-
ficativos: Frege, Russell, Cantor, Zermelo, Boole, Hilbert, Godel, Turing. . .

La historia de la Teoria de Conjuntos se inicié con las investigaciones de
Cantor sobre la unicidad de los desarrollos trigonométricos, y pronto deparé
sorpresas y paradojas que obligaron a los matematicos a precisar los concep-
tos y las relaciones existentes entre ellos. El resultado es el edificio magnifico
de la Logica Matematica del siglo XX, con sus implicaciones filoséficas y sus
aplicaciones a la teoria de la computacion.

La notacion a € X es la usual en matemaéticas para designar que a es
un elemento del conjunto X. La letra griega épsilon, escrita de esta manera
especial, €, se reserva exclusivamente para indicar la relacién de pertenencia,
de manera que cuando hay que usar épsilon en otro contexto, suele escribirse
de forma ligeramente distinta:

“para todo € > 0 existe >0, ...”

Un conjunto puede describirse dando la lista de sus elementos. Otro procedi-
miento consiste en presentar una propiedad que los caracterice. Por ejemplo:

X ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,0}

es el conjunto de los diez digitos del sistema de numeracioén decimal; mientras
que el conjunto de los andaluces de Jaén esta formado por todas las personas
censadas en dicha provincia.

La igualdad de conjuntos, X =Y, significa que ambos tienen los mismos
elementos. Es una relacion reflexiva (X =X siempre), y simétrica, (si X =Y,
entonces Y =X ). Es también transitiva por cuanto si X e Y son iguales, e
Y coincide con Z, entonces X y Z son iguales.

La inclusion, X C Y, se da cuando todos los elementos de X lo son
también de Y. Es una relacién reflexiva, por cuanto X C X siempre, y
antisimétrica, ya que si tenemos que X C Y y que Y C X, entonces nece-
sariamente ha de darse la igualdad X =Y . Es también transitiva por cuanto
si X es un subconjunto deY (X CY), eY esun subconjunto de Z (Y C Z),
entonces X es un subconjunto de Z (X C Z).

Un postulado importante es la existencia del conjunto vacio, @, que no
tiene elementos. Otro es que todo conjunto X da lugar al conjunto P(X)
(partes de X ) cuyos elementos son precisamente los subconjuntos de X.
Por ejemplo, si X = {1,2,3,4} entonces

PX) = {@, {1}, {2}, {3}, {4}, {1,2}, {1,3}, {1,4}, {2,3}, {2, 4}, {3,4},

{1,2,3}, {1,2,4}, {1,3,4}, {2,3,4}, {1,2,3,4}}
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De manera que la situaciéon se complica, por cuanto hay muchos conjuntos
interesantes cuyos elementos son asimismo otros conjuntos. La Geometria
nos provee muchos ejemplos: una recta es un conjunto de puntos; un haz de
rectas es un conjunto de rectas; etc.

A veces es preciso considerar situaciones en las que los elementos de un
conjunto son conjuntos, cuyos elementos son también conjuntos, y estos, a
su vez, son conjuntos, etc., formandose torres de longitudes arbitrarias. Pero
entonces hay que tener un cuidado exquisito con las reglas légicas y con el
lenguaje. De otra forma se originan paradojas por el uso indiscriminado e
intuitivo de la nocién de conjunto. Esa fue la leccién que los matematicos que
se preocuparon de los fundamentos aprendieron a principios del siglo pasado.
El resultado, como ya apuntamos antes, fue la creacion del magnifico edificio
de la Légica Matemaética.

A veces, y para no repetir en demasia la palabra conjunto, conviene usar
algunos sinénimos, tales como coleccién o familia. También estd la palabra
clase, aunque esta presenta el inconveniente de que, en algunas teorias mas
sofisticadas que las que vamos a considerar en este libro, tiene un significado
muy preciso y distinto al de conjunto. Por eso es recomendable no hacer uso
de ella.

Dos operaciones importantes entre conjuntos son la unién y la intersec-
cion.

En el caso de dos conjuntos X, Y, la unién, que se designa mediante el
simbolo X UY, es el conjunto de los elementos que pertenecen a alguno de
los conjuntos X oY:

XUY={z|zeXoxeY}

La interseccién, X N'Y, consta de los elementos que estidn en ambos
XeY:
XNY={z|zeXyzeY}

Puede darse el caso de que X e Y no tengan ningtn elemento comin,
entonces su interseccion es el conjunto vacio (X NY = 0) y diremos que son
dos conjuntos disjuntos.

Dado un conjunto, o universo, X, en el conjunto de sus partes, P(X),
podemos definir el importante concepto de complementario: a todo subcon-
junto Y de X le asociamos Y¢ = X — Y (su complementario) que es el
conjunto de los elementos de X que no pertenecen a Y. Usando la notacién
x ¢ Y para designar que x no es elemento de Y, podemos escribir:

Ye={zeX |z¢V}
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Estas tres operaciones (unién, interseccion y complementario) nos per-
miten dotar al conjunto P(X) de una estructura interesante, llamada algebra
de Boole de los subconjuntos de un conjunto.

En varios capitulos de este libro se profundizara en el estudio del dlgebra
de Boole, y en las nociones de relaciéon de equivalencia y conjunto cociente.
También se estudiaran: tipos de funciones (inyectiva, sobreyectiva, biyectiva);
el concepto de equipotencia de conjuntos (Teorema de Schroeder-Bernstein);
la nocién de nimero cardinal (numerabilidad e hipétesis del continuo); las
paradojas y la necesidad de una axiomética (el sistema de Zermelo-Fraenkel).

Otra operacién importante es el producto cartesiano, que pasamos a des-
cribir.

Producto cartesiano. Dados dos conjuntos no vacios, W y Z, su producto
cartesiano, W x Z , es el conjunto de todos los pares ordenados, (w, z), forma-
dos por un primer elemento w de W, y un segundo elemento z perteneciente
al conjunto Z:

WxZ={(wz) | weW zeZ}.

El par ordenado (w, z) tiene dos elementos, pero es distinto del conjunto
{w, z} que ambos constituyen. La razén estriba en que los conjuntos {w, z}
v {z,w} son idénticos por tener los mismos elementos, pero (w,z) y (z,w)
son pares ordenados diferentes (salvo, claro estd, en el caso w = z). Una
definicién plausible de par ordenado como conjunto es la siguiente:

(a,b) € {{a},{a,b}}.

Es decir, el par ordenado (a,b) es un conjunto con dos elementos: el primero
es el conjunto {a}, cuyo tnico elemento es el primero del par; mientras que
el segundo, {a, b}, es el conjunto cuyos miembros son las dos componentes
del par. De esta sencilla manera conseguimos asimetria entre los dos elemen-
tos ya que

(b,a) = {{b},{a,b}} es distinto de:

(a,b) = {{a},{a,b}} excepto cuando a = b.

Si ambos conjuntos, W y Z, tienen un nimero finito de elementos,
entonces el niimero de elementos de W x Z, su cardinal, es igual al pro-
ducto de los cardinales de W y Z:

Z=A{z,...,2n}
W ={wy,...,wn}
WXZZ{(wjazk) | j=1,...,m;k::1,...,n}
card(W x Z) =m x n = card(W) x card(Z).
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Empero en muchas ocasiones interesantes los conjuntos W y Z pueden ser
infinitos y, en este caso, la cuenta anterior nos llevard a manejar la aritmética
de los cardinales infinitos.

Si en vez de dos conjuntos dispusiéramos ahora de un ntimero finito de
ellos, Wy, ..., W, el producto cartesiano

Wi x--xW, = {(wl,...,wn) | wi € Wi,...,wy EWn}
es el conjunto formado por todas las n—uplas ordenadas, (w1, ..., wy,), tales
quew; € Wy, 7=1,...,n.

La definicion precisa puede hacerse por induccién:
Wi xWy=Wp X X Wyoq) x W,
Cabria también la posibilidad simétrica de definir
Wix-oooxW,=W; x (Wy x---xW,),

en cuyo caso obtendriamos un conjunto equivalente (biyectable) con el an-
terior:

(w1, (wa,...,wy)) +— ((W1,..., Wp—1), Wy ).
La demostracién la dejamos como ejercicio al lector.

Otra posibilidad interesante es definir directamente una n—upla ordenada
como un conjunto:

(wi,...,wy) = {{wl}, {{wr, wa}}, {{{w1, w2, ws}}},...
ey {{ . -{{wl,wg, e ,wn}} .. }}}

siendo entonces W1 x ... x W, el conjunto de todas las n—uplas ordenadas
(wi,...,wy,) tales que wj € Wj, Vj.

El lector puede entretenerse en analizar la equivalencia de estas distin-
tas definiciones en el sentido de generar conjuntos con el mismo nimero de
elementos.

Anaélogamente al caso de los pares ordenados, también una n—upla orde-
nada es un conjunto:

(wi,...,wp) = (w1, (wa,...,wy)) = {{wl}, {wy, (wa, ... ,wn)}}.

Si cada componente, W, es un conjunto finito, entonces también lo serd
el producto, Wi x --- x W, de forma que:

card(Wy x -+ x Wy) = H card(Wy,).
k=1
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Si alguno de los conjuntos, W;, fuese vacio, entonces no cabe la cons-
truccion anterior, pero podriamos convenir que, en ese caso, el producto
cartesiano es también vacio. Resulta una extensién un poco pedante, pero
tiene la virtud de que podemos considerar el producto cartesiano de n con-
juntos, Wy x --- x W, sean vacios o no. Basta con que uno de los factores
sea el vacio para que también lo sea su producto. En caso contrario los ele-
mentos del producto cartesiano son las n—uplas ordenadas (w1, ..., wy,), con
wj € Wi paraj=1,...,n.

No obstante, en las matematicas, hay muchas situaciones interesantes que
nos llevan a considerar el producto cartesiano de una infinidad de conjuntos:

11w

el

Es decir, un producto sobre un conjunto infinito de indices, I. Un ejemplo
es cuando I son los niimeros naturales, N; otro cuando I son los niimeros
reales.

Un elemento del producto [];c; Wi podriamos designarlo con la misma
notacién de las n—uplas ordenadas como: (w;);er y consiste en una funcién
(ver §1.5) w: I — |JW; con la propiedad de que Vi, w; = w(i) € W;.

Pero cuando tratamos con el infinito el panorama se complica algo:

;Puede ser vacio el producto cartesiano de infinitos conjuntos
distintos del vacio?

A primera vista parece una pregunta de perogrullo, cuya respuesta es
obviamente “negativa”. Pero no es tan facil: Senalar a un elemento del produc-
to cartesiano equivale a escoger un elemento en cada conjunto W;. Es decir,
hacer infinitas elecciones, una para cada conjunto; y eso, piénsese en el caso
I = R = conjunto de los nimeros reales, no es una consecuencia de los
postulados que hemos ido detectando. En realidad se trata de uno nuevo,
llamado axioma de eleccién, que tiene consecuencias nada inocentes, como
iremos descubriendo més adelante. Elegir en el caso de infinitos conjuntos
resulta a veces muy complicado.

Bertrand Russell, quien dedicé mucho tiempo a dilucidar estas cuestiones
de Logica Matematica, gustaba describir esta situacién con un ejemplo:

Si tenemos una coleccién de pares de zapatos es muy facil
elegir uno de cada par (el del pie derecho, por ejemplo), pero la
situacion se complica en el caso de parejas de calcetines.
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Ejercicios

1) Demostrar que para todo conjunto X se tiene que O C X y que X C X.
2) Demostrar que si X C Y entonces P(X) C P(Y).
3) Elabora la lista de todos los subconjuntos de X = {0,1,2,3,4}.

4) Demostrar por induccién que si un conjunto tiene exactamente n elemen-
tos, entonces tiene 2" subconjuntos.

5) Demostrar que P(X NY) =P(X)NPY).

6) Demostrar que P(X)UP(Y) C P(XUY), y dar un ejemplo que muestre
que, en general, ambos conjuntos son distintos.

7) Demostrar que (Y NZ)*=Y°UZ¢ y que (Y UZ)*=Y°n Z°.

8) Demostrar la identidad:

(XUY)N(ZUW)=(XNZ)UXNW)U(Y NZ)U (Y NW)

9) ;Cuéantos elementos tiene el conjunto P(P(P(P(P(D))))) 7

Fijado el conjunto X (nuestro universo) podemos representar graficamente
el algebra P(X) por medio de los llamados diagramas de Venn.

La idea consiste en asignar al conjunto universal X un conjunto de puntos
del plano, por ejemplo un rectiangulo, de manera que los puntos de X se
corresponden con los puntos de dicho rectangulo. Los subconjuntos de X

son entonces subconjuntos de puntos. X

1

~L -

Esta figura representa al conjunto A (rayado verticalmente) y al B (raya-
do horizontalmente). La interseccién, A N B, se corresponde con la regién
doblemente rayada, mientras que la unién, AU B, es la regién rayada de
alguna manera (horizontalmente, verticalmente o ambas).

Los diagramas siguientes ilustran, respectivamente, las nociones de in-
clusion (A C B) y complementario, AU A° =X, AN A= O:
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X X

~
o, A

Ejercicios
1) Dibujar diagramas de Venn para ilustrar las relaciones siguientes:

1. AU(BUC)=(AuB)UC

2. AN(BNC) = (ANB)NC
3. AUB=BUA

4 ANB=BnNA

5.

Au(BNC)=(AUB)N(AUC)

Sl

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
(AUB)¢ = AN B°
(AN B)¢ = A°UB°

© % N

AUA =X
10. ANAS =0
11. (A=A

2) Sean S={1,2,3,4,5},T={3,4,5,7,8,9},U={1,2,3,4,9}, V={2,4,6, 8}
subconjuntos del conjunto N (de niimeros naturales). Calcular:
a) SNU c) (SuU)NV e) (UUVUT)\S

b) (SNT)UU d) (SUV)\U £) (SUV)\ (T ND)

3) Dados los subconjuntos S y T en el ejercicio 2, indica cuéles son los
elementos del conjunto S x T y observa que es un subconjunto de N x N.

4) Siguiendo la notacion del ejercicio 2, calcula los siguientes subconjuntos
de N x N:

(@) (S xV)\(T xU) (b) (S\T) x (V\U)

5) Probar las siguientes férmulas para subconjuntos S, T, U y V de un
conjunto X . (Indicacién: Los diagramas de Venn pueden ser muy titiles para
aclarar las ideas, pero no sirven para dar una demostracion).
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a) (S\T)U(T\S) =(SuT)\(SNT)

b) S\ (TUU) = (S\T)N (S\U)

¢) S\(TNU)=(S\T)U(5\U)

d) (S\T)x (U\V) = (SxU)\[(SxV)U(T xU)]
e) (SUT)xV=(SxV)u((TxV)

6) Calcula el conjunto de partes del conjunto vacio.

7) Demuestra que si T' es un conjunto finito con n elementos, entonces P(T')
(conjunto de partes de T') es un conjunto con 2" elementos.

8) Calcular el conjunto de partes del conjunto de partes de T = {1,2}
(ie. P(P(T))).

9) Escribir los conjuntos de partes de los siguientes conjuntos:

(@) {1,0,{a,b}}  (b) {s,2,0}  (¢) {0,{0},{{0}}}

10) Sea S = {a,b,c,d}. T = {1,2,3}, y U = {b,2}. ;Cuales de las siguientes
afirmaciones son verdaderas?:

(1){a} € S (2)ae S (3){a,c} C S
(4)0es (5) {a} € P(S)  (6){{a},{a,b}} CP(S5)
(M{a,c,2,3} cSUT (@B)UCSUT 9)besSNU
(10){b} c SNU 1n){1,3yerT (12){1,3} CcT
(13){1,3} e P(T) (14) 0 € P(S) (15) {0} € P(S5)
(16) © C P(S5) (17) {0} C P(S)

11) Probar o demostrar que son falsas las siguientes afirmaciones:
(a) P(AUB) =P(A)UP(B) (b) P(ANB)="P(A)NP(B)
(¢) P(A\ B) = P(A)\ P(B)

o
12) Verdadero o falso: Si S1, Sa, ... son conjuntos de enteros y si |J S; =Z,
j=1
entonces uno de los conjuntos S; debe tener infinitos elementos.
13) Verdadero o falso: Si Si, Sz, ... son conjuntos de niimeros reales, y
o0

si |J S; =R, entonces uno de los Sj debe tener infinitos elementos.
Jj=1
En los cuatro ejercicios siguientes: A es un conjunto arbitrario de indices
vy para cada o € A, S, es un conjunto; T es un conjunto cualquiera.
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14) Probar las siguientes igualdades (donde © denota el complementario en
un universo U):

(1) ( QASa)C = U 5 (2) (U Sa)*= M Sa°

acA aEA aEA

B)TN(U Sa)= U (T'NSa) (4) TU() Sa) = N (T'USa)

acA acA a€cA a€cA
15) SiT C S, para todo o € A, entonces T' C NpeaSa

16) SiT O S, para todo o € A, entonces T' D UneaSa

17) Decimos que los conjuntos S, son disjuntos si Ng S = O; y que son
disjuntos dos a dos si So NSz = O cuando « # (. Explicar la diferencia
entre los dos conceptos y dar ejemplos.

Una relacion binaria R en un conjunto no vacio X determina una familia
A de pares ordenados, o elementos del producto cartesiano X x X, que
satisfacen precisamente esa relacion:

ARD (a esta relacionado con b) si y solo si (a,b) € AC X x X.
Ejemplos:
i) X = { espanoles }. La relacion a R b significa que ambos, a y b, nacieron

el mismo dia del ano, aunque quizas en anos distintos.

ii) X = { andaluces }; a R b si y solo si ambos, a y b, habitan en la misma
provincia.

iii) X = { tridangulos planos }; o R T si y solo si son triangulos semejantes.
iv) X = { lineas rectas del plano }; r R s si y solo si son perpendiculares.

Siguiendo el punto de vista segin el cual todo es un conjunto (“conjunto
es todo lo que es, pero el de todos no es”), definir una relacion R en X
equivale pues a identificar un subconjunto A del producto cartesiano X x X.
Habré pues tantas relaciones como elementos de P(X x X).

No obstante, entre todas las relaciones que pueden establecerse en un
conjunto X las hay que tienen un interés especial:

Definicion. La relaciéon R dada por el conjunto de pares ordenados A C
X x X es de equivalencia si posee las propiedades siguientes:

i) Reflexiva: Para todo elemento a € X se verifica que (a,a) € A. En
otras palabras, todo elemento esta relacionado consigo mismo.

ii) Simétrica: Si (a,b) € A, entonces (b,a) € A. Es decir, si a estd rela-
cionado con b, entonces b lo esta con a.

iii) Transitiva: Si (a,b) € Ay (b,c) € A, entonces, necesariamente, también
(a,c) € A.
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Ejercicio 1. Discernir cuales de los ejemplos anteriores son relaciones de
equivalencia.

Una relacién de equivalencia definida en el conjunto X origina una par-
ticion de X en una familia, {X;}, de subconjuntos disjuntos, X; N X; = O
sii # 7, UX; = X. De manera que en cada X; se encuentran todos los
elementos que estan relacionados entre si. En el lenguaje de las matematicas
se dice que la relacién de equivalencia da lugar al conjunto cociente X/ R
formado, precisamente, por todas esas clases de equivalencia, disjuntas dos
a dos.

Se trata de un poderoso mecanismo de construccién de objetos mas com-
plejos, clases de equivalencia, a partir de un conjunto dado, que serd amplia-
mente utilizado a lo largo de este libro en la construccién de las diversas
clases de niimeros: enteros, racionales, reales y complejos.

En cierta medida, podriamos decir que los capitulos sucesivos representan
un homenaje a este procedimiento. No obstante, atin a riesgo de adelantarnos
un tanto a la muy bésica construccién de los niimeros, podemos entrenarnos
en los ejercicios siguientes.

Ejercicios
1) Hemos definido una relacion R en un conjunto A a partir de un subcon-
junto Sg C A x A.

i) Definir en A = {a,b,c} una relacion R que sea de equivalencia y que
no sea la identidad.

ii) Hallar la particion en A definida por la relaciéon en i).

2) Definir una particién en A = {a,b,c} y describir el subconjunto Sg C
Ax A correspondiente a la relacion de equivalencia asociada a dicha particion.

3) Sea R una relacion definida en un conjunto X . Demostrar que R es una
relacion de equivalencia <= ‘R satisface las dos propiedades siguientes:

i) Para todo x € X existe un a € X tal que aR x.
ii) aRbyaRe=0bRe.

4) Considerar la relaciéon sobre Z definida por: (m,n) € R < m+n es par.
Demostrar que es una relacién de equivalencia. Describir las clases de equiva-
lencia y el conjunto cociente.

5) (Véase la seccién 3.1.) (a) Sea 3Z = {3k | k € Z}. Considerar la relacién
sobre Z definida por: (m,n) € R < m —n € 3Z. Demostrar que es una
relacién de equivalencia. Describir las clases de equivalencia y el conjunto

cociente. Al conjunto cociente de esta relacién lo denotamos por Z /37 (se
lee “Z maédulo 37).
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(b) En general, fijado un entero positivo b, definimos bZ = {bk | k € Z}
y consideramos la relacion sobre Z dada por (m,n) € R < m —n € bZ.
Demostrar que es una relacién de equivalencia. Describir las clases de equiva-

lencia y el conjunto cociente. Al conjunto cociente de esta relacién lo deno-
tamos por Z/bZ (se lee “Z médulo b”).

6) Considerar la relacién sobre Z.x (Z\{0}) definida por: (m,n) R (m/,n) <
mn' = m'n. Probar que es una relaciéon de equivalencia. ;Puedes describir
las clases de equivalencia y el conjunto cociente?.

7) Consideramos ahora la relacion sobre ZxZ definida por: (m,n) R (m/,n’) <
mn’ = m'n. ;Es esta relacién una relacién de equivalencia?

8) Considerar la relacién en Z x Z definida por (m,n) R (m/,n’) & m+n’ =
m’ + n. Probar que es una relacién de equivalencia. ;Puedes decribir las
clases de equivalencia? j Puedes identificar cada clase de equivalencia con los
elementos de algin conjunto de forma que te ayude a describir el conjunto
cociente?

9) Definimos en Q la siguiente relacién: xRy <= existe h € Z tal que
x —y = h. Estudiar si es una relacién de equivalencia y, en caso afirmativo,
describir las clases del 0 y de 1/2, el conjunto cociente y decidir si 2/3 y 1/3
pertenecen a la misma clase.

10) Definimos en Q la siguiente relacion: xt Ry <= existe h € Z tal que
T = % Estudiar si es una relacién de equivalencia y, en caso afirmativo,
describir el conjunto cociente y decidir si 2/3 y 4/5 pertenecen a la misma
clase.

11) Considerar la relacién definida sobre el plano R? por (z,y) R (2',y') <=
y =y'. Probar que es una relacién de equivalencia. ;Puedes identificar cada
clase de equivalencia con los elementos de algiin conjunto de forma que te
ayude a describir el conjunto cociente?

12) Considerar la relacién definida sobre el plano R? por (z,y) R (z',y')
si x — 2’ es un entero e y — 3y’ es un entero. Probar que es una relacién de
equivalencia. ; Puedes identificar cada clase de equivalencia con los elementos
de algtin conjunto de forma que te ayude a describir el conjunto cociente?

13) Considerar la relacién definida sobre el plano R? por (z,y) R (2',y) <=
d((z,y),(2',y")) < 1, donde d indica la distancia usual entre dos puntos
del plano. Estudiar si es una relacion de equivalencia y en caso afirmativo
describir las clases de equivalencia.

14) Considerar la relacién definida sobre el plano R? por (z,y) R (z',y) <=
xy = x'y’. Estudiar si es una relacion de equivalencia y, en caso afirmativo,
describir las clases de equivalencia.

15) Sea A un conjunto y B un subconjunto de A. En P(A) se considera la
siguiente relacién: Dados X,Y € P(A), X RY <= XNB =Y NB. Estudia
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si es una relacion de equivalencia, en caso afirmativo describe el conjunto
cociente.

16) Sea S el conjunto de todos los seres humanos. Sean x,y € S. Deci-
mos que x esta relacionado con y si © e y son hermanos (o sea, tienen la
misma madre y el mismo padre). Probar que es una relacién de equivalencia.
. Qué son las clases de equivalencia?

17) Sea S el conjunto de todos los seres humanos. Sean x,y € S. Decimos
que x estd relacionado con y si x e y tienen al menos un progenitor en comun.
. Es una relacién de equivalencia? Justificar la respuesta.

Si sustituimos la propiedad simétrica por la
Antisimétrica: a Rb y bR a implica que a = b

diremos que tenemos una relacién de orden en el conjunto X, que es una
generalizacién, o trasunto, del conocido orden < entre los niimeros.

En el capitulo séptimo se estudian con detalle las relaciones de orden en
un conjunto: orden total; orden parcial; cotas; extremo superior e inferior;
elementos maximales; el axioma de eleccién, el lema de Zorn y el principio
de buena ordenacién; la existencia de conjuntos no medibles (Lebesgue) y
la paradoja de Banach-Tarski. El tratamiento de estos tltimos temas no
incluira las demostraciones, pero si la descripcion de estos interesantes hechos
matematicos y el papel que desempenan.

1.3. Proposiciones

Este barbero afeita a todos los individuos
del pueblo que no se afeitan ellos mismos:
;se afeita el barbero a si mismo?

B. Russell

Suele decirse que la cortesia de un matemdatico reside en la claridad y
en la precisién. Comparado con los modos de expresion de otras disciplinas,
maés barrocos y caéticos, el lenguaje de las matematicas resulta sobrio y,
desde luego, preciso. No obstante, puede llegar a convertirse en una barrera
dificil de franquear si se carece de la destreza adecuada para el manejo de
los modos de razonamiento y de los conceptos involucrados.

Empero, el lenguaje es un asunto que permite enfoques muy distintos,
uno de esos temas a los que se ha puesto de moda llamar poliédricos. Podemos
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invocar, por ejemplo, la conocida frase de Galileo: “El gran libro de la natu-
raleza puede ser leido solo por aquellos que conocen el idioma en que estd
escrito, que es la Matematica”. Pero también podriamos analizar su influencia
en el habla cotidiana. En espanol tenemos expresiones tales como: salirse por
la tangente; llevar vidas paralelas; tener intereses ortogonales; pasar de la
alegria a la tristeza sin solucién de continuidad; incurrir en circulo vicioso;
desempenar cargos homdlogos; sostener que algo esta tan claro como que dos
y dos son cuatro; o ese multiplicate por cero, que han puesto de moda los
dibujos animados de la televisién.

La etimologia de los términos matemadticos es, a menudo, también muy
interesante. He aqui algunos ejemplos: dlgebra, del término arabe Al-jbr,
que significa restauracion; azar, del arabe Zahar, que significa flor, y tam-
bién dado; hipotenusa, del griego hypotéinusa, participio pasado femenino de
hypoteino (yo tiendo una cuerda); elipse, del griego élleipsis (insuficiencia);
capictia, del catalan cap-i-cua (cabeza y cola); logaritmo, del griego logos,
razon, y de Arithmos, nimero; martingala, del francés Martingale, cincha
del caballo; seno, del sdnscrito Jya-ardha, que los indios simplificaron como
Jya o Jiva, pero que escribieron en la forma jb. Posteriormente se le dio la
interpretacién Jaib, que significa seno, ubre, y que fue traducido al latin por
sinus.

La lengua y las mateméticas son los pilares de la ilustracién. El estudio de
las matematicas conlleva la adquisicion, y el uso, de un lenguaje extremada-
mente preciso, donde no cabe la ambigiiedad.

En las matematicas se formulan proposiciones acerca de objetos tales
como: nimeros reales, funciones continuas o tridngulos del plano. Son fér-
mulas bien hechas, para las que hay un sentido inequivoco de decir si son
verdaderas o falsas. Ejemplos de proposiciones son las siguientes:

1) /2 es un niimero irracional.

2) En un tridngulo rectdngulo la suma de los cuadrados de los catetos es
igual al cuadrado de la hipotenusa.

3) Toda funcién continua es diferenciable en algun punto.

4) Todo par mayor que dos es la suma de dos niimeros primos.

5) V2 es mayor o igual que 3 0 3 es mayor que /2.

6) V2 es mayor o igual que 3 y 3 es mayor que /2.

7) Existen dos numeros irracionales, v y s, tales que r® es racional.
8) Existen niimeros reales que no son computables.

9) Todo mapa del plano puede ser coloreado con 4 colores.

Naturalmente de lo que se trata es de saber cudles son verdaderas y cuéles
son falsas.
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La primera es verdadera y su demostracion, como ya mencionamos en el
proélogo, se encuentra en los Elementos de Euclides y se atribuye a Hipaso
de Metaponto, un miembro de la escuela pitagérica, quien, segiin la leyen-
da, pagé con su vida haber hecho tan sorprendente observaciéon que ponia
en tela de juicio el principio pitagoérico de que los niimeros enteros y sus
cocientes eran la esencia del Universo. El descubrimiento de la irraciona-
lidad del niimero /2 (diabolus en muisica) fue, quiza, la primera revolucién
cientifica de la que se tiene noticia.

La segunda es el famoso Teorema de Pitdgoras. He aqui una demostracién
(jsin palabras!) de Chou Ching (200 anos a. de C.).

a b
PRE
a
b[TZeH b
S
a?+b*=c?

La proposicién 3 es falsa, pero hubo que esperar a mediados del siglo X1X
para que Weierstrass obtuviera el primer ejemplo de una funcién continua
que carece de derivada en todos sus puntos.

La proposicién 4 es un problema abierto todavia. Fue formulado por
Goldbach, y existe un premio de un millén de délares para quien consiga su
solucién, es decir, decidir si es verdadera o falsa.

Las proposiciones 5 (verdadera) y 6 (falsa) son de una naturaleza distinta
y mantendrian el mismo caracter aunque sustituyésemos los nimeros v/2 y 3
por cualquier otro par de niimeros reales.

La proposicién 7 es verdadera por la siguiente demostracién:
Consideremos el niimero (v/2)V? = t y observemos que tV2 = (v/2)% = 2.
Luego:

(a) Sit es irracional, entonces la proposicion 7 seria cierta tomando

r:t,s:\/ﬁ.

(b) Si t es racional, entonces demostrariamos la proposicion 7 con

r=VZys—3

Como una de las dos alternativas, (a) o su negacion, (b), tiene que ser
cierta (principio del tercero excluido), podemos concluir la verdad de la
proposicién 7.
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Observemos que la demostracion se basa en el hecho de que tanto (a) como
su negacion (b) implican la verdad de la proposicién 7 (jsin que tengamos
necesidad de saber cual de ellas es la verdadera!).

La proposicion 8 es cierta y su demostracion la analizaremos mas adelante,
cuando estudiemos la equipotencia de conjuntos y la no numerabilidad del
continuo en el capitulo 5. Por el momento digamos que un nimero es com-
putable si podemos escribir un programa de ordenador que nos dé cualquier
cifra que queramos de su desarrollo decimal. Comoquiera que los programas
de ordenador son textos finitos con nimero finito de simbolos (por ejemplo
las letras del alfabeto), pueden ponerse en fila por orden lexicogréfico: a, b,

.., 7z, aa, ab, ..., zz, aaa, aab, ..., zzy, zzz, ... Por lo tanto los ntimeros
computables también pueden ponerse en fila (son numerables).

Ahora bien, desde los trabajos de G. Cantor (ver capitulo 5), sabemos
que los nimeros reales, los puntos de la recta real, no son numerables, no
pueden ponerse en fila y, por lo tanto, hay niimeros reales (la mayoria) que
no son computables. Luego la proposicién 8 es cierta.

La proposicién 9 fue, desde su formulacién en el siglo XVIil hasta que se
encontré la demostracién en 1974, una conjetura famosa, objeto del deseo
de las matematicas durante todo ese periodo. Dado un mapa del plano,
formado por regiones poligonales, se trata de colorearlo de manera que dos
regiones que tengan frontera comiin (es decir un trozo de poligonal) reciban
colores distintos. El mapa siguiente demuestra que al menos cuatro colores
son necesarios:

En la otra direccion, el trabajo ingenioso de muchos matematicos logré
demostrar que 5 colores son siempre suficientes. Pero, ;jdonde esta la verdad?
. Cual es el niimero minimo de colores que es suficiente para colorear cualquier
mapa del plano?

La respuesta es 4 pero la demostracion lograda por K. Appel y W. Haken
en 1976 necesité la ayuda de 3 ordenadores para decidir un conjunto residual,
finito pero enorme, de casos. Se trata de un salto cualitativo importante en la
evolucién del concepto de “demostraciéon matematica” que todavia es objeto
de polémica y discusion.

En algunas dreas especiales de las matematicas es necesario desarrollar
un lenguaje extremadamente preciso para poder discernir las sutilezas logicas
involucradas. Afortunadamente, en el resto, que incluye la actividad de la
mayoria de los matematicos, basta con unas pocas precauciones de uso del
idioma comun (el espafniol en nuestro caso).
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Las proposiciones, que en adelante designaremos con las letras mayts-
culas en cursiva A, B, C, D, £, ..., pueden encadenarse unas con otras,
a través de las conjunciones “o”, “y”, de la negacién “no A” y de las frases
condicionadas (implicacion: =) para dar lugar a nuevas proposiciones.

Dadas dos proposiciones A, B, la conjuncion, o producto légico, “A y B,
que designaremos también por medio del simbolo A A B, es la proposicién
cuya verdad equivale a la de ambas, A y B: AN B es verdadera si y solo si
A es verdadera y B es verdadera.

Ejemplo 4: Supongamos que A es la proposicion “v/2 es irracional” y que
B reza “v/2 < 3”. Entonces, A A B seria la proposicion: “v/2 es irracional y
menor que 3”.

En este caso A N B es verdadera, porque lo son las dos proposiciones A
v B. Pero hubiese bastado que una de ellas fuera falsa para que también lo
fuese A A B. Tal es el caso de AN C siendo C: “v/2 < 17 A pesar de seguir
siendo A verdadera, A N\ C es falsa por serlo C.

La suma logica, AV B, A o B, y, también, ora A ya B. La verdad de
AV B conlleva que al menos una de las dos proposiciones, A, B, sea verdadera.
Pero, jojo!, puede ocurrir que ambas, A y B, sean verdaderas (y, por lo tanto,
también AV B).

Esta situacion discrepa a veces del uso que la disyuncion tiene en el
lenguaje comtin. Asi la expresion “llovera o jugaremos al fitbol”, suele inter-
pretarse, normalmente, como que ocurrird una de las dos situaciones, exclu-
yendo la otra. Sin embargo, “bailaré con una rubia o con una chica vestida
de rojo”, no excluye el caso de que se den ambas circunstancias. La expresién
“manana lloverd o estard nublado”, no impide tampoco que ocurran ambos
fenémenos.

En el espanol coexisten ambos usos, excluyente y no excluyente, de la con-
Jjuncién disyuntiva “o”. El lenguaje matemético no puede permitirse esa ambi-
gliedad y se opta por la versién no excluyente en todos los casos. De manera
que la verdad de la proposicion AV B (A o B), significa que una de ellas
(o ambas) es verdadera.

La negacion de A (que se designa =.A o “no A”) es la proposicién cuya
verdad o falsedad equivale, respectivamente, a la falsedad o verdad de A.
En este caso el uso del lenguaje habitual coincide con el del matemaético.

Ejemplo 5: La negacion de “\/2 es irracional” seria “v/2 no es irracional”.

Finalmente tenemos las proposiciones condicionadas o implicaciones, que
son fundamentales en las cadenas de razonamientos que componen las demos-
traciones. Responden a expresiones del tipo: si A entonces B (A = B,
A implica B). Si la proposicién A es verdadera, entonces también lo es B:
La proposiciéon A = B se define como (- A) V B.
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Ejemplo 6: Si todo nimero par mayor que 4 es la suma de dos primos,
entonces todo impar mayor que 7 es la suma de tres primos.

En este caso tenemos las proposiciones:

A: “Todo par mayor que 4 es la suma de dos primos”.
B: “Todo impar mayor que 7 es la suma de tres primos”.

La demostracion de A = B se puede hacer de la manera siguiente:

Sea n un impar mayor que 7. Entonces n — 3 es un par mayor que 4.
Suponiendo que A es verdadera, podemos escribir n —3 = p+q, donde
p y q son nimeros primos. Por lo tanto, n = 3 + p + q es la suma de
tres nimeros primos.

Obsérvese que el argumento anterior es una demostracion rigurosa de
A = B. Sin embargo no nos dice nada acerca de si A o B son verdaderas
o falsas. De hecho todavia no sabemos si A lo es pues se trata de la famosa
conjetura de Goldbach, que sigue siendo un problema abierto. En cuanto a B,
usando métodos analiticos muy potentes, se ha demostrado que todo niimero
impar suficientemente grande (mayor que un cierto ng) puede escribirse como
suma de tres primos. Pero las cotas obtenidas para ng no permiten, por ahora,
abordar uno a uno los casos residuales, incluso con la ayuda del computador.

En el caso de que tengamos la doble implicacion, (A = B) y (B = A),
diremos que las dos proposiciones son equivalentes: A <= B. En esta

situacion la verdad o falsedad de A equivale, respectivamente, a la verdad o
falsedad de B.

Tablas de verdad. Un instrumento para analizar las proposiciones com-
puestas de otras a través de los conectivos consiste en estudiar su tabla de
verdad, es decir, la tabla de los valores V = verdadero y F' = falso que toma
cuando consideramos todas las posibilidades, V', F', de las proposiciones que
la constituyen.

Ejemplos:
A|B|AVB| |A|B|ANB| | 4| B ]| {a= B)E [(—avB)
VIV Vv VIV Vv VIV %
VI F V VI F F VI|F F
FlV] V F|V]| F FlV vV
F\|F F F\|F F F|F |4
A=A AV (=4 A=A AA(=A)
V| F Vv V] F F
F|V Vv F|V F
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Las dos tultimas tablas resultan notables por cuanto el valor de esas
proposiciones compuestas es siempre el mismo, independientemente del valor
que tomen las proposiciones constituyentes: AV (=A) es siempre verdadera
(principio del tercero excluido), mientras que A A (—A) es siempre falsa
(principio de contradiccion). Una proposicion compuesta que es siempre ver-
dadera, cualquiera que sean los valores, verdadero o falso, que tomen sus
componentes, recibe el nombre de tautologia.

Dos proposiciones B y C formadas a partir de las proposiciones Az, ..., Ay
son equivalentes si ambas tienen la misma tabla de verdad. Obsérvese que
en este caso tanto (—B) V C como (—C) V B son siempre ciertas. Es decir, al
tener la misma tabla de verdad se verifica la doble implicacién: B = C y
C =B.

Ejemplo 7: Las proposiciones =(AV B) y (=A) A (=B) son equivalentes.
Su tabla de verdad es:

A| B -A|-B|AVB|-(AVB) | (~A) A (-B
ViV | F F Vv F F
VIF| F Vv Vv F F
F|\V |V F Vv F F
FIF|V |V ]| F v v

Ejercicios

Demostrar las siguientes equivalencias.

1) ANB < BANA.
2) AVB < BV A.
3) —A = A

4) AN(BAC) < (ANDB)AC.
5) AV(BVC) < (AVB)VC.
6) AN(BVC) < (AANB)V(ANAC)
7) AV (BAC) <= (AVB)A(AVC)

8) ~(AVB) < ~AA-B.
9) ~(AAB) < —AV -B.

Dada A = B, la implicaciéon B = A se llama su reciproca; mien-
tras que - A = —B es la contraria. La implicacién =B — -A es la
contrarreciproca.

10) Demostrar que toda implicaciéon es equivalente a su contrarreciproca.
11) (Modus ponens) Escribir la tabla de verdad de (AN (A= B)) = B.
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Si puedes mantener serena la cabeza
cuando todos la pierden y te culpen a ti.

Si aunque nadie en ti crea, te basta tu certeza,
pero dejando un margen para la duda en si.

Si puedes esperar y no desesperarte,
¥y, por mas que te mientan, no mentir a tu vez.

Si puedes ser odiado y no odiar por tu parte,
vy no mostrar, con todo, ni orgullo ni altivez.

Si suenas, y los suefios no te marcan el paso.
Si piensas, y la idea no es tu meta final.

Si puedes aceptar el triunfo y el fracaso,
v a esos dos impostores tratarlos por igual.

Si puedes soportar que aquello que afirmaste,
sirva, manipulado, a una oscura ambicion.

O ver roto el proyecto al que tu alma entregaste,
v volver a erigirlo con el mismo teson.

Si puedes, cuanto fuiste cosechando en la vida,
jugartelo a esa carta que te asigné el azar.

Y perder, y volver al punto de partida,
sin que nadie te escuche siquiera protestar.

Y si es tu corazén tan valiente, que puede,
cuando sin fuerzas yaces, hacerte resistir.

E impedir que claudiques cuando nada te quede,
salvo la voluntad firme que te empuja a seguir.

Si para hablarle al pueblo no bajas un peldano,
ni al hacerlo con reyes, pierdes la sensatez.

Si ni el amor ni el odio pueden hacerte dafio,
¥y ni a pocos complaces, ni a todos a la vez.

Si puedes rellenar el minuto vacio

con sesenta segundos que no olvides jamas,
tuyos seran los frutos de la tierra, hijo mio,
v ti serds un hombre: no se puede ser mas.

Rudyard Kipling
(If)
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Demostrar la verdad de la proposicion A es equivalente a probar la
falsedad de su negacion, —~A. Esta estrategia recibe el nombre de reduc-
cién al absurdo y es un método poderoso que ya utilizaron los griegos hace
veintiséis siglos en la demostracion de la irracionalidad de v/2.

Ejemplo 8: A: /2 es irracional.
Supongamos la verdad de —.A: V2 es racional. Entonces existen dos
enteros a, b (que podemos suponer sin factores comunes, o primos entre si)

de manera que :
a

Elevando al cuadrado obtenemos que a®> = 2b?, por lo que el namero a tiene
que ser par: a = 2c. Sustituyendo en la ecuacién anterior obtenemos ahora
la identidad: b = 2¢? y, por tanto, b es también un nimero par. Ahora bien,
esto contradice la hipétesis de partida de que a y b eran primos entre si.
Luego la hipétesis de que —A es verdadera resulta ser falsa. Y la falsedad de
- A es equivalente a la verdad de A.

Analizando esta demostracién encontramos dos proposiciones

A : /2 es irracional

a
B:v2= 7 donde a y b son enteros positivos primos entre si.

Resulta que B = —A por las propiedades de la divisibilidad de los enteros.
Entonces:

({{(ﬁA)vB} = ﬂB} :>A> = <ﬂ{ﬂ{(ﬂA)vB} vﬁB} vA)
= ({{cAVBIABlvA) = (BVA) = (~AVA)

que es el principio del tercero excluido, y por tanto siempre cierta.

Una ampliacion importante del calculo de proposiciones lo constituye
el de predicados o funciones proposicionales. Veamos un ejemplo: dada la
proposicién “Carlos es madrileno”; si sustituimos “Carlos” por la letra “X”,
obtenemos “X es madrileno”, que no es una proposicién en el sentido dado
anteriormente al vocablo, puesto que no es verdadera ni falsa. Empero, es
susceptible de convertirse en proposicién cuando en vez de X pongamos un
individuo concreto. Expresiones que contienen variables reciben el nombre
de funciones. Funciones como la del ejemplo, tales que al sustituir la varia-
ble por un individuo se convierten en proposiciones, se llaman funciones
proposicionales o predicados.

En las matematicas tenemos abundantes ejemplos de esta situacion. Por
ejemplo la ecuacion

22 — 32 +2=0 tiene las raicest = 1 y & = 2.
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Luego si nuestro universo es el conjunto de los niimeros reales, el predicado
“r2 —3x 4+ 2 = 07 se convierte en una proposicion verdadera si sustituimos

x por los nimeros 1 o 2, y en falsa para los demaés casos.

Dado un conjunto U (universo) y un predicado A(zx) podemos definir el
conjunto de verdad:

V(A(z)) ={u el : A(u) es verdadera }.

De esta manera establecemos un diccionario para trasladar problemas del
calculo de predicados al dlgebra de los subconjuntos de U, y viceversa.

De particular importancia son los cuantificadores:

El cuantificador existencial (3) postula la existencia de un elemento x
del universo U tal que A(z) es cierta:

dr e U A(x) es cierta.

Dicho de otro modo: el cuantificador existencial predica que

V(A@)) # 0.

El cuantificador universal (V) nos dice que para todo elemento x € U,
A(x) es cierta:

Ve e U A(z) es cierta <= V(A(x)) =U.

Notacién: Cuando en el cuantificador existencial se quiere precisar que existe
un unico elemento, se usa el simbolo 3! x que se lee “existe un tnico z”

Nz A(z) = FzAz)) A ((VxVy (A(z) N A(y))) = z= y)

Ejercicios

Estudiar la verdad o falsedad de las proposiciones siguientes:

1) Vz € R, 2z > z, (R = nameros reales).

2) Vz € N, 3z > z, (N = numeros naturales).
3) dr R, 22 =2.

4) 3z € Q, 2? = 2, (Q = ntimeros racionales).
5) Yz, Ay, y=2* z,y €R.

6) Vo € R, 23 + 722 +1>0.
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7) Escribir, usando los simbolos A, V, =, =, 3, Y, €, C, N, U, los silogismos
aristotélicos:

i) Barbara: Para todos A, B y C: si cada BB es C y cada A es B, entonces

todo A es C.

ii) Celarent: Para todos A, B y C: si ningtin B es C y cada A es B, entonces
ningin A es C.

iii) Darii: Para todos A, B y C: si cada B es C y algun A es B, entonces
algin A es C.

iv) Ferio: Para todos A, B y C: si ningin B es C y algin A es BB, entonces
algtin A no es C.

8) Lo mismo que en el ejercicio anterior pero con los restantes silogis-
mos: Cesare, Camestres, Festino, Baroco, Darapti, Disamis, Datisi, Felapton,
Bocardo, Ferison.

9) Construye las tablas de verdad de las proposiciones:
a)0S; b)—(=S); ¢ SAT; d)SVT; e S = T;
f)S <= T; g (SVT)AV.

10) Construye las tablas de verdad de las siguientes proposiciones:
a) ( SAT)V=(SVT); b)(SVT) = (SAT);
c)(~SVT) <= ~(SA-T); d)(SAN-T) = (T N-S).

11) Observa que las cuatro proposiciones del ejercicio anterior se expresan
en funcion de variables proposicionales S, T'. Por otro lado el valor de verdad
de cada proposiciéon depende de los valores de sus variables. Decimos que una
proposicién en variables S, T, V, ... es una tautologia cuando es verdadera
cualesquiera sean los valores de verdad de las variables; y decidimos que es
una contradiccion cuando es falsa cualesquiera sean los valores de verdad de
las variables.

. Es alguna de las proposiciones anteriores una tautologia?

12) Comprueba que la proposicion
(P = QA-Q)A(QV~(-R = —P))

es una contradiccion.

13) Decir cuéles de las siguientes condiciones son necesarias y cudles sufi-
cientes para que un niimero natural n sea divisible por 6.

a) n es divisible por 3; d) n? es divisible por 6;
b) n es divisibles por 12; e) n es par y divisible por 3;
c) n=24; f) n es par o divisible por 3.
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14) ;Cuales de las siguientes afirmaciones son verdaderas? ;Cuéles son fal-
sas? Justifica las respuestas:

a) Si3-2=6y4+4=S8, entonces 5-5 = 20.

b) Si no ocurre que 3% = 8, entonces 4% = 16.

c¢) Si no ocurre que 32 =9, entonces 4> = 16.

d) Si3-2=6y4+4=7, entonces 5 -5 = 20.
15) Demuestra la equivalencia (logica) de los siguientes pares de proposi-
ciones:

a) SAT es equivalente a T N S.

b) SV T es equivalente a TV S.

¢) =(=S) es equivalente a S.

d) (SAT)ANV esequivalente a SN (T ANV).

e) (SVT)VV esequivalente a SV (T'V V).

f) =(S AT) es equivalente a =SV —T.

g) (S VT) es equivalente a =S N —T.

h) SA(TVYV) es equivalente a (SAT)V (SAV).

i) SV (T ANV) es equivalente a (SVT)A(SVV).

16) Demuestra que S = T es equivalente a SV T y que S = T es
equivalente a =T —> —S.

17) Para cada una de las siguientes proposiciones, formula una légicamente
equivalente usando solo S, T', -~ y V. (Se pueden usar tantos paréntesis como
sean necesarios.)

a) S = T, b) SA(TV=S),

c) (S=T)v(T=29), d) [=(SvT)=S5.

18) Sean A, B, C' tres proposiciones para las que podemos probar que A = B
v B = C son verdaderas. Demuestra que también es verdadera A = C.
;Podemos deducir algo sobre la verdad o falsedad de A, B o C?

19) Sabiendo que P = @ es verdadero y que también es verdadero PV @,
;se puede concluir que P es verdadero?
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20) En las siguientes proposiciones x, y son variables en R (el universo
consiste en el conjunto de los nimeros reales). Traduce cada una de ellas
a frases. Las respuestas no deben contener ningiin simbolo, solo palabras.
(Las formulas de este ejercicio son todas verdaderas, pero no se pide su
verificacion.)

a)Vz((z>0)=Jy(y>0Ay>=2)) c)-3zx(l<a?®<ua)

b) JaVy ((y > z) = (y > b)) d)Vydz(z e RA2® =y +1).

21) Escribe la negacion de las proposiciones del ejercicio anterior.

22) Traduce cada una de las siguientes afirmaciones a simbolos y cuantifi-
cadores. Las respuestas no deben contener palabras.

a) El namero 5 tiene una raiz cuadrada positiva.

b) Todo numero real positivo tiene dos raices cuartas reales y distintas.

23) Explica por qué son verdaderas cada una de las siguientes proposiciones
para cada nimero natural x < 6.

a) r>2 = 2r >4
b) 224+1=0 = 224+2<0
c) 2 +1<0 = x=3

d) 22 —4r+4=0 = z>1.

24) Razona con palabras por qué los siguientes pares de afirmaciones no son
equivalentes en los niimeros naturales.

a) Vedy (z =2yVaoe=2y+1) y JaVy(r =2y Ve =2y+1)

b) Vedy, s <y<z+2yVy, z<y<z+2.

25) ;Cuales de las siguientes afirmaciones son verdaderas? (El universo aso-
ciado a las variables se da entre corchetes.)
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g) Jx (P +22+2+1>0), [R]
h) Va3y (z +y = 0), [R]

i) 3oy (z +y =0), [R]

Jj) VaIyvz (zy = x2), [R]

k) Va3y (z > 0= y? = 2), [R]
1) VoIy (x > 0 = y? = 1), [N]

En el capitulo 8 volveremos a estos asuntos de la légica matemaética.
Las paradojas que aparecieron en la teoria “ingenua” de conjuntos llevaron a
la construccion de “teorias axiomaticas formales” y a la biisqueda de sistemas
de axiomas consistentes, independientes y completos. En mateméaticas no
puede haber ignorabimus, segiin frase famosa de Hilbert. Pero K. Gédel, con
su famoso teorema de incompletitud, puso final al gran suenio reduccionista.
De ahi surgié la “Teoria de la computacién” de A. Turing, y en eso andamos.

1.4. Falacias

. el no haber caido, cuando me interesé por la
filosofia, en manos de ningitin sofista, ni haberme
entregado a los autores, ni resolver silogismos, ni
ocuparme de la mecanica celeste. Pues todo eso
requiere de los dioses y de la fortuna.

Marco Aurelio
(Meditaciones)

Toda demostraciéon matematica involucra cadenas de razonamientos engar-
zados de forma precisa, siendo cada nueva proposicion deducida de las ante-
riores. Pero el discurso cotidiano esta lleno de falacias, algunas son de natu-
raleza l6gica o sintactica, otras son materiales o semanticas. He aqui algunos
ejemplos.

» Argumento “ad hominem”, muy comtn entre ciertos politicos, que con-
siste en hablar en contra del oponente en vez de refutar lo que este
haya dicho: “Vayase Sr. Gonzélez”; “Ud. Sr. presidente del gobierno es
un tahtur del Mississippi”; “Y tu, enano, habla castellano”.

s “Secundum quid”: “A dicto simpliciter ad dictum secundum quid”.
De un dicho tomado muy a la ligera, con demasiada simplicidad: de
que en Espana haya corridas de toros no puede deducirse que todos los
espafioles seamos toreros.

» “Ad verecundiam”: Querer probar una proposiciéon basandose en la
autoridad de las personas que la sustentan. Muy utilizado entre los
padres de las diversas iglesias.
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» “Ad ignorantiam”: Cuando se intenta probar que algo es de una forma
porque nadie haya podido probar que no lo sea. Como la prueba del
presidente Bush de la existencia de las famosas armas de destruccién
masiva en Irak.

» “Ad populum”: Poner la atencién en los gustos y opiniones de la gente
en vez de en la légica de los argumentos.

Incluso entre los cientificos se ha puesto de moda enjuiciar el valor de
un obra a través de indices de impacto o ntimero de citas, y existen
agencias especializadas en su confeccién:

Original jamas tuvo una idea, Conviene publicar un disparate,
mas presume de mil publicaciones tan obsceno que ofenda de ipso facto.
repitiendo unas pocas opiniones Te daran un gran indice de impacto

que aburren a cualquiera que las lea.  los ingenuos que miren tu dislate.

Resolver los problemas no desea, No importa si es con cuerdo o botarate,
sino seguir alzando sus opciones, de citas mutuas sellardas un pacto.

con citas de un hatajo de bufones Aunque sean banales y sin tacto

de pillar las prebendas de Ila aldea. juntas haran lucir tu escaparate.
Trivialidad de tal naturaleza, No intentes un problema complicado
hipétesis que mudan cada rato, si el ritmo frena en tus publicaciones:
teoremas de esttiipida simpleza. pues debes mantenerlo acelerado.

Si, viendo tanto plagio sin recato, En alza tengas siempre tus opciones

el gran Gauss levantara la cabeza, de rozar el poder en el poblado,

en su sitio pondria al insensato. con indices y citas a montones.

= “Ad baculum”: Por intimidacién, por la fuerza. Muy usado por la
Inquisicién en sus juicios y autos de fe. Y por los terroristas para con-
vencernos de sus razones.

= “Circulo vicioso”: Ocurre cuando la premisa presupone, de forma abier-
ta o encubierta, la conclusién que se queria demostrar. Una variante
consiste en probar que:

p1 — p2 — pP3 — ... — Pn — P1,

v concluir que todas las proposiciones son ciertas en vez de que todas
son equivalentes, que es lo correcto: Nosotros somos mas listos que
ellos, por lo que nos damos mas cuenta que ellos de lo que pasa vy,
en consecuencia, cometemos muchos menos errores, es decir, somos
mads listos que ellos.

» “Equiparar” significados distintos de los términos involucrados. Falacia
que es muy comun en el discurso de los politicos, especialmente en todo
ese embrollo de naciones, regiones, nacionalidad, razas, etnias, pueblos,
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tribus y demds. Como en un trabalenguas que pregunta por qué son
iguales, 0 en qué se parecen, dos cosas muy distintas. Por ejemplo:
,Por qué son iguales un gato y un tridangulo rectangulo?

El gato persigue al ratéon. El ratéon se come el queso. El queso se hace
de la leche. La leche la da la vaca. La vaca es una res. Res en catalan
significa nada. El que nada no se ahoga. El que no se ahoga flota.
La flota es una escuadra. Y la escuadra es un tridngulo rectangulo.

= “Post hoc, ergo propter hoc”: Consiste en proponer que algo que ha
ocurrido después de una accién sea consecuencia suya: “Puesto que
ha llovido después de la procesion, es que esta ha provocado la luvia”.

» “Confundir el consecuente con el antecedente”: De A = B no puede
deducirse que B = A. Es el error de confundir los sintomas con las
causas: La meningitis produce fiebre pero un enfermo febril no tiene,
necesariamente, que padecer meningitis.

1.5. Funciones

He quemado mis largas horas

en la Iumbre de simbolos y férmulas.
Junto a crisoles de arcilla al rojo vivo
hasta encontrar la plata.

Maria Cegarra
(Cristales mios)

El concepto de funcién es fundamental en todas las ciencias. En cada
teoria matemadtica hay que determinar cudles son los conjuntos y funciones
relevantes. El Algebra Lineal considera espacios vectoriales y las funciones
lineales; en la Teoria de grupos los conjuntos son los grupos y las funciones,
los homomorfismos (que conservan las operaciones); en Topologia tenemos
los conjuntos abiertos y las funciones continuas; etc.

Un ejemplo notable son los polinomios y las fracciones algebraicas, tales
como:

z? -3z +7
r+1

Si sustituimos la letra x por el numero 2, obtenemos el valor y = 5/3.
Mientras que si hacemos x = 3, resulta que y = 7/4. Diremos que 5/3
(resp. 7/4) es el valor que toma la funcién en x = 2 (resp. © = 3).

La fraccion algebraica nos proporciona un truco o maquinaria capaz de
asignar a cualquier niimero x un valor de y. ;A cualquier x? Bueno, no a
todos, ya que si tomamos * = —1 nos encontramos con que el denominador
se anula y nosotros no sabemos dividir por el niimero cero.

y= (1.1)
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Pero si exceptuamos ese caso patoldgico de x = —1, la fraccion algebraica
funciona maravillosamente y para cada elemento de su dominio de definicion,
es decir a cada nimero real distinto de —1, la férmula (1.1) nos da un tinico
valor de y.

Consideremos los niimeros primos:

2,3,5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53,
59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, ...

Sea 7(z) el nimero de primos menores o iguales que x: (1) = 0, 7(7,5) = 4,
7(20) =8, ...

Ejercicio 2. Calcular los valores de w(40), m(65) y m(200). Elabora una
tabla de primos hasta 1000 y comprueba en ella la propiedad:

m(2x) — w(z) >1 sixz>1.

Sin embargo, el concepto de funcién es mas amplio que el de una mera
relacién numérica: el color del cielo depende de la nubosidad; la subida de los
precios del petréleo es funcién de la estabilidad politica del Oriente Medio;
la cotizacion de las bolsas espanolas en el ano 1994 reflejé los descubri-
mientos de casos de corrupcion politica; las posibilidades de Miguel Indurain
aumentaban con el niimero de etapas “contra el reloj”... Expresiones como
estas aparecen con frecuencia en los medios de comunicacién de masas.
La palabra funcién, que proviene del latin “functio”, que deriva del verbo
“fungere” (que significa “cumplir”), impregna nuestro lenguaje: dio las 6r-
denes en el ejercicio de sus funciones; la funcién de los estudiantes es apren-
der; las funciones de la nutricién; una funcién de circo o de iglesia; la funcién
crea el érgano, etc., son frases corrientes de nuestro idioma.

A cada entero positivo n le asignamos d(n) el numero de sus divisores
positivos: d(1) =1, d(2) = 2, d(3) = 2, d(4) = 3, d(10) = 4, d(30) = 8§, ...
. Coémo se llaman los niimeros cuya imagen por esta funcién es 27 ;Podrias
describir a los niimeros n tales que d(n) = 47

La mayor parte de las férmulas mateméticas involucran a funciones:
a cada circulo del plano le podemos asignar su drea, o la longitud de su
circunferencia; a cada poligono, su nimero de lados; podemos considerar el
niimero de primos que son menores que una cantidad x dada, 7(z); a cada
natural n le podemos asociar el nimero de sus divisores, d(n); etcétera.

Las leyes de la Fisica son también ejemplos de funciones: el volumen de
un gas encerrado en un cilindro es una funcién de su temperatura y de la
presiéon que ejerzamos sobre él. La miisica de un violin puede ser analizada y
expresada con unas funciones especiales; la propagacion del calor, de la luz



74 Capitulo 1. El lenguaje de las Matematicas

y los movimientos de los cuerpos celestes se entienden y explican por medio
de funciones adecuadas.

La funcién o(n) asigna a cada entero positivo la suma de sus divisores
positivos: 0(1) =1,0(2) =14+2=3,0(4) =1+24+4=7,0(7)=1+7=38,
o(28) =56, ...

Obsérvese que p es un niimero primo si y solo si o(p) = p+1. Los niimeros
n tales que o(n) = 2n se llaman perfectos: 6, 28, 496, 8.128 y 33.550.336,
son numeros perfectos. [Nadie sabe si hay algtin niimero perfecto impar!

La nocién de funcién. Los términos funcion, aplicacién y transformacion,
son sinénimos y significan lo siguiente: A cada elemento x de un conjunto D,
llamado conjunto de partida o dominio de la funcién, le asignamos un tnico
elemento y de un conjunto E de llegada de la transformacion.

Es costumbre escribir y = f(x) para designar a una funcién. Esta consta,
pues, de un conjunto de salida D (o dominio), de un conjunto de llegada F,
y de un “truco o maquinaria”, f, que asigna a cada elemento de D un tnico
elemento de F.

Ejemplo 9: Sean D = conjunto de los espanoles; E = conjunto de pueblos
del mundo; y consideremos la funcién:

y = f(z) = lugar de nacimiento.

Algunas evaluaciones serian:

f(Sta. Teresa de Jesiis) = Avila
f(S. Juan de la Cruz) = Fontiveros
f(Pablo Picasso) = Mailaga
f(Severo Ochoa) = Luarca
f(Cristobal Coléon) = Génova
f(Juan Ramon Jiménez) = Moguer
f(Francisco de Goya) = Fuendetodos
f(Diego Velazquez) = Sevilla
f(Santiago Ramén y Cajal) = Petilla de Aragén

El conjunto imagen, f(D), esta constituido por todos los elementos de E
que son imagenes de algiin elemento de D. El conjunto imagen f(D), que a
veces también se designa con la notacién Im(f), no tiene por qué coincidir
con el conjunto E, en general, y serd solo una parte suya. Siguiendo con
ese afin de reducir todas las definiciones a la nocién primaria de conjunto,
podemos también decir que una funcién definida en D con valores en E es un
subconjunto A del producto cartesiano D X E con la propiedad de unicidad
siguiente: si (z,z) € A y (z,w) € A entonces z = w.
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Ejemplos: a) Consideremos la funcién y = 22, definida en D = R (los
numeros reales), y que toma valores en E = R.

Im(f) = f(R) = nimeros reales no-negativos.

3

b) Por el contrario, la funcion y = f(x) = x° si verifica que

pues todo niimero real tiene una raiz ciibica real.

c) Definimos f : Z — 7 mediante la regla f(n) = resto obtenido al
dividir n por 7: f(8) =1, f(10) = 3, f(28) =0, f(—4) =3, f(123) =4, ...
;Quién es el conjunto Im(f) = f(Z)? Obsérvese que f(m) = f(n) si y solo
sim — n es un miltiplo de 7.

Cuando el conjunto imagen coincide con el conjunto de llegada, es decir,
cuando todo elemento de E es la imagen de, por lo menos, un elemento de D,
diremos que la funcién es suprayectiva, sobreyectiva o simplemente “sobre”.

La notacién f : D — E es también usada a menudo para designar la

maquinaria funcional. Asimismo, es costumbre escribir x — y en vez de
y = f(z), para indicar que y es la imagen de x por medio de la funcién f.

Hay funciones que siempre asignan imégenes distintas a elementos dis-
tintos. Se denominan inyectivas o simplemente “in”.

Ejemplo 10: La aplicacién  — 3 de los niimeros reales en si mismos
es inyectiva, puesto que si a’® = b3, entonces, necesariamente, los niimeros
reales a y b deben coincidir: a = b.

También son inyectivas las funciones x +— Tx; x — 1325; y si la
Administracién no tuviese errores

f : {espanoles mayores de 14 afios} — N
x +— f(z) = namero del D.N.I.

Por el contrario la funcién x — 2 no es inyectiva, considerada como funcién

de los niimeros reales en si mismos, porque tanto r como —x tienen la misma
imagen, x?: (—=5)? = 25 = 52, ...

Pregunta: jEs inyectiva la funcion f(x) = lugar de nacimiento de x7?,
¢,es sobreyectiva?

Consideremos la funcion ntimero de divisores de un niimero, d(n), cuyo
dominio son los enteros positivos

Zt={1,2,3,...},
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y cuyo conjunto de llegada es también Z". ;Es d inyectiva? La respuesta es
que no: d(2) = d(3) = d(5) = --- = 2, esto es, existen elementos distintos
con la misma imagen. ;Es d sobreyectiva? Si lo es, puesto que d(2"~ ') = n,

Consideremos la férmula V = a - b - ¢, que a cada terna de niimeros
reales positivos, (a,b,c), le hace corresponder su producto, V. Si a, b, ¢
son, respectivamente, el largo, ancho y alto de un prisma recto rectangular,
entonces V' es el volumen.

;Es inyectiva? jEs sobreyectiva? (como con-
junto de llegada se considera el de los reales
positivos).

b

Las férmulas que siguen son ejemplos de funciones importantes de la
Geometria.

Area del circulo de radio v: S = 7r?
Longitud de la circunferencia de radio r: L = 27r
Volumen de la esfera de radio r:

4
V= §7T7’3

Superficie de la esfera de radio r:

S = 4nr?
Volumen del cono de radio x y altura h:

V(r,h) = émﬂh 14
{ = /h%+1r2,
Lt

Area lateral del cono de radio = y altura h:

S =mrl = wr\/r? + h2.

Hay funciones que son a la vez inyectivas y suprayectivas: cada elemento
del conjunto de llegada E es la imagen de un tinico elemento del dominio.
Un ejemplo es la funcién x — z3, que ya hemos considerado antes, en la
que D = E = conjunto de los niimeros reales.

Estas aplicaciones que son inyectivas y suprayectivas se llaman biyectivas;
también se dice que son una biyeccion entre los conjuntos de partida y de
llegada, y que estos conjuntos, D y E, estan en correspondencia biyectiva.
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En el caso de que ambos conjuntos, D y FE, tengan un ndmero finito
de elementos, entonces, la existencia de una biyeccién entre ellos implica,
necesariamente, que sus cardinales coinciden. Esto es véalido también para
conjuntos infinitos, pero esa discusién nos llevaria a un terreno muy delicado,
que es la teoria de los cardinales, y que dejaremos para exploraciones futuras.

Sin embargo, conviene notar que si un conjunto tiene infinitos elementos
puede entonces ponerse en correspondencia biyectiva con una de sus partes
propias.

Ejemplo 11: Sean los conjuntos:

N=1{0,1,2,3,4,...} = naturales
P={0,2,4,6,8,...} = niimeros pares
v tomemos la funcion f*N — P
r — 2.

Resulta que f es una biyeccion™ entre N y P, a pesar de que P sea un
subconjunto propio de N (le faltan los impares).

Por el contrario, si A tiene solo un nimero finito de elementos, entonces
A no esta en biyeccién con ningtin subconjunto propio.

En el caso de una aplicacién biyectiva f : D — E podemos definir la
funcién inversa, f~' : E — D, por medio de la formula:

fYy) =z siysolosiy= f(z).

Ejemplos: 1) D = E = Q (ntmeros racionales). Sea f(x) = Tx. Se tiene
que f es biyectiva y su funcion inversa es

2) Sea D =FE =R y f(z) = 23, entonces
) =y
es la tnica raiz ctbica real del niimero y.

3) Sea D=RyE=R"={ze€R | x>0}, entonces y = €* es una
aplicacién biyectiva de D en E cuya inversa es © = logy, logaritmo natural
0 neperiano.

“En la teoria de los cardinales, dos conjuntos tienen el mismo cardinal, card(A4) =
card(B), si existe una biyeccién entre ambos. En este sentido, card(N) = card(P). Sin
embargo, resulta que N (los naturales) y R (los reales) tienen “cardinales infinitos” distintos.



78 Capitulo 1. El lenguaje de las Matematicas

Dadas dos funciones f1 : D1 — F1, fo: Do — F», si resulta que
Im(fl) C D2

podemos componer ambas funciones, (fy o f1) de la manera siguiente:
fao fi(z) = fa(fi(x)).

Es decir, dado un elemento x € Dy, primero aplicamos f1, para obtener un
elemento fi(x) € Im(f1) C Dy (por la hipétesis de partida). Es entonces
legitimo aplicar fo a fi(x) para obtener el valor de la funcién compuesta,
foof1: D1 — Es:

f2o fi(z) = fo(fi(z)).

La composicién de funciones es un mecanismo muy importante de genera-
cion de funciones complicadas a partir de elementos simples. Las matematicas
estan Ilenas de expresiones tales como:

y = log ( 1+ (cos? x) 69”2)

que son funciones compuestas. El procedimiento de la composicién se puede
iterar muchas veces, de manera que, en lo sucesivo, nos encontraremos con
composiciones miiltiples:

Jnofa—10---0 fa0 fi.

Una cuestién importante, en cada teoria, es discernir qué propiedades
de las funciones f; hereda su composicién. Por ejemplo: la composicion de
funciones lineales es lineal; la composicién de funciones continuas es continua;
la composicién de funciones diferenciables es diferenciable y ademés tenemos
la formula (regla de la cadena):

(foo f1) (@) = f5(f1(2)) - fi().

Estas afirmaciones, que son teoremas en cada una de sus respectivas
teorias, son muy titiles, por cuanto nos permiten estudiar funciones compli-
cadas, tales como:

y = log \/1 + e* cosh (22) + senh(z),

reduciéndolas al estudio de sus componentes mas sencillas.
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Segin nuestra definicién de funcién necesitamos tres ingredientes: un
conjunto de partida o dominio, D; un conjunto de llegada, F; y un “truco”
o procedimiento, f, para asignar a cada elemento de D una imagen en E.
Por lo tanto, en sentido estricto, la formula

T

Y= "r2_7

no es una funcién hasta que expliquemos cuél es su dominio (y su rango
o conjunto imagen). No obstante, la tradicién, que es buena mientras no
produzca demasiada confusién, impone cuestiones del tipo: “; Cuél es el do-

minio, en R, de la funcién y = - ?” En realidad, de lo que se trata es de

2
72 —
encontrar el mayor subconjunto de los reales donde la formula tenga sentido

y nos dé un valor de y para cada uno de x. En este ejemplo particular el
dominio resulta ser: D = R — {4+/7, —/7}.

Aparte del dominio, y de la imagen, de una funcién, f : D — FE, existe
otro conjunto importante asociado y que es muy 1til en el estudio de las
funciones.

Definicion. El grafo o la grifica de f es el conjunto de las parejas (a, f(a)),
donde a recorre el dominio D:

Graf(f) = {(a,f(a)) | ac D}.

Asi, el grafo de f, Graf(f), es un subconjunto del producto cartesiano
D x E, que es el conjunto de todos los pares ordenados (a,b),a € D yb € E.

Dada una funcién, f : D — E, tenemos pues los conjuntos:

Im(f) = {y€E |y=f(z)paraalginz € D }
Graf(f) = {(z,f(z)) e DxE |z€eD}.

También son interesantes los llamados conjuntos de nivel:

fiy)={zeD| fla)=y}.

El nombre de conjunto de nivel proviene del caso: f : D — R, donde el
dominio D C R? es una regién, y z = f(z,y) es, por ejemplo, la altura sobre
el nivel cero (nivel del mar) del punto de la superficie terrestre de coorde-
nadas (x,y) (longitud, latitud). Entonces, f~'(z) es la “curva” de nivel z:
los puntos que estan a altura z. Esta funcién es muy importante en los ma-
pas topograficos. En otros ambitos tenemos las lineas isobaras, isotermas,
etcétera.
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Ejemplo 12: Sea f(x,y) = x> + y?, entonces f~'(1) = circunferencia de
radio 1 centrada en el origen de coordenadas.

Un conjunto puede ser descrito en alguna de estas tres formas, o en varias
de ellas. Un ejemplo es C, la circunferencia unidad del plano:

(1) C=f1(1) = {(z,y) =R* | 2> +y*> = 1} donde f(z,y) = 2% +y°.

Cuando un conjunto estd descrito de esta forma, como un conjunto de
nivel, se dice que viene dado de forma implicita.

(2) C = {(cost,sent) | 0 <t < 2m}.

En este caso, C' es una imagen. Si consideramos la funcién, cuyo do-
minio es el intervalo [0,27), dada por:

f(t) = (cost,sent),

resulta que f([0,27)) = Im(f) = C.

Si un conjunto estd descrito como la imagen de una funcién, se dice
que lo hemos dado de forma paramétrica.

(3) Finalmente, un conjunto puede ser la grafica de una funcién:

La semicircunferencia C* = {(z,y) | 2> +y* =1,y > 0} es la gréfica
de la funcién:

f:[-1,1] —R
y=f(z) =v1—22

Cuando un conjunto viene dado como la grafica de una funcién, diremos
que tenemos una representacion explicita.

Ejercicios

1) Sea f : {cuadros del Museo del Prado} — {pintores}, de manera que
f(z) = autor del cuadro x. Calcular las imégenes de: Las Meninas, El Jar-
din de las Delicias, Las tres Gracias, El Lavatorio. jEs f una aplicacion
inyectiva? jEs f sobreyectiva? Dar ejemplos fehacientes.

2) Estudiar si son inyectivas, sobreyectivas o biyectivas las funciones:

a) f:RY — R, f(z)=+z.
b) f:R—R, f(x)==x
c) f:R—R, flz)=1-22
d f:Q—R, flx)=7
e) f:RxR—R, f(z,y)="Ty.
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3) Calcular el dominio de definicién y el conjunto imagen, como subconjuntos
de R, de las funciones siguientes:

i) flo)=(e—1)% i) g() =22 —1;

iii) h(x) = ﬁ; iv) j(x) =1+ 1/z.

4) Encontrar una funcién polinémica sencilla que tome los valores siguientes

z |...|-2[-1]o1]2]3]...
a)

fa)y| ... |-5]-3[-1]1][3]5]...
b —% |- [-2]- 0[1]2]3]...

f)y| ... |-8]-1]o]1]8]27]...

5) Sea f : N — N definida por f(x) =suma de las cifras de x en base 10.
Ejemplos: f(12) = 3, f(347) = 14,... ;Es f inyectiva? ;Es sobreyectiva?
/ Cuales son los x tales que f(x) = x?

6) Representar graficamente las funciones:

i) Identidad: y = x.

ii) Funcién cuadratica: y = 2.
iii) Funcién ctibica: y = 3.
iv) Valor absoluto: y = |z| = max{z, —z}.

v) Parte entera: y = [x] = mayor entero menor o igual que x.
vi) Parte fraccionaria: y = {z} = :El— [z].

vii) Proporcionalidad inversa: y = —.
x

7) Dada una funciéon f : D — FE, definamos para cada subconjunto A C E
la imagen inversa:

J7HA) = {zeD| f(z) € A}.
;Qué relaciones existen entre f~1(A), f~Y(B), f Y (AUB) y f"Y(ANnB)?
8) ;Cuales de las siguientes funciones son inyectivas? ; Cuédles suprayectivas?

;Es alguna de ellas biyectiva? (Empieza por asegurarte de que todas ellas
son, efectivamente, funciones.)

a) f:N—=>N, f(m)=m+2 d) g:N=N, gn)=n(n+1)
b) g:Z -7, g(m)=2m—17 e) f:Z—-N, fn)=n’>+n+1
c) [:Q—=Q, f(z)=2"+4z ) g:N=>Q, gt)=

9) Exhibe ejemplos de aplicaciones f : N — N de cada uno de los siguientes
tipos:
i) Inyectivas pero no suprayectivas; ii) Suprayectivas pero no inyec-
tivas; iii) Biyectivas y iv) Ni inyectivas ni suprayectivas.
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10) Sea A un conjunto finito.

a) Demuestra que toda aplicacion inyectiva A — A es suprayectiva, y toda
aplicacion suprayectiva A — A es inyectiva. Compara con el ejercicio 9.

b) ;si A tiene n elementos, cudntos elementos tiene el conjunto

{f:A— A| f es una aplicacién biyectiva }?

11) Sean f,g: Q — Q las aplicaciones definidas por f(z) = 22, g(z) = v +2.
Estudia la posible suprayectividad o inyectividad de f, g, fog, go f.

12) Se considera la aplicacion f : 7. x Z — Z definida por f(«, ) = 3a+20.
Averigua si f es inyectiva y/o suprayectiva.

En los ejercicios 13, 14 y 15 siguientes los conjuntos X e Y son no vacios.

13) a) Demuestra que f : X — Y es inyectiva <= existe g : Y — X tal
que go [ =idy.

b) Dar un ejemplo donde X eY sean conjuntos finitos.

¢) Dar un ejemplo donde X e Y sean conjuntos infinitos.

14) a) Demuestra que f : X — Y es sobreyectiva <= existe g : ¥ — X
tal que f o g =1idy.

b) Dar un ejemplo donde X eY sean conjuntos finitos.

¢) Dar un ejemplo donde X e Y sean conjuntos infinitos.

15) a) Demuestra que f : X — Y es biyectiva <= existe g : ¥ — X tal
quego f=idx y fog=idy.

a) Dar un ejemplo donde X e Y sean conjuntos finitos.

b) Dar un ejemplo donde X e Y sean conjuntos infinitos.

16) Sea f : X — Y una aplicaciéon. Recuerda que si Z C 'Y, se define
U2y ={z e X |f(z) € Z}.

Define una aplicacién f : R — R tal que f~1({3}) = R. Describe f~({n})
para la funcién f que hayas definido.

17) Sea f : X — Y una aplicacién, y sean Zy y Zs subconjuntos de X.
i) Analiza la relacion entre f(Z1 N Z2) y f(Z1) N f(Z2).

ii) Analiza la relacién entre f(Z1 U Za) y f(Z1) U f(Z2).
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18) Dada una aplicacion f : X — Y y subconjuntos Z, W C Y, demuestra
que

a) f[THZUW) = f"HZ)ufH(W)
b) fTHZnW) =" Z)n W)
o) fFTH2) =fX)nZ

d) X\ fH2) =Y\ 2).

19) Sea f : R — R la funcién definida por

22 4+4dr siz<-—1
f(x)—{ 3z siz>—1

yvsea A=[-2,1] CR.
a) Dibuja el grifico de f y calcula f(A).

b) Demuestra que f no es ni inyectiva ni suprayectiva, pero que si la
restringimos a f : A — f(A) la funcién restringida es una biyeccion.
Encuentra la funcién inversa de esta biyeccién.

20) Sea g : R — R la funcion definida por

2 siz<—1
glz)=< —x si —1<z<1
22 siz>1.

a) Dibuja el grifico de g.

b) Demuestrar que g no es ni inyectiva ni suprayectiva, pero que basta
con cambiar la definicion de g(x) para un tinico valor de x para obtener
una funcion biyectiva. (La manera de hacer esto no es unica.)

¢) Describe explicitamente la funcién inversa de la que has obtenido en el
apartado b).

21) Sean f,g: R — R las funciénes definidas por:

f(x): x2 six <1 (x): x2 six <O
1—2% siz>1 9 (x—1)2 siz>0.
a) Dibuja los gréaficos de las funciones f, g, go f y fog.

b) Encuentra las imédgenes de cada una de las cuatro funciones anteriores
y decide si son inyectivas y/o suprayectivas.






Los nimeros naturales

Yo no soy nadie.

. Quién eres tu?

. Tampoco eres nadie?
iYa somos dos!

Emily Dickinson

2.1. La esencia de los niimeros

Como ya senalamos en el capitulo anterior, los niimeros naturales, uno,
dos, tres, etc., junto con el cero, estan en la base de cualquier idioma, siendo
la operacion de contar los elementos de un conjunto una de las primeras
destrezas que adquiere el cerebro humano. De manera que las Matematicas
de la infancia consisten, en gran medida, en el aprendizaje de las reglas de
uso de sus operaciones: suma, resta, multiplicacién y divisién.

No obstante, su naturaleza es mucho mas esquiva de lo que cabria esperar.
Hagamos la prueba preguntiandonos seriamente: ;Qué es el niimero 17 Hacia
finales del siglo XiX el légico G. Frege y el matematico G. Cantor, entre
otros, trataron de dar una respuesta reduciendo la nocién de niimero a la
“mas primitiva” de conjunto, siguiendo el modo de funcionamiento de nuestro
cerebro, que llega a los ntiimeros “contando” los elementos de los conjuntos.

Consideremos pues el conjunto fundamental de cualquier egoista: {yo} o
{yo mismo}. Enseguida encontramos otros conjuntos que se pueden poner en
correspondencia biyectiva con él: {mi mama}, {mi ombligo}, etc. Querriamos
que nuestra nocién de niimero 1 esté asociada a esta familia de conjuntos,
mientras que el niimero 2 lo fuese, por ejemplo, al conjunto {él, ella} y al de
todos los que le son biyectables. En algunas teorias filoséficas cabria decir
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que 1 es la propiedad que comparten todos los conjuntos biyectables con {yo}
v que 2 es la de los equipotentes con {él, ella}, y asi sucesivamente. Pero
en Matemaéticas no es valido este tipo de definiciones, porque antes habria
que tener una lista de todas las propiedades donde escoger precisamente la
tinica que comparten todos esos conjuntos, lo que, pensémoslo un momento,
resultaria bastante complicado de conseguir.

La solucién que Frege y Cantor creyeron haber encontrado era: conside-
remos la relacién entre conjuntos dada por la biyectabilidad. Es decir, diremos
que los conjuntos A y B estdn relacionados, AR B, si existe una aplicacién
bivectiva f entre ellos. Es facil ver que esta relacién verifica las propiedades:

1. Reflexiva: VA, ARA.
2. Simétrica: VA, B, si ARB entonces BRA.

3. Transitiva: VA, B, C, si ARB y BRC entonces ARC.

Es decir, se trata de un ejemplo de lo que llamamos relacién de equivalencia.
Esta relacion divide al “conjunto de todos los conjuntos” en clases disjuntas,
estando formada cada clase de equivalencia por conjuntos biyectables entre si.
Entonces 1 es la clase de todos los conjuntos biyectables (equipotentes) con
{yo} y 2 es la de los biyectables con {él, ella}, y asi sucesivamente.

jFantastico! Quiza al principio nos parezca un tanto rebuscado pensar
que 1 es el conjunto de todos los conjuntos biyectables con {yo}, pero, si
lo miramos con mas detenimiento, resulta una definicién de lo méas natural.
A partir de ella podemos reducir la Aritmética (y el resto de las matemaéticas)
a la nocién fundamental de conjunto y a los postulados bésicos de la Légica.

Pero hay una pega muy seria que radica en el uso de la expresién “el con-
junto de todos los conjuntos”, que da lugar a diversas antinomias. Uno de
los primeros en darse cuenta fue Bertrand Russell quien formulé la siguiente
paradoja:

Definamos un conjunto ordinario como aquel que no se contiene a si
mismo como miembro. Asi un conjunto extraordinario es aquel que
es elemento de si mismo.

Formemos ahora “el conjunto de todos los conjuntos ordinarios” y
preguntémonos de qué tipo es: jordinario o extraordinario? Veamos:
no puede ser ordinario, porque de serlo, habria de ser extraordinario.
Pero tampoco puede ser extraordinario pues, entonces, al ser miem-
bro de si mismo seria también ordinario.
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jQué horror! tanto exquisito cuidado en la definicién de niimero natural
llevandonos a una contradiccién. En la historia de las matematicas ocupa
un lugar preeminente este episodio, que originé la llamada crisis de los
fundamentos y cuya solucién (o soluciones) dio lugar al desarrollo de la
Légica Matematica. En el capitulo 8 volveremos a tratar estos temas con
mas detenimiento.

Feliz surge la idea que nos lleva

por la senda ingeniosa,

que parece certera,

a la vera, muy cerca,

de ese ansiado teorema.

Pero la esquiva verdad no nos deja,
escondida en su templo,

ni desnuda probarla,

ni tampoco falsarla

con sutil contraejemplo.

Y aunque Ia mente mil tretas produce,
ofreciendo al diablo el clasico pacto.
Pasa el tiempo, la ambicién se reduce,
y otra derrota cedemos de facto:

Poseerla en cualquier traje tipico
de una hipdétesis clara y razonable,
que permita un saludo al respetable
en forma de articulo cientifico.

En las crisis suelen aparecer esos caracteres pragmaticos sugiriendo que
olvidemos las cuestiones de principios y proponen que nos centremos en la
tarea de establecer reglas de juego que sean claras y nos permitan, mante-
niendo cierta dignidad, continuar de alguna forma. Esa fue la propuesta
formulada por el gran D. Hilbert, siendo la axiomética de G. Peano una de
sus mas notables concreciones.

Sostiene Peano que postulemos la existencia de un conjunto N llamado
de los ntimeros naturales de acuerdo con los siguientes axiomas:
i) 30 € N (existencia del cero).

ii) Vn € N, 35(n) (el siguiente de n) que pertenece a N.

iii) 0 no es el siguiente de nadie.

iv) Vn, m € N, S(n) = S(m) = n=m.

v) SiACNestalque0€e Ay (ne A) = (S(n) € A), entonces A =N
(principio de induccion).

Con Peano llamemos 1 = S(0), 2 = S(1), 3 = 5S(2), ... A partir de los
axiomas podemos facilmente obtener muchas propiedades y operaciones de
los niimeros naturales.
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Ejemplo 1:
1° La SUMA queda definida por las siguientes reglas:
i)m+0=0+m=m,VmeN
ii)) m+ S(n) =S(m+n), Vm, n € N.

Veamos: 141=14+50)=S(1+0)=5(1)=2
1+2=1+51)=S1+1)=5(2) =3
2+1=2+5(0)=S(2+0)=S5(2) =3
2+2—2+S(1 S(24+1)=53)=4

Ejercicio 1. Demostrar las propiedades asociativa y conmutativa de
la suma a partir de la definicion.

2° La MULTIPLICACION:
)Oxm=mx0=0,YmeN
ii) mx S(n)=mxn+m,¥m,necN.
Veamos:
mx1l=mxS0)=mx0+m=0+m=m
I1x1=1x50)=1x0+1=0+1=1
I1x2=1x8(1)=1x1+1=1+1=2
2><2—2><S(1)—2><1+2—2—|—2—4

Ejercicio 2. Demostrar las propiedades asociativa y conmutativa del
producto, asi como la distributiva del producto respecto de la suma, a
partir de la definicién anterior.

Ejercicio 3. Dar una definicién de la relaciéon < entre nimeros natu-
rales y demostrar sus propiedades: i) reflexiva: a < a, Va € N; ii) tran-
sitiva:a < by b<c = a < ¢, Va, b, c € N; iii) antisimétrica: a < b
vyvb<a = a=0b.

Habiendo introducido el conjunto N a través de los axiomas de Peano,
conviene mostrar un modelo que los satisfaga. Por ejemplo: partamos de la
existencia del conjunto vacio ) y del axioma que nos asegura, a partir de un
conjunto X, la existencia de otro conjunto S(X) de manera que: a € S(X)
siysolosioraa€ X yaa=X.

Tenemos entonces la sucesion:
0, $(0)={0}, s({oh={0.{0}}, s({o.{01})={o.(0}.{0.{0}},. .

Designando 0 = 0, 1 = {0}, 2 = {0,{0}}, ..., obtendremos un modelo del
conjunto N de los niimeros naturales, en el que n ={0,1,2,...,n — 1}.
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Y todas las cosas para llegar a ser se miran
en el vacio espejo de su nada.

José Angel Valente

Cabrian algunas preguntas interesantes, tales como si el sistema de axio-
mas que hemos ido presentando es consistente o no lo es, es decir, si da lugar
a contradicciones o si estd libre de ellas. También querriamos saber si es com-
pleto, es decir si toda pregunta “bien formulada” ha de tener necesariamente
una respuesta, positiva o negativa. jExisten otros “modelos” que satisfagan
los axiomas de Peano y no se parezcan a N7 Son estas algunas cuestiones que
han dado lugar a magnificas teorias que enseguida sobrepasan los limites de
este libro.

Pero volviendo a plantear la pregunta original (;qué son los niimeros
naturales?) resulta que a muchos mateméticos no les parecié que la axio-
matica de Peano fuese una buena respuesta, por lo que contribuyeron a
perfeccionar la estrategia de Frege y Cantor hasta convertirla en una teoria
satisfactoria. Pero a eso volveremos en el capitulo 8.

2.2. Divisibilidad: nlimeros primos y niimeros
compuestos

Consideremos la multiplicacién que junto con la suma constituyen las dos
operaciones fundamentales que podemos realizar con los niimeros naturales:

Definicién. Diremos que el nimero a es divisible por el b, o bien que b es
un divisor de a, si podemos encontrar otro niimero natural c de manera que
a = b x c: escribimos entonces b | a (y leeremos: “b divide a a”).

Ejemplos: 6 es divisible por 2 y por 3, ya que 6 = 2 X 3; también es divisible
por 1 y por 6, puesto que 6 = 1 x 6. Resulta facil ver que {1,2,3,6} es el
conjunto de todos los divisores del nimero 6.

Otras factorizaciones son: 7 = 1 x 7; 11 =1x11; 12 =1x 12 =
2x6=3x4; 20=1x20=2x10=4x5; 120=1x120=2x60 =
3x40=4x%x30=5x%x24=6x20=8x15=10 x 12. Resumiendo:

Divisores de 6 =1{1,2,3,6}

Divisores de 7 ={1,7}

Divisores de 11~ = {1,11}

Divisores de 20 = {1,2,4,5,10,20}

Divisores de 120 ={1,2,3,4,5,6,8,10, 12,15, 20,

24,30, 40, 60, 120}.

El ntiimero 1 es un divisor universal puesto que cualquier otro niimero, a,
es igual al producto 1 X a. Es decir, cualquier nimero distinto de la unidad,
tiene, por lo menos, dos divisores. A saber: él mismo y la unidad.
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Desde esta perspectiva tenemos, ademas de la unidad, dos clases de
ntimeros: aquellos que solo son divisibles por si mismos y por la unidad,
como es el caso de 7 y 11, o bien aquellos otros que tienen mas divisores,
como son los ejemplos: 6, 12, 20 y 120.

En otras palabras: el nimero 6 puede ser generado como un producto a
partir de los niimeros 2 y 3. Este no es el caso del niimero 7, puesto que el
tinico producto que da 7 es precisamente 1 X 7, que ya involucra al niimero 7.

Desde el punto de vista de la multiplicacién el 6 es un niimero del que
podriamos prescindir, ya que se obtiene a partir del 2 y del 3; pero ese no es
el caso del 7, que resulta del todo imprescindible.

Esta diferencia era ya conocida por los griegos del periodo clasico, siendo
motivo de consideracion y estudio en los Elementos de FEuclides, que es el
compendio del saber matematico de su tiempo.

Definicion. Un niimero natural distinto de 1 es primo si y solo si es divisible
solo por si mismo y por la unidad. Los niimeros que no son primos se llaman
compuestos.

Ejemplo 2: 2,3,5,7,11, 13, 19, 23 son niimeros primos; 4, 6, 8, 9, 10, 12,
14, 15, 16, 18, 20, 21, 22 son niimeros compuestos.

Ejercicio 4. Detectar los nimeros primos entre los siguientes:

45, 47, 49, 53, 57, 58, 59, 60, 61,
709, 1.067, 1.069, 1.071, 3.137, 4.409.

Escribir los conjuntos de divisores para los que sean compuestos.

Ejercicio 5. Encontrar cuatro nimeros consecutivos que sean compuestos.
Si ha resultado facil, tratar ahora de hacerlo con 5, 10, 15, ... nimeros
consecutivos. jEs cierto que para todo n existen n naturales consecutivos
que son todos compuestos?

Primos gemelos o primos hermanos. Los primos3y 5,5y 7,11 y13, 17y
19, 29 y 31, forman parejas de niimeros primos que son impares consecutivos.
Los denominaremos primos hermanos o primos gemelos. jTodavia no se sabe
cuantas parejas de primos gemelos existen!

Primos de Fermat. Pierre de Fermat observo que la formula F,, = 22" +1
produce niimeros primos cuando se sustituyen los valores:

n=0, Fp=2"+1=2+1=3

n=1, F =22 +1=44+1=5

n=2 F=2Y4+1=2"41=16+1=17

n=3 F=2"4+1=284+1=256+1=257
n=4, F;=2%+1=2%41=65536+1=65.537.
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Sin embargo, Euler demostré que Fys es compuesto y divisible por 641.
Nadie, hasta ahora, ha logrado encontrar otro ntimero primo en la sucesién
de Fermat.

Recientemente, con la ayuda de los supercomputadores, se ha logrado
factorizar el niimero Fy, que resulta ser el producto de tres primos que poseen
7,49 v 99 cifras, respectivamente.

En el sistema decimal de numeracion el namero edcba (donde las letras
a, b, ¢, d, e son digitos 0, 1,2, 3,4,5,6,7, 8 09) tiene el valor:

edcba = a + 10b + 100c + 1.000d + 10.000e. |

Ejemplo 3: 24.739 =9 + 10 x 34 100 x 7 + 1.000 x 4 + 10.000 x 2.

Tenemos que edcba = a + 5(2 x b+ 20 x ¢+ 200 x d + 2.000 x e), luego
edcba es un multiplo de 5 si y solo si lo es a, es decir sia =0 0 a = 5.

Los niimeros que son miiltiplos de 5
acaban en 0 o en 5.

Ejercicio 6. Usar las identidades

a+100+100c+1.000d+10.000e = a+b+c+d+e +9(b+11c+111d + 1.111e)
a+10b+100¢c+1.000d+10.000e = a—b+c—d+e + 11(b+9c+91d + 909¢)

para obtener criterios de divisibilidad por 3, 9 y 11.

La divisibilidad de niimeros naturales goza de las tres propiedades siguientes:
1*) Reflexiva: Todo niimero es divisor de si mismo: a | a.
2*) Antisimétrica: Sia | b y b| a, entonces, a = b.
3*) Transitiva: Sia | b y b | ¢, entonces, a | c.

Cuando una relacién entre los elementos de un conjunto tenga estas tres
propiedades, diremos que se trata de un orden o una relacién de orden.

El arquetipo de relaciones de orden entre los niimeros naturales es la
relacion menor o igual (a < b :=: 3¢ € N,a + ¢ = b), que claramente
satisface:

1°) a < a cualquiera que sea a € N (reflexiva);

2°) sia <byb<a, entonces, a = b (antisimétrica);
3°) sia <byb<c, entonces, a < c (transitiva).
Estas dos relaciones “<” y “|” comparten pues el cardcter de ser “6rdenes”

en el conjunto N de los niimeros naturales. Sin embargo, tienen otras carac-
teristicas distintas:
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a) N con el orden “<” tiene un primer elemento, que es el 0, pero no tiene
un elemento maximo: “no existe un natural n que sea posterior (mayor)
que todos los demas”.

b) Con el orden de la divisibilidad “|”, el conjunto N tiene un primer
elemento, o minimo, que es 1; pero también tiene un tltimo elemento,
0 maximo, que es el 0: “Para todo natural a se verifica que 1|a y a|0”.

c¢) Otra diferencia entre “<” y “|” es la siguiente: dados dos naturales a y b,
necesariamente ha de verificarse una de las dos desigualdades: a < b o
b < a. Es decir, dos niimeros naturales siempre estan relacionados por
“<”. Sin embargo, ese no tiene por qué ser el caso respecto a la relacién
de divisibilidad, pudiendo ocurrir que ni a sea divisible por b, ni b por
a (ejemplo: a =2y b=21).

“‘ 2

n rmin i relacion rden istingu ropie-
En la te ologia de las relaciones de orden, se dist e esta propie
dad con el nombre de “orden total”, para las relaciones similares a “<”
v “orden parcial” para las otras, como “|”.

2.3. El algoritmo de Euclides

En los ejemplos anteriores, hemos visto que
divisores de 12 = {1,2,3,4,5,6,12} y divisores de 20 = {1,2,4,5,10,20}.
Luego {1,2,4}, que es la intersecciéon de los dos conjuntos, consta de los
divisores comunes a ambos niimeros, 12 y 20. El mayor de ellos, que resulta
ser 4, tiene un status especial: “es el maximo comin divisor de 12 y 207,
propiedad que escribiremos abreviadamente con la notacion

m.c.d.(12,20) = 4.

En general, dados dos ntimeros naturales, a y b, designaremos por m.c.d.(a, b)
al mayor de sus divisores comunes.

Observemos que cualesquiera que sean a y b, siempre tienen, por lo
menos, al 1 como divisor comiin. Puede ocurrir que sea el tinico, en cuyo
caso m.c.d.(a,b) = 1 y se dice que a y b son primos relativos o primos entre
si (por ejemplo: m.c.d.(6,7) =1, m.c.d.(120,77) = 1).

Problemas. Calcular el m.c.d de 105 y 38.

SoLUCION: 105 [38 38[29 2919 92 2[1_
29 2 9 1 23 14 02

Luego m.c.d.(105,38) = 1.
Calcular m.c.d.(700, 182).

SOLUCION: 700 [182 182 [154 15428 2814
154 3 28 1 14 5 0 2

Luego m.c.d.(700,182) = 14.

Ejercicio 7. Calcular el midximo comin divisor de los nimeros siguientes:
m.c.d.(36,84), m.c.d.(231,99), m.c.d.(360, 150).
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La nocién de maximo comiin divisor es muy interesante. Por fortuna, en
los mismos Elementos de Euclides se encuentra una estrategia, o algoritmo,
para calcularlo:

Sean a y b dos niimeros naturales de los que proponemos investigar sus
divisores comunes. Supongamos que a es mayor que b # 0. Si tenemos
tanta suerte de que a sea divisible por b, entonces los divisores comunes
de a y b consisten simplemente en los divisores de b, y no hay nada
mads que decir. En caso contrario, de mala suerte, siempre podemos
expresar a como un miltiplo de b mas un resto:

a=bxc+r, 0<r<b

a = dividendo, b= divisor,
c = cociente, 1 = resto.

dividendo = divisor X cociente + resto,
el resto es menor que el divisor.

que es el algoritmo de la divisién que aprendimos en las matemaéticas de
la infancia: dados dos ntimeros naturales a y b # 0, podemos encontrar
otros dos numeros ¢, cociente, y T, resto, tales que: a = b X ¢ + 7,
0 < r < b. Ademas c y r estdn univocamente determinados por la
propiedad anterior.

El algoritmo. Es claro que todo niimero que sea divisor comun de a y de b,
tiene también que serlo de b y de r = a —b X c. Reciprocamente, todo divisor
comiin de b y de r lo es también de a =b x c+1r y deb.

El problema de calcular los divisores comunes de a y de b queda reducido
asi al de calcular los divisores comunes de b y de r. La gran ventaja es que
b y r son, respectivamente, mas pequenos que a y b.

El algoritmo de Euclides consiste en la repeticién de esta estrategia: si
tenemos la suerte de que b es divisible por r, entonces los divisores comunes
de b y r son todos los divisores de r. En caso contrario, podemos dividir otra
vez: b=d xr+s, 0 < s <r. De nuevo resulta que los divisores comunes de
b y r son los mismos que los divisores comunes de r y s.

El proceso contintia hasta que se acaba, y esto solo puede ocurrir cuando
lleguemos a un resto igual a cero. Es decir, cuando lleguemos a un niimero en
la sucesion a, b, r, s, ... que sea un divisor del término que le precede. Ahora
bien, es obvio que el proceso ha de tener un final puesto que una sucesion
decreciente de niimeros naturales a > b > r > s > ... no puede continuarse
de manera indefinida.

Dados dos ntimeros naturales a y b y su maximo comtn divisor, d, el
algoritmo de Euclides nos permite calcular dos nimeros naturales x e y tales
que: o bien d = ax — by o bien d = by — azx.
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Ejemplos: 1) m.c.d.(12,20) = 4. Tenemos que:

20=1-12+438
12=1-8+4
8=2-4+40

4=12-8=12—-(20—-12)=2x 12 -1 x 4.

2) m.c.d.(36.000, 34.452) = 36.

36.000 =1 -34.452 4 1.548
34.452 = 22 - 1.548 4 396
1.548 = 3 - 396 + 360
396 = 1-360 + 36
360 =10-36+0

36 = 396 — 360 = 396 — (1.548 — 3 x 396)
=4 x 396 — 1.548 = 4 x (34.452 — 22 x 1.548) — 1.548
— 4 x 34.452 — 89 x 1.548
— 4 x 34.452 — 89 x (36.000 — 34.452)
= 93 x 34.452 — 89 x 36.000.

La demostracion se puede hacer por induccién:

Sea P, la proposicién que dice que todos los restos del algoritmo
de FEuclides, hasta el enésimo, pueden ser escritos de esa forma:

Vk=1,...,n, 3z, yr naturales tales que:
o bien Ty = axy — by
o bien e = byr — axy.

Claramente P) es cierta, por cuanto a = bcy + r1 da lugar a
ry =a— bey.
Supongamos P, cierta. Al dividir r,_; entre r, se obtiene:
Thn—1 = TnCn + Tnt1-

Luego rp41 = Tn—1 — TnCn. Si sustituimos ahora rn_1 y 1, por sus
respectivas expresiones como combinaciones de a y b con coeficientes
naturales (recordad que hemos supuesto P, cierta), y agrupamos los
coeficientes de a y de b, obtendremos la expresion correspondiente
arntl. |
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Ejercicio 8. Con el algoritmo de Euclides calcular el maximo comin divisor
de: 124 y 36; 2112 y 363; 93 y 341. Expresarlo en cada caso en la forma
d=axr—by od=by— ax.

Una consecuencia sencilla es la siguiente observacién, que resulta ser muy
util en el empeno de calcular el m.c.d. de dos niimeros.

Sean a, b y n tres niimeros naturales y formemos los produc-
tos na y nb. Entonces tenemos que
m.c.d.(na,nb) = n x m.c.d.(a,b).

Esta identidad se deduce inmediatamente del algoritmo de Euclides. Si divi-
dimos na por nb, el cociente es el mismo que el obtenido al dividir a por b,
pero el nuevo resto es igual a n veces el resto de dividir a por b:

a=bxc+r, 0<r<b

na = nb x ¢+ nr, 0 < nr <nb.

Luego la sucesién de los restos que vamos obteniendo al aplicar el algoritmo
de Euclides a los niimeros na y nb, se obtiene sin mas que multiplicar por n
la sucesién de los restos correspondientes a los niimeros a y b. En particular:

m.c.d.(na,nb) =n x m.c.d.(a,b).

Ejemplos: 1) m.c.d.(20.000,12.000) = 1.000 x m.c.d.(20,12) = 4.000.
2) m.c.d.(7.000,1.820) = 10 x m.c.d.(700,182) = 10 x 14 =140.

Otra consecuencia importante es que los divisores comunes de a y b son,
precisamente, los divisores de su maximo comun divisor. Es claro que si
un namero divide al maximo comtn divisor, d=m.c.d.(a,b), entonces debe
dividir a ambos, a y b. Reciprocamente, como d = ax — by o d = by — ax
para unos ciertos naturales x e y, todo divisor comiin de a y de b lo debe ser
también de d.

Ejemplo 4: Los divisores de 12 forman el conjunto {1,2,3,4,6,12}. Los
divisores de 20 son {1,2,4,5,10,20}. Los divisores comunes son pues: {1,2,4}.
Tenemos que m.c.d.(12,20) = 4 y los divisores de 4 son: {1,2,4}.

Ejercicio 9. Dados los nimeros 120 y 300, calcular los conjuntos de sus
divisores. Utilizar el algoritmo de Euclides para hallar m.c.d.(120,300) y
comprobar que los divisores de m.c.d.(120, 300) son los comunes de 120 y 300.
Escribir m.c.d.(120,300) = 120z — 300y o m.c.d.(120,300) = 300y — 120z.

Si los niimeros a y b son primos entre si, entonces su maximo comun
divisor es igual a 1. El algoritmo de Euclides nos dice que podemos encontrar
dos naturales, x e y, de manera que: o bien 1 = ax —by, o bien 1 = —ax+ by.
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Ejemplo 5: m.c.d.(105,38) = 1.

1 = 9-4x2=9-4x(29-3x9)=13x9—4x29
= 13x(38-29)—4x29=13x38—17 x 29
= 13 x38—17 x (105 — 2 x 38) = 47 x 38 — 17 x 105;

’le?, y:47‘

En realidad las cuestiones anteriores consisten en volver del revés las
divisiones del algoritmo de Euclides:

105=2-38+29

38=1-2949
29=3-9+2
9=4.2+1

!

1=9—-4x2 = 9—4|x (29—-3x9)

= 13x9—-4x29
= 13><(38—29)—4><29
etcétera.

Supongamos que p sea primo y divisor del producto de dos niimeros
n X a, pero que no sea un divisor de a.

Por ser primo, sus tinicos divisores son 1 y p, y dado que p no es divisor
de a, resulta que el tnico divisor comtn de p y de a es la unidad.

Por lo tanto m.c.d.(np,na) = n x m.c.d.(p,a) = n. Sabemos que p es un
divisor de np y de na, luego ha de serlo también de su m.c.d., n.

Este razonamiento constituye una prueba de un importante resultado
que estd descrito en el libro VII de los Elementos de Euclides:

Si p es un primo que resulta ser divisor del producto de
dos niimeros, entonces, necesariamente, divide a uno de los
factores.

Observacion: La hipotesis de que p sea primo es crucial puesto que el enun-
ciado anédlogo para niimeros compuestos es falso. Por ejemplo: 6 es un divisor
del producto 4 X 9, pero no es divisor de 4, ni tampoco de 9.

Ejercicios

1) Usar el algoritmo de Euclides para calcular:

m.c.d.(89,74)  m.c.d.(6120,378) m.c.d.(450, 360)
m.c.d.(1260,75)  m.c.d.(345,180)  m.c.d.(315,140)
m.c.d.(4300,720) m.c.d.(980,616) m.c.d.(2080,930)
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2) Averiguar si son primos o compuestos los niimeros siguientes:

047, 793, 729, 989, 1073, 1103, 951, 1167, 2339, 843.

3) El m.c.d. de los niimeros 729 y 125 es igual a 1. Encontrar dos naturales
x,y de manera que se tenga la igualdad: 1 = 7292 —125y 0 1 = —729x+125y.

4) Si un primo p divide a un producto de nimeros, a-b-c-d---, entonces
es divisor de uno de los factores.

El resultado anterior admite la siguiente extension que podemos encon-
trar en los Elementos de Euclides.

Proposicion. Sia | b-c y m.c.d.(a,b) = 1, entonces a | c.
Demostracion. Por ser m.c.d.(a,b) = 1, sabemos que existen dos naturales,
x, y, tales que

o bien 1=ax—by

o bien 1="by —ax.

Multiplicando por ¢ ambos miembros, obtenemos que:

o bien c = axc— byc

o bien c=byc — axc,
como a es un divisor de ambos, axc y bcy, necesariamente ha de serlo de su
diferencia, es decir: a | c. |

2.4. El Teorema Fundamental de la Aritmética

Los Elementos de Euclides, que contienen muchas observaciones funda-
mentales acerca de los niimeros primos, ha sido una de las obras mas influ-
yentes en el desarrollo cientifico de todos los tiempos. Es una de las mara-
villas de las matematicas, que las distingue del resto de las ciencias, el que
esas propiedades, halladas por los griegos hace veintitantos siglos, sigan tan
vigentes ahora como cuando se descubrieron.

Consideremos un nimero n 'y el conjunto de sus divisores que, necesaria-
mente, contiene al 1 y al n entre sus elementos.

En el caso en que n sea primo, eso es todo; pero si n es compuesto, habra
de tener mas divisores, a los que Illamaremos propios, o sea, distintos de 1 y
de n.

Consideremos al méas pequeno de entre ellos y llamémosle p. Entonces, p
tiene que ser un niimero primo.

iEs obviol, ya que si p fuera compuesto tendria que ser divisible por otro
niimero q menor que él y distinto de la unidad. Pero q al ser divisor de p lo
seria también de n, por lo que p no puede ser el divisor propio menor, en
contra de la hipétesis de partida. jLuego p es un nimero primo!
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Podemos asi afirmar que todo nimero natural mayor que uno es siempre
divisible por un nitmero primo. El divisor propio mas pequeno de un nimero
compuesto es siempre primo.

Es decir, dado un nimero natural a, ora es primo, ora podemos encon-
trarle un divisor primo: a = p-b, p primo. Pero, en este tiltimo caso, podemos
seguir con b y, o bien es primo, o bien tiene un divisor primo ¢q, b = q - c,
a=p-q-c, ...

Si continuamos con este proceso, que necesariamente se acaba después
de unos cuantos pasos, obtendremos que a = p-q-r--- es un producto de
nuimeros primos.

Todo niimero natural mayor que 1 es un producto de niimeros
primos.

Ejemplos: Los divisores de 30 son {1,2,3,5,6,10,15,30}, y el menor de
sus divisores propios es 2, que es primo: 30 = 2 x 15.

Los divisores de 15 son {1, 3,5, 15}, siendo el menor de los propios, 3, un
niimero primo: 15 = 3 x 5.

El altimo factor, 5, es ya primo, y asi tenemos que 30 =2 X 3 X 5, es un
producto de niimeros primos.

Si tomamos ahora 420, la cadena de factorizaciones:
420 =2 x 210, 210 =2 x 105, 105 =3 x 35, 35 =5 x 7,

nos da la factorizacion de 420 en primos: 420 = 22 x 3 x 5 x 7.

Esta representacion es tinica, porque si el nimero tuviera dos factoriza-
ciones

a:p.q.fr...:p/.q/.rl...

donde todos los factores son primos, entonces p seria divisor del producto
p'-¢ -r' -y, por tanto, debe ser divisor de uno de los factores. Ahora bien,
la tnica posibilidad de que un primo divida a otro es que sean iguales.

Supongamos que p = p’, podemos entonces cancelarlos de la igualdad
p-q-r---=p -q-r"--- para obtener q-r---=¢ -1’ ---, y procederiamos
ahora con el primo q. Eventualmente obtendriamos que los primos de la
izquierda son los de la derecha y que las dos representaciones son iguales.

Teorema. (TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARITMETICA) Todo niimero
natural mayor que 1 se descompone de manera tnica como producto de
niimeros primos.

Ejemplos: 6 =2 x3
600 =2x2x2x3x5x5=23x%x3x 52
242550 = 2 x 3X3 X HxXH X TXxTx 11=2x 32 x 52 x 72 x 11.
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Una de las cualidades que se asocian con las matematicas es la precision,
que ha trascendido incluso al lenguaje coloquial: “esto es tan claro como
que dos y dos son cuatro”, o, “el equipo de tu pueblo estd matematicamente
ascendido”, que dicen los locutores de radio y television. La precisién no
debe confundirse con la pedanteria. A propoésito del Teorema Fundamental,
alguien nos podria decir que, por ejemplo, el nimero 6 admite dos descom-
posiciones:

6=2x3=3x2

que difieren en el orden de los factores. Bueno, podemos ponernos a cubierto
de los pedantes anadiendo que la descomposicién es tinica salvo el orden de
los factores que, como todos sabemos, no cambia el producto y que también
se conoce como propiedad conmutativa de la multiplicacion.

Fijémonos en el nimero 600, el factor primo 2 aparece tres veces, mientras
que el 3 lo hace solo una, y el 5, dos. La notacién exponencial de la derecha
23 x 3 x 52 es mds compacta y, a la larga, mucho més cémoda que 2 x 2 x 2 x
3 x 5 x 5. Claro estd que son totalmente equivalentes, dicen exactamente lo
mismo. Sin embargo, si tenemos que escribirlas muchas veces nos resultara
mds céomoda y econémica la notacién exponencial 600 = 23 x 3 x 52. El caso
de 242.550 resulta mucho mas dramaético.

Segtin el Teorema Fundamental, todo niimero natural n > 1 se escribe
de manera tinica de la forma, llamada normal:

n = pg¥re. ..

donde p < q¢ < r < ... son niimeros primos, y los exponentes, a, b, ¢ son
enteros positivos.

Ejercicio 10. Escribir la descomposicién normal de los niimeros siguientes:

90, 270, 1.221, 140, 8.712.

El Teorema Fundamental de la Aritmética confirma el cardcter multi-
plicativo béasico de los niimeros primos que senalamos antes. Los niimeros
compuestos se generan como producto de primos. Si quisiéramos, podriamos
prescindir de la palabra seis y sustituirla por la combinacién dos por tres;
ocho es dos por dos por dos; catorce es dos por siete, etc., quizds parez-
ca este empeno otra pedanteria, pero no lo es tanto ya que, como iremos
descubriendo mas adelante, sabremos mucho mas de las propiedades de un
niimero entero si conocemos su descomposicién en factores primos.

Ejemplo 6: De la descomposicién en factores primos del niimero 600, 600 =
23 x 3 x 52, vemos que sus divisores han de ser de la forma:

d=2%x3%x5°
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donde 0 < a <3,0<b<1y0<c <2 Tenemos 4 posibilidades para
a, 2 para b y 3 para c. Luego, en total tendremos 4 X 2 x 3 = 24 posibles
divisores, a saber:
= 20%x3%x5°
2 = 28 x3% x50
2% % 30 x 5

600 = 23 x 3 x5

A veces esta tarea no es facil, incluso con la ayuda de las modernas com-
putadoras. Por ejemplo, ha sido una verdadera epopeya el descomponer en
factores primos el nimero de Fermat Fy = 22" 4 1, que tiene 155 cifras y que
es el producto de tres nimeros primos de 7, 49 y 99 cifras respectivamente.

Resulta que saber descomponer eficientemente, o sea, con rapidez, es de
interés para los espias que quieren leer los mensajes cifrados. No debe resultar
extrafnio que los resultados de la investigacion en esta drea estén considerados
de alto secreto.

;Cuantos primos hay? ;Conocemos un procedimiento sistematico para
obtenerlos? La respuesta a estas dos preguntas se encuentran también en los
Elementos.

Teorema. Existen infinitos primos.

La demostracion de Euclides es una pequenia joya de orfebreria matema-
tica basada en el principio de contradiccién.

Demostracion. Supongamos que la tesis sea falsa y que hay solo un niimero
finito de primos que podemos enumerar de menor a mayor: p < q < ... <T;
p=2q=23,... Formemos el niimero

M=p-q---7+ 1

Entonces M no puede ser primo ya que es mayor que r que, por hipétesis,
es el primo mayor. Pero si M es compuesto nosotros sabemos que ha de ser
divisible por un primo.

Ahora bien, al dividir M por cualquiera de los primos del universo p, q,
..., r siempre da resto igual a 1; luego M ni es primo ni es divisible por un
primo.

No hay escapatoria posible a las reglas del razonamiento, excepto procla-
mar que la hipétesis de partida era falsa. Es decir, no es cierto que solo haya
un nimero finito de primos. Luego la sucesién de los primos nunca se acaba,
es decir: “existen infinitos primos”. ]
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La criba de Eratoéstenes. Intentemos confeccionar una lista de ntmeros
primos:

2,3,5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53,
59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, . ..

Resulta que cada vez es mas dificil decidir si un niimero es primo o
compuesto. Si queremos continuarla serd ficil ver que 104, 105 y 106 no son
primos ya que el primero y el tercero son pares, mientras que el segundo es
multiplo de 3 y de 5, pero quizas nos llevaria un rato comprobar que 107 es
primo.

El primer algoritmo que se inventé para fabricar listas de niimeros primos
se denomina la criba de Eratoéstenes, haciendo honor a su creador:

Criba de Eratostenes

Para encontrar los primos menores que un niimero M dado,
se escribe la sucesién 2, 3, 4, 5, 6, ..., M, y se tachan los
multiplos de 2 (salvo el 2). El primer superviviente es 3 que
resulta ser primo.

A continuacion se tachan todos los miltiplos de 3 (salvo el 3):

6,9, 12, 15, ... El segundo superviviente es el 5, que resulta
ser primo; el siguiente paso es tachar los miltiplos de 5: 10,
15, 20, 25, ...

El siguiente superviviente es el 7, etcétera. Los niimeros que
sobreviven al proceso son los primos menores que M.

En la practica basta con “cribar” hasta el primer niimero superviviente p
cuyo cuadrado, p?, sobrepase a M. La razon es la siguiente: el divisor propio
p més pequeno de un niimero compuesto N siempre es menor o igual que su
raiz cuadrada: p2 < N.

Ejemplo 7: Para confeccionar la lista de los primos menores que 200, basta
con eliminar o cribar, de los naturales menores que 200, todos aquellos que
son miiltiplos de primos menores que 15, puesto 152 = 225 > 200 (ver
Figura 2.1). Los supervivientes son:

2,3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61,

67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131,137,

139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199.

Y estos son los primos menores que 200.

Ejercicio 11. a) Usar la criba de Eratéstenes para confeccionar la lista de
los primos menores que 500.

b) Contar el niumero de parejas de primos hermanos que aparecen en la
lista anterior.
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1[5 6 [1 8
16 [17] 18 [19] 20 21 22
30 [31] 32 33 34 35 36
44 45 46 [47] 48 49 50
58 [59] 60 [61] 62 63 64
2 |73 4 T 76 7778
86 87 88 [89] 90 91 92
100 [101] 102 [103] 104 105 106
114 115 116 117 118 119 120
128 129 130 [131] 132 133 134
142 143 144 145 146 147 148
156 |157| 158 159 160 161 162
170 171 172 |173| 174 175 176
184 185 186 187 188 189 190
198 (199 200

9 10 [11] 12 [13] 14 15
23] 24 25 26 27 28 [29]
(37 38 39 40 [41] 42 [43]
51 52 |[53] 54 55 56 57
65 66 [67] 68 69 70 [71
9] 80 81 82 (83 84 8
93 94 95 96 |97] 98 99
[107] 108 [109] 110 111 112 [113]
121 122 123 124 125 126 [127]
135 136 [137] 138 [139] 140 141
[149] 150 [151] 152 153 154 155
163| 164 165 166 |167| 168 169
177 178 |179| 180 |181] 182 183
191 192 193] 194 195 196 |197

Figura 2.1: Criba de Eratostenes en {2,3,...,200}

Maximo comun divisor

m.c.d.(a,b)

Si conocemos la descomposicién en
factores primos de dos nimeros, en-
tonces resulta muy facil hallar su
m.c.d.:
Los primos que dividen al m.c.d.
han de dividir a ambos niimeros.
El exponente de cada primo debe
ser el mas pequeno de los que
tienen en a y en b.

Ejemplo 8:
a=2®x3%x5=360

b=2%x3 x5 =300
m.c.d.(360,300) =22 x 3 x5
= 60.

Minimo comuin miiltiplo
m.c.m.(a,b)

Anélogamente, para el m.c.m.:

El mas pequeno de los miiltiplos
comunes a ambos niimeros, a y
b, tiene que ser divisible por to-
dos los primos que aparecen en
ambos, a y b, (comunes y no co-
munes). El exponente ha de ser el
mayor de los dos.

Ejemplo 9:
a=2?x32x5x7=1.260

b=22x3x5%x11 = 33.000
m.cm.(a,b) = 28 x32x53x 7x 11
= 693.000.
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Los siguientes son dos ejemplos notables de factorizacién.

Ejemplo 10: n! = Hps(p), siendo:

p<n
n n n n logn
o= 3+ 3]+ (3] -+ (3] 5 2=
®) pl Iprl o Lp? p* log p
Hemos usado la expresién:
x = [z] + {z}, [z]= parte entera de z,

0 <{z} <1, {z}= parte fraccionaria de .

Es claro que todo factor primo p de n! es menor o igual que n, puesto que
tiene que ser un divisor de algiin m < n. Para calcular el exponente al que
aparece elevado el nimero primo p, observemos que el niimero de miiltiplos

dep entrel yn es [%] Entre ellos, el cardinal de los que son divisibles por
p? es [1%] Luego [%] — [1%] es exactamente el numero de multiplos de p,
entre 1 y n, que no son divisibles por p?, cada uno de los cuales contribuye
con una unidad al exponente S(p).
De la misma manera [z%] — [z%] es exactamente el nimero de enteros
entre 1 y n que es divisible por p? pero no por p?, cada uno de los cuales
n

contribuye con un factor 2 al exponente S(p), obteniéndose 2([1%} — [FD
como contribucién de todos ellos.

En general, [ﬁ] — [#] es el nimero de multiplos de p* pero no de

k+

pFt1 entre 1 y n. En total dan una contribucién k([ﬁ] — [#]) al expo-

nente S(p). Es decir:
s = ([21-[21) +2 (- [20) (13- (20) - - S

Finalmente observemos que la serie es finita, por cuanto

log n}

[%} :()sipk>n, es decir si k > [
P log p

2 2n)!
Ejemplo 11: Sea N = ") = (2n) . Entonces
n (n!)?

[log(%)]

log p

I e 3 ((5]-0])

p<2n

Es decir el exponente a(p) se obtiene del ejemplo anterior restando, para
cada p, al exponente del numerador el que aparece en el denominador.
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Dado un niimero y = [y] + {y} resulta que si 0 < {y} < 3 entonces

[2y] = 2[y], mientras que si 3 < {y} < 1 tenemos que [2y] = 2[y] + 1. Luego
[—] — 2[ ] puede tomar so]o los posibles valores 0 o 1. En particular

)= [,

Ejercicios
Los siguientes ejercicios son para entrenarse, aclararse, profundizar y, por
supuesto, para ser resueltos.

1) Usar el algoritmo de Euclides para calcular:

m.c.d.(488,183), m.c.d.(386,579), m.c.d.(138,460), m.c.d.(2.167,1.082).

2) Hallar la descomposicion en factores primos de los niimeros siguientes:

2.412, 24.353, 1.994, 819, 36.863.

3) Los libros de una biblioteca no pasan de 10.000 y los podemos dis-
tribuir exactamente en lotes de 12 unidades, de 27 unidades y también de
49 unidades. ;Cuantos libros hay exactamente en la biblioteca?

4) Al contar el niimero de alumnos de un colegio de 4 en 4, de 5 en 5, o de 6
en 6, resulta que siempre sobran 2. ;Cuél es el nimero de alumnos sabiendo
que esta comprendido entre 100 y 1507

5) En el conjunto de numeros {16, 24, 25, 27, 30} elegir tres que sean primos
entre si dos a dos.

6) Averiguar si son primos o compuestos los niimeros siguientes:

547, 793, 729, 989, 1.073, 1.103, 951
1.993, 1.167, 2.339, 843, 1.337, 2.809.

7) Comprobar que la suma de dos impares consecutivos es siempre un mil-
tiplo de 4.

8) Obtener todos los divisores de los niimeros: 504, 180, 240, 700.

9) Observar que

152 = 225, (2—25, 2=1x2)
252 = 625,  (6—25, 6=2x3)
352 = 1225, (1225, 12=3x4)

( )

452 = 2025, 20—25, 20=4x5
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En general: (a5)2 =5+ 1()(1)2 = 524 100a® + 100a
= 100a(a + 1) + 25.

Deducir un truco para impresionar a las amistades calculando con facilidad
los cuadrados de los nimeros terminados en 5.

10) La férmula n? + n + 41 produce niimeros primos cuando se sustituyen
los valoresn =0, 1, 2, 3, ..., 39. Ejemplos: n =0da4l; n =1, 43; n = 2,
47, ... Compruébese. ;Qué ocurre cuando n > 407

11) Los griegos llamaban a un niimero perfecto si la suma de sus divisores
era el doble del niimero. Ejemplos:

i) 6 es perfecto ya que sus divisores son
{1,2,3,6}

y14+2+3+6=2x6;

ii) 28 es perfecto ya que sus divisores son

{1,2,4,7,14,28}
v14+2+44+7+14428 =2 x 28.
Cinco nimeros perfectos son:
6, 28, 496, 8.128, 33.550.336.

Compruébese.

Es un problema abierto saber si existe algiin niimero perfecto impar.
Tampoco se sabe cudntos perfectos pares hay, json un niumero finito?

12) Comprobar que los siguientes nimeros no son perfectos:

3x5, 32 x5, 3x52, 32x52% 33x5, 33 x52

13) Demostrar que, cualesquiera que sean los exponentes m y n, el niimero
3™ x 5"

no puede ser perfecto.

14) Dados dos enteros positivos a y b, obsérvese que

a-b=m.c.d.(a,b) x m.cm.(a,b).

15) Sea d = m.c.d.(a,b). Demostrar que los enteros a/d y b/d son primos
entre si.
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2.5. La funcion 7 (x)

La sucesion de niimeros primos ha fascinado a la humanidad desde tiem-
pos remotos. Pero hasta hace bien poco no se conocian aplicaciones practicas
de su estudio. La situacién cambié drasticamente con el descubrimiento de
los sistemas de cifrado en clave piiblica, base de la seguridad de las comu-
nicaciones, que estian basados en las propiedades de la factorizacion de los
naturales en producto de primos.

El objeto basico para entender cémo se distribuyen los primos dentro
de N, es la funcién:

7(x) = namero de primos menores o iguales que x.
m2)=1, w(3)=2, w(4)=2, wn(5)=3, n(6)=23,
m(7) =4, w(8)=4, w(9) =4, w(10)=4,...

El resultado méas importante es el teorema de los niimeros primos, que

dice lo siguiente:
m(x)

7

z=00 x/logx

En otras palabras, la proporcién de niimeros primos en torno a x es:

1
(@) , o bien: w(x) ’

~
~

T log

E(x),

- log

siendo
. E(z)
Im ————— =
z—oo x/logx
(el nimero de primos menores o iguales que x es z/log x salvo un error que

es pequenio en relacién con x/logz).

El teorema de los niimeros primos fue conjeturado por Gauss y Legendre
en los comienzos del siglo X1X y demostrado, casi cien anos mas tarde, por
Hadamard y de la Vallée-Poussin, quienes usaron la teoria de las funciones
analiticas de una variable compleja siguiendo el plan que habia sido trazado
por Riemann.

Antes, Chebychev, con medios elementales pero ingeniosos, habia logrado
probar la existencia de dos constantes positivas, 0 < C; < (o < 00, tales

que:
T

<m(x) < Cy gz

! log =
Esfuerzos posteriores de otros autores permiten afinar las constantes:
C1=09..., Co=1,1...,

cuando restringimos el rango al caso de z suficientemente grandes.



2.5. La funcién w(x) 107

En su trabajo Chebychev introdujo las funciones:

O(z) = Z log p, U(z) = Z log p.

p<z m <z

La segunda suma merece una aclaracion: se suma logp por cada pareja for-
mada por un primo p y un natural m tales que p™ < x. Dado un primo
p < z el numero de veces que log p aparece en la suma W(x) es exactamente

[logz} . Luego tenemos la identidad:

Togp
()= Y logp - {1"”].

= log p

Observemos que 7(x) puede también escribirse de forma parecida:

m(x) = Z 1.

p<w

Luego
1
Oz) <U(x)< Y 1ogp% =logz - (z).
p<x
Dividiendo por x obtenemos:

O _ ) _ nla)
x — x ~ xflogz’
O(z) V(z) w(x)

Proposicién. Las funciones , ,
x x ' x/logx

tienen los mismos limites

de indeterminacién cuando x — 0o.

Demostracion. Sean

(C] U
A1 = limsup (x)7 Ay = lim sup ﬂ, Az = lim sup m(x)
T—00 x T—00 X T—00 l'/ log x
(C]
a1 = liminf (x)’ as = lim inf ﬂ, as = liminf (@)
T—r00 X r—00 x T—00 [13/ log X

Se trata de demostrar que
A1:A2:A3 y a] = a = as.

Sabemos que A1 < Ay < A3 y a1 < ag < ag son consecuencia de las
desigualdades

o) _ W) _ ()

x — x ~ x/logx

luego basta con probar que Az < Aj, a3 < ay.



108 Capitulo 2. Los niimeros naturales

Sea a, 0 < a < 1, tenemos que:
O(z) = Z logp > Z logp > alogx Z 1
plw z*<p<w ze<p<z
=alogz(n(z) — m(z%)) > a(logz)m(z) — a(logz)z®.
Luego:
©
(x) “a () _alogx
x x/logx zl-«

log x

xlfa

pero como « < 1 resulta que: lim = 0y, por tanto,
T—r 00

O(x)

w(x
Ay = limsup —~ > alimsup (2) = A3
T—00 x =00 T/ 1logx

y dado que la desigualdad anterior es valida cualquiera que sea el niimero
a < 1, obtenemos que A1 > As. La demostraciéon de que a1 = as = ag se
hace de igual manera. |

Un corolario de la proposicion anterior es que el Teorema de los niimeros
primos es equivalente a probar que

U(x

lim (z)

r—o00 I

= 1.

Y aunque la funcién ¥(x) parece mas artificial que w(x) resulta que tiene
propiedades analiticas mas faciles de manejar.

Lema 1. O(n) < 2nlog2.

Demostracion. (Por induccién) Observemos que paran = 1 yn = 2 el

lema es cierto:
0=0(1) < 2log2

log2=0(2) < 4log2.

Consideremos el nimero combinatorio

= () = = ()

que aparece dos veces en el desarrollo

2m+1  2m+ 1 2m
(1+1) = Z k‘ ,  porlo que: M < 2™,
k=0

Los primos p tales que m+1 < p < 2m + 1 dividen al numerador de
M pero no a su denominador, por lo tanto el producto de todos ellos es un
divisor de M. En particular:
II r<m

m+1<p<2m+1
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Tomando logaritmos resulta que:
O2m+1)—0(m+1) <logM < 2mlog?2.

Estamos ahora en condiciones de completar el argumento de induccién:
Suponiendo que el lema es cierto para k < n, es decir O(k) < 2klog?2,
consideremos ©(n + 1). Tenemos dos casos:

1°) Sin+1 es par, entonces n + 1 no puede ser primo (n > 1) luego

O(n+1)=0(n) <2nlog2 <2(n+1)log2
por hipétesis de induccion.
2°) Sin+1=2m+ 1 es impar, entonces:
On+1)=002m+1) <2mlog2+6O©(m+1)
<2mlog2+2(m+1)log2 =2(2m + 1)log2
=2(n+1)log2.
Y el argumento de induccién queda completo. [ ]

U(z)

Lema 2. liminf > log 2.

T—00 x

Demostracion. Consideremos el niimero combinatorio
log(2n)

2n 2n)!
N = <n) N En!))2 = H p"® < H p[ v

p<2n p<2n

Observemos que N es el término central, y el mayor, del desarrollo:

22 — (14 1) = i <2]:>

k=0
2n

2n+1

Iuego N > . Tomando logaritmos obtenemos:

log(2
2nlog2 —log(2n+1) <log N < Y logp[ o8( ")] = T(2n).
p<2n logp

Para cualquier real positivo x tenemos que:

U(z) > (2[2]) > 2[£]log2 — log (2[%] + 1)
>z log2 — 2log2 — log (2[%] + 1)

LG
lo que implica la desigualdad: 1im inf (z) > log 2. ]

T—00 xT
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Corolario. (Teorema de Chebychev) Existen dos constantes positivas
0<c<1<C < tales que:

i <mx)<C T

¢ —  logx

log

Proposicion. (Postulado de Bertrand) Para cualquier natural n existe
al menos un primo p tal que n < p < 2n.

Demostracion. El caso n < 520 lo podemos comprobar directamente en
nuestra tabla de nimeros primos. Por ejemplo, observando que el conjunto
de primos 2, 3, 5, 7, 13, 23, 43, 83, 163, 317, 521 tiene la propiedad de que
cada uno es mayor que su precedente, pero menor que el doble de este.

Para n > 520 vamos a demostrar que la hipétesis de que el intervalo
n <z < 2n no contenga a ningiin primo es absurda, produce una contra-
diccién.

Veamos: supongamos que no existe un primo p tal que n < p < 2n.

Consideremos el niimero
N — 2n\ _ (2n!)
n (n!)?

y observemos que ningun primo p en el intervalo 2n/3 < p < n puede
ser divisor de N. La razon estriba en que 4n/3 < 2p < 2n por lo que el
numerador (2n!) es divisible por p?, pero no por p3, y lo mismo le ocurre
al denominador (n!)2. Luego el cociente N no puede ser divisible por p.
La hipétesis de induccién implica entonces que N no es divisible por ningiin
D> %n Es decir:

N = H p®) = H pt®) . H po®)

p<2n p<(2n)!/2 (2n)/2<p< 2n

Observemos que:

log(2n)

10) pa(p) < p lsp = 2n para todo p.

?)&p>@mvaamg[%£?w§L

3°) O(m) < 2mlog2, es decir: H p < 2¥m.
p<m

4°) 22" < (2n + 1)N.
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Luego:
2n

4
3

< N < (2n)@"% 9

n
2n +1 ’

O sea: , "
25" < (2n)") . (2n+1).

Tomando logaritmos obtenemos la relacién:

2
<§ log 2)n < V2n log(2n) + log(2n + 1)

que resulta ser falsa cuando n > 520. |
Ejercicios

16) Demuéstrese que existen infinitos primos de las formas 4n —1 y 6n — 1.
17) Demostrar que si 2™ + 1 es un primo impar, m es una potencia de 2.

18) Demostrar que existen dos constantes positivas 0 < ¢ < C' < oo tales
que

enlogn < p, < Cnlogn,
donde p,, es el enésimo ntmero primo.

1,12

19) Sea n = pY'py? - - pi* la descomposicién de n en factores primos.

i) Demuestra que n tiene (nq + 1)(n2+1) -+ (ns + 1) divisores positivos.

ii) Indica cuantos divisores enteros (positivos y negativos) tiene n.

20) Demuestra que
(e )=
(a,0)" (a,b)/
21) Encuentra todas las parejas a,b € Z tales que (a,b) = 10 y [a,b] = 100.

22) Sea q un niimero entero tal que ¢ > 1. Calcula (¢,¢%), (¢,q + 1) y
(¢:9 +2).

23) Dados m enteros consecutivos: n,n+ 1, n+2,...,n+ (m — 1), con
m > 1. Demuestra que uno y solamente uno es divisible por m.

24) En una parada de autobus llegan tres lineas de autobuses: A, B y C.
El autobus de la linea A tarda en hacer el recorrido completo 40 minutos;
el de la linea B, una hora; y el de la linea C, 25 minutos. A las siete de la
manana han coincidido en la parada los tres autobuses. ;A qué hora volveran
a coincidir?

25) Sean a, b, d naturales no nulos tales que a = a1d y b = bid con a1,b; € N.
Demuestra que si (a1,b1) = 1 entonces d = (a,b).
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26) Sean a,b,m numeros naturales con a y b coprimos. Demuestra que si
alm y blm entonces ablm. Encuentra un contraejemplo que muestre que si a
v b no son coprimos el resultado no es cierto en general.

27) Demuestra que para todon € N, \/n € Q< /n €N.

28) Demuestra que todo niimero entero se puede expresar como combinacion
lineal de 1001 y 30.



Los enteros

Queda curvo el firmamento,
compacto azul, sobre el dia.
Es el redondeamiento

del esplendor: mediodia.
Todo es ciipula. Reposa,
central sin querer, la rosa,
a un sol en cenit sujeta.

Y tanto se da el presente
que el pie caminante siente
la integridad del planeta.

Jorge Guillén
(Perfeccion)

La construccion formal del anillo de los niimeros enteros, que en lo
sucesivo designaremos con la letra Z, comienza considerando el producto
cartesiano N x N del conjunto de los naturales por si mismo.

Los elementos (a,b) € N x N son, pues, pares ordenados de niimeros
naturales 0, 1, 2, 3, ... A continuacién se establece una relacién, R, en
N x N, de acuerdo con el siguiente criterio:

(a,b)R(c,d) siy solo sia+d=c+b.

Ejemplo 1: Los pares (4,2) y (9,7) estan relacionados: (4,2)R(9,7), por
cuanto 4+7 = 9+2. En cambio, (1,1) y (6,7) no lo estdn, ya que 1+7 # 1+6.

La relacién que hemos definido goza de varias propiedades interesantes.
A saber:

Reflexiva. Todo par esta relacionado consigo mismo: (a,b)R(a,b), puesto
quea+b=a+b.

Simétrica. Si (a,b)R(c,d) entonces (c,d)R(a,b) ya que

at+d=c+b << c+b=a-+d.

Transitiva. Si (a,b)R(c,d) y (c¢,d)R(e, f), entonces (a,b)R(e, f).
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Quizd la propiedad transitiva requiera alguna linea que nos aclare su
cumplimiento. Ahora bien:

(a,0)R(c,d) <— a+d=c+b
(c,d)R(e,f) <= c+f=e+d.

Sumando miembro a miembro ambas igualdades obtenemos:
a+d+c+f=c+b+e+d

que equivale a a + f = e+ b, es decir: (a,d)R(e, f).

Como vimos en el primer capitulo, estas tres propiedades caracterizan a
las relaciones llamadas de equivalencia, que pueden ser definidas en muchos
otros conjuntos. Una de sus consecuencias mas interesantes es que nos per-
miten dividir el conjunto N x N en clases disjuntas, que llamaremos clases
de equivalencia, de la siguiente manera:

Definicién. La clase de equivalencia [(a,b)] es el conjunto de todas las pare-
jas (¢, d) que estén relacionadas con (a,b):

[(a,b)] ={(c,d) e Nx N | (a,b)R(c,d)}.

Ejemplo 2:
i) [(2,0)] ={(2,0),(3,1),(4,2),(5,3),(6,4),(7,5),(8,6),... }
i) [(3,6)] = {(0,3), (1,4), (2,5), (3,6), (4,7), (5,8),(6,9),... }
Observemos que dadas dos clases, [(a,b)] y [(c,d)], ora coinciden, [(a, b)] =

[(¢,d)], ya son disjuntas, [(a,b)] N [(c,d)] = O.

Efectivamente: si [(a,b)|N[(c, d)] # O tendrén, por lo menos, un elemento
comun: (e, f). Pero (e, f) € [(a,b)] si y solo si (e, f)R(a,b), y (e, f) € [(¢,d)]
si y solo si (e, f)R(c,d). Entonces por las propiedades simétrica y transitiva,
resulta que (a,b)R(c,d): todo elemento de la clase [(a,b)] estd en [(c,d)],
y viceversa. Luego: [(a,b)] = [(c, d)].

Por tanto las clases de equivalencia dan lugar a una particiéon disjunta
del conjunto N x N y forman un nuevo conjunto (cuyos elementos son esas
clases) que denominaremos conjunto cociente de N x N por la relacién de
equivalencia ‘R. En simbolos:

(N x N) /R.
Pues bien, este es el conjunto de los enteros, Z:

Z=(NxN)/R.
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En 7 podemos definir dos operaciones, suma y producto, por el procedi-
miento siguiente:

[(@,0)] +[(e;d)] = [(a+cb+d)
[(a,0)] x [(c,d)] = [(ac+bd,ad+ be)].

Naturalmente, para que las definiciones anteriores sean correctas, hay
que demostrar que, tanto la suma como el producto, son independientes de
los representantes elegidos. Se trata del siguiente ejercicio:

Comprobar que si (a,b)R(a’, V") y (¢, d)R(c,d’), entonces:

(a+c,b+d) R (a+,b+d)
(ad +bc,ac+bd) R (d'd +b'c,dd +v'd).

Ejercicio 1. Demostrar que la suma y el producto en Z verifican:

1. La suma es asociativa:
([(a,0)] + (e, D)]) + [(es /)] = [(a,0)] + ([(e, )] + [(es )])-
2. La suma es conmutativa:
[(a,b)] + [(c; d)] = [(c, d)] + [(a, D)].

3. La clase [(0,0)] es el elemento neutro para la suma:

[(0,0)] + [(a, b)] = [(a, b)].

[(a, )] + [(0,0)]
4. La clase [(b,a)] es el elemento opuesto de [(a,b)]. Es decir:

[(b; a)] + [(a, b)] = [(a,0)] + [(b, a)] = [(0, 0)].

5. El producto es asociativo (enunciar y demostrar).
6. EI producto es conmutativo (enunciar y demostrar).

7. La clase [(1,0)] es el elemento neutro para el producto:
[(1,0)] x [(a,b)] = [(a, )] x [(1,0)] = [(a,b)].
8. El producto es distributivo respecto de la suma:

[(a,0)] x ([(¢, )] + [(e, H]) = [(a,0)] x [(¢, d)] + [(a, )] x [(e, )]
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La frase “Z es un anillo conmutativo con elemento unidad”, resume el
hecho de que Z esta dotado de dos operaciones, suma y producto, que gozan
de todas las propiedades anteriores. Pero en las matematicas hay otros mu-
chos conjuntos que tienen la misma estructura, por lo que se han dedicado
esfuerzos a estudiar los resultados generales que pueden obtenerse con ella.
Se trata de la Teoria de Anillos.

.En qué se parece un nimero natural a un entero? Segiin la definicién
que hemos dado, la respuesta seria que no en mucho: un entero es una clase
de equivalencia de pares ordenados de niimeros naturales, lejos por tanto de
ser un numero natural.

Empero, esa respuesta es poco satisfactoria por cuanto el proposito ori-
ginal era “extender” los naturales para poder siempre restar y no crear unos
objetos tan complicados. En realidad la situacién se apana de la manera
siguiente:

Si la clase [(a, b)| tiene un representante, (a,b), tal que a > b,
entonces, también tiene al elemento (a —b,0). Diremos que el
entero [(a,b)| es positivo y lo escribiremos: [(a,b)] = +(a—0).
Si, en cambio, a < b, entonces contiene al elemento [(0,b—a)]
v diremos que el entero [(a,b)] es negativo, y lo designaremos
por —(b—a). Queda, claro est4, el caso en que a = b, entonces
la clase [(a,a)] contiene al elemento [(0,0)], y diremos que
[(a,a)] es el nimero entero 0. El entero —1 = [(0,1)] verifica
que (—1)2 = 1 y, junto con 1, forman las unidades del anillo
que son los elementos que tienen un inverso multiplicativo.

Ahora estamos en condiciones de identificar a N con un subconjunto de 7Z,
el de los nimeros positivos mas el 0. Sea la aplicacion:

N 2 7z

n — ®n)=[(n,0)]=4n
0 — ®(0)=1(0,0)]=0.

d(n+m) = @(n)+ ¢(m)
®(n-m) = P(n)  P(m)
Se trata de una aplicacién inyectiva que nos da una biyeccion entre N y ®(N),

En este sentido, en lo sucesivo, diremos que N es un subconjunto de 7Z,
e identificaremos el natural n con el entero +n.
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En 7Z tenemos una extension natural del orden < de los naturales: a < b
si y solo si b — a es positivo o cero. Una nocién importante es la de valor
absoluto |a| que es el miembro no negativo de la pareja {a, —a}. Es claro que
|0] =0 y que |a+ b| < |a|] + |b|. También existe el algoritmo de la division:
dados dos enteros a (dividendo) y b # 0 (divisor), hay dos tinicos enteros ¢
(cociente) y r (resto), tales que: a =bx c+r, 0 < r < |b|.

Dados dos enteros a y b, el conjunto I = {ax+by | z,y € Z}, es cerrado
para la suma y para el producto por enteros de Z:
(az1 +by1) + (az2 +by2) = a(z1+22) +b(y1 +y2) €1
z-(ax+by) = a(zz)+b(yz) €.

Proposicion. Sean a > 0 y b > 0, entonces

d = menor entero positivo en I = m.c.d.(a,b).

Demostracion. Usaremos en esta prueba el siguiente resultado:
Lema. Todo elemento de I es miultiplo de d.

Demostracion. Sea w un elemento de [ yw =dxc+r, 0 <r <d
el resultado de su divisién por d.

Entonces 1 = w + d x (—c) estd en I por ser la suma de dos elementos
de I. Como 0 < r < d, tiene que ser v = 0 para no contradecir la propiedad
“d es el menor entero positivo de I”. ]

Sigamos ahora con la prueba de la proposicion. Como a=1xa+ 0 x b
yb=0Xxa-+1xbestan en I, resulta que ambos son miiltiplos de d. Por
otro lado por ser d € I existen enteros x, y tales que:

d = ax + by.
Luego todo divisor comiin de a y de b ha de serlo también de d. Es decir:

d = m.c.d.(a,b). n

3.1. Clases de restos

La divisibilidad de los niimeros naturales puede extenderse a la clase de
los enteros. Sean a, b y m > 1 niimeros enteros. Diremos que a es con-
gruente con b médulo m si la diferencia a — b es miiltiplo de m, es decir
m|(a — b). La notacién a = b mod(m) sirve para escribir esa relacién, como
hizo C. F. Gauss en su obra monumental Disquisitiones Arithmeticae (1801).

Los enteros a y b seran cualesquiera (positivos, negativos o cero), pero
el médulo m lo tomaremos siempre mayor que uno. De la definicién de
congruencia se deduce ficilmente que goza de las tres propiedades:
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i) Reflexiva: a = a mod(m), Va € Z.
ii) Simétrica: a = b mod(m) = b = a mod(m).
iii) Tramsitiva: Si a = b mod(m) y b = ¢ mod(m), entonces a = ¢ mod(m).

Se trata pues de una relacién de equivalencia que divide al conjunto Z en
clases disjuntas (llamadas clases de restos o clases residuales). El conjunto
cociente, es decir, el conjunto de clases de equivalencia, se designa con el
simbolo Z,,.

La aritmética modular forma parte de nuestra vida cotidiana: los dias de
la semana definen clases médulo 7 y la hora la damos médulo 24 ya que a
la pregunta “; Qué hora es?” a nadie se le ocurriria responder con el niimero
de horas transcurridas desde la Gran Explosion. Otro caso interesante es el
Nuamero de Identificacion Fiscal (N.I.F.) cuya letra final depende solo de la
clase residual, moédulo 23, del niimero que la precede.

Los enteros entre 0 y m — 1 estdn en clases residuales distintas. Todo
entero n puede escribirse de forma tnica como:

n=mc+r, 0<r<m-—1,

por lo que resulta que todo entero es congruente, médulo m, con uno de los
niimeros 0, ...,m—1 (dos enteros son congruentes médulo m si y solo si dan
el mismo resto al ser divididos por m). En particular existen exactamente m
clases residuales distintas mod(m):

’ Zy, tiene m elementos. ‘

Un conjunto de m enteros incongruentes entre si dos a dos se llama un
sistema residual completo médulo m.

Proposicion. Sean a = b mod(m) y ¢ = d mod(m). Tenemos que:
i) a4+ c=b+d mod(m)
ii) ac = bd mod(m).
La demostraciéon es un ejercicio rutinario, pero que nos permite dotar

a Z, con dos operaciones (suma y producto) que gozan de las propiedades
de un anillo conmutativo con unidad.

Si designamos con [a] y [b] las clases respectivas, mod(m), de los enteros
a y b, tenemos que:

[a] +[b] = la+10]
[a] x [b] = [ax0];

y estas operaciones estdan bien definidas por ser independientes de los repre-
sentantes escogidos en cada clase (comprobar esta afirmacion).
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Proposicion. Las operaciones suma y producto en Zy, tienen las propiedades

siguientes:
i) Conmutativa: [a] + [b] = [b] + [a]
[a] x [b] = [b] x [a].
ii) Asociativa: ([a] + [b]) + [¢] = [a] + ([b] + [¢])
(fa] x [b]) x [e] = [a] > ([b] x [c]).

iii) Distributiva: [a] x ([b] + [c]) = [a] x [b] + [a] % [¢].

iv) La clase del [0] es el elemento neutro para la suma, mientras que la
del [1], lo es para el producto.

v) La clase [m — a] es el opuesto para la suma de la clase [a]:

[m — a] + [a] = [0].

Ademis del conjunto {0,1,...,m — 1} hay otros muchos sistemas resi-
duales completos. Un caso notable viene dado por la proposicién siguiente.

Proposicion. Si {ry,re,...,rm} es un sistema residual completo mod(m)
v si m.c.d.(a,m) = 1, entonces {ary,ars, ... ,ary} es otro sistema residual
completo mod(m).

Demostraciéon. Basta comprobar que los nimeros {arj}jzl,,,,7m son incon-
gruentes entre si dos a dos.

Supongamos que arj = ary, mod(m). Por ser 1 = m.c.d.(a, m) sabemos
de la existencia de dos enteros x, y tales que 1 = ax + my. Luego:

rj = arjz mod(m), ri = arpx mod(m)

y la congruencia ar; = ary, mod(m) implica que rj = rj, mod(m), por lo que
hemos de tener la igualdad j = k. |

Una cuestion importante es la de decidir cuando un elemento de Z,, tiene
un inverso multiplicativo.

Proposicion. La clase residual [a] mod(m) tiene una inversa multiplicativa
si y solo si m.c.d.(a,m) = 1.

Demostracion. Es facil ver que si m.c.d.(a,m) = 1, entonces tenemos tam-
bién que m.c.d.(a’,m) = 1 para todo a’ = a mod(m). De manera que la
propiedad considerada en la proposicion es independiente del representante
elegido en la clase residual dada.

Tenemos que 1 = ax 4+ my para alguna pareja de enteros x, y. Luego
axr =1 mod(m) y la clase [x] es la inversa multiplicativa de la clase [a].

Reciprocamente, si [a] - [x] = [1], entonces ax = 1 mod(m). Es decir,
1 = ax + my para algiin entero y. De esta expresion se deduce que

m.c.d.(a,m) = 1. |
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El niimero de elementos del conjunto {0, 1,...,m—1} que son primos con
m se designa con la funcién ¢(m) (llamada funcién de Euler). Es también el
niimero de clases residuales primas mod(m), o nimero de clases residuales
que admiten un inverso multiplicativo médulo m. El conjunto de estas tlti-
mas (subconjunto de Z,) se designa con la notacion:

Zy, = { clases residuales primas con m },

y en ocasiones se habla de él como el conjunto de las unidades de Z,,, en
cuyo caso se utiliza la notacion U(Zy,) = Z},.

Un sistema residual reducido médulo m consiste en un conjunto con un
representante de cada clase residual prima.

Ejemplos:

a) Sim = p es un nimero primo, entonces

¢(p) =p—1

v{1,2,...,p— 1} es un sistema residual reducido médulo p:

Zy, ={N],12],-..,[p - 1}

b) Sim = p*, k > 1 namero natural, y p primo, entonces
o(p") =pF =" =p" - 1),

ya que, entre 1 y p*, los mimeros que no son primos con p, y por lo
tanto no son primos con pk, son sus muiltiplos:

P, 2p, 3p, ..., pFp

y hay p*~1 de ellos.

Proposicion. Sea m.c.d.(a,m) = 1 y {r1,...,74(m)} un sistema residual
reducido médulo m. Entonces {ar1, ..., argy)} también lo es.

Demostracién. En primer lugar, cada elemento ar; es primo con m y, por
lo que vimos antes, tiene un inverso multiplicativo médulo m. Luego todas
las clases [ar;] son primas con m. Basta entonces ver que son distintas, es
decir, que ar; = ary mod(m) implica que r; = ry mod(m) y, por tanto,
ry =Tk.

Pero esto es una consecuencia de que a tenga inverso multiplicativo, x,
moédulo m: ax = 1 mod(m). En efecto, multiplicando por x ambos miembros
de la congruencia arj = ary mod(m), obtenemos

zar; = xary mod(m) = rj = ry mod(m). [ ]
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Sea a primo con m (m.c.d.(a,m) =1) y {r1,...,,74(m)} un sistema resi-
dual reducido médulo m. Entonces {ary, . .., arymm)} es otro sistema residual
reducido médulo m. Por lo tanto, para cada j, 1 < j < ¢(m), existe un tinico
k= f(j), 1<k < g(m) tal que

arj = rp mod(m)

es decir
ary, = 'r'f(l)
e = e mod(m)
argm) = Tf(¢(m))

Multiplicando estas congruencias obtenemos que:
a®™ ppy To(m) = T1T2 "+ Tg(m) mod(m).

Si tenemos ahora en cuenta que cada r; tiene un inverso multiplicativo moé-
dulo m, podemos simplificar, multiplicando por dichos inversos, y obtener la

congruencia:
a®™ =1 mod(m).

Teorema. (Fermat—Euler). Si m.c.d.(a,m) = 1, entonces
a®™ =1 mod(m).

Ejemplo 3: Sim = p es primo, entonces a? = a mod(p) cualquiera que sea
el entero a.

Ejercicio 2. ;Cual es el resto de la division de 13249 entre 177
Proposicion. Si m.c.d.(m,n) = 1, entonces ¢(m -n) = ¢p(m) - ¢(n).

Demostracion. Consideremos los niimeros entre 0 y m - n — 1, que forman
un sistema residual completo médulo m - n, dispuestos en filas de la manera
siguiente:

0, 1, ... Jy e, n—1
n, n+1, ..., n+7, ..., 2n-—1
2n, 2n+1, ..., 2n+j4, ..., 3n-—1
(m—1)n, (m—1n+1, ..., (m—n+j, ..., mn—1

Es decir, formando una matriz rectangular de m filas y n columnas.

Se trata de contar cuintos elementos de esta matriz son primos conn y con
m simultdneamente. Cada fila es un sistema residual completo médulo n y,
por tanto, contiene exactamente ¢(n) clases residuales primas con n. Obser-
vemos que cada columna estd formada por elementos congruentes entre si
mdédulo n. Asi los elementos primos con n estdan ubicados en ¢(n) columnas.
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Ahora bien, cada columna es un sistema residual completo médulo m
(puesto que m.c.d.(n,m) = 1), y, por tanto, contiene exactamente ¢(m)
elementos primos con m.

Uniendo ambos computos obtenemos ¢(n) columnas primas con n, cada
una de las cuales contiene exactamente ¢(m) elementos primos con m, luego
en total hay

o(n) - ¢(m) elementos primos con n - m. [ ]

(033

Corolario. Si n = p{*---p;* es la descomposicién en factores primos del

ntimero n, resulta que:

Bn) = S S
= OF =) )

1 1
_ ail (23
= e (1) (=)
! k b1 Pk

. nH(l—;).

Ejercicio 3. Demostrar la formula de Gauss:

> o(d) =n.
din

3.2. Ecuaciones en congruencias
Proposicion. Si m.c.d.(a,m) = 1, entonces la congruencia lineal
ax = b mod(m)

tiene exactamente una solucién mdédulo m.

Demostracion. Sabemos que existen enteros s y t tales que 1 = as+mt, es
decir, as = 1 mod(m). Por lo tanto b = asb+ mtb nos da la solucién x = sb:
b = ax mod(m).

Si tuviésemos dos soluciones: ax; = b mod(m)
ary = b mod(m)

al restarlas obtendriamos:
a(xy — x2) =0 mod(m),

y una sencilla multiplicacién por s daria lugar a la congruencia:

x1 — x2 = 0 mod(m). -
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Proposicion. Si m.c.d.(a,m) = d, entonces la congruencia
ax = b mod(m)

tiene solucién si y solo si d | b. En caso afirmativo hay exactamente d solu-
ciones moédulo m, que podemos escribir en la forma:

x1, x1+m1,...,x1+(d—1)m1

donde m = dmy, y x1 es la solucién de la congruencia aiz = by mod(my),
a = dal, b= db1

Demostracion. Si la congruencia tiene una solucién x entonces podremos
escribir ax = b+ my, para un cierto entero y. Es decir: b = ax —my y como
d| ayd]|m,d debe ser un divisor de ax — my, es decir de b. Por tanto,
una condicion necesaria para que ax = b mod(m) tenga solucién es que
d = m.c.d.(a,m) sea divisor de b.

Supongamos ahora que ese es el caso: a = day, b = db; y m = dmy siendo
m.c.d.(a;,m;) = 1.

La congruencia ajx = by mod(m;) tiene una tnica soluciéon x; médulo
my, como demostramos en la proposicién anterior.

Pero la clase residual de x1 médulo my se desdobla en exactamente d
clases residuales distintas médulo m = d - my, a saber:

xy, x1+my, ..., 21+ (d—1)my
que dan lugar a las d soluciones distintas de la congruencia

ax = b mod(m) m

Ejercicio 4. Hallar todas las soluciones de la ecuacién

60z = 24 mod(48).

Las congruencias polinémicas (de grado mayor que uno) son algo mas
complicadas. No obstante, cuando el médulo es primo, tenemos el siguiente
resultado de Lagrange:

Proposicion. Sea p primo y f(x) = ¢ + c1x + -+ + ¢px™ un polinomio
de grado n con coeficientes enteros, tales que ¢, Z 0 mod(p). Entonces la
congruencia f(x) =0 mod(p) tiene, a lo mas, n soluciones.

Demostracion. (Por induccion). El caso n = 1 ha sido analizado anterior-
mente y resulta cierto.
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Supongamos cierta la proposicion Py, para k < n. Si x1 es un solucién de
co+ ez + -+ cpp12™t = 0 mod(p), entonces la ecuacion

cr(x —x1) + -+ cppr (@™ = 27T = 0 mod(p)
debe ser satisfecha por cualquier otra solucién. Observemos que
(zF —2¥) = (z — 2y) (2" + 2% 2 4 -+ 28,
es decir:
R

calx—z1)+ -+ eppa(x x—x1)(ap + a1z + -+ - + apx"),

para clertos enteros a; tales que a, = ¢p11 # 0 mod(p).
Como p es primo, las soluciones de nuestra congruencia distintas de x1

deben serlo también de ag + a1z + - - - + apx™ = 0 mod(p) y, por la hipétesis

de induccién, existen a lo sumo n de ellas. Luego Pyt es también verdadera.
[ |

Corolario. Si la congruencia ¢y + c1z + -+ - + c,2™ = 0 mod(p) tiene més
de n soluciones, entonces los coeficientes cg, c1, ..., ¢, han de ser miiltiplos
de p.

Ejemplo 4: (v —1)(z —2)---(z — (p— 1)) — (2?1 — 1) = 0 mod(p).
El polinomio tiene grado p — 2 y, sin embargo, tiene p — 1 soluciones por el
pequernio teorema de Fermat. Luego todos sus coeficientes son miiltiplos de p.
En particular el término independiente:

(p— 1!+ 1=0 mod(p).

El caso de un sistema de congruencias de primer grado.

Consideremos un sistema de congruencias de primer grado:
a1z = by mod(my)
anx = b, mod(my,)

del que suponemos que cada una de las ecuaciones, por separado, admite
solucién y, por lo tanto, puede ser llevado a la forma equivalente:

x = x1 mod(my)

x = x, mod(my,)
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Teorema. (Teorema chino del resto) Si los médulos son primos entre si dos a
dos, entonces el sistema admite una solucién tinica médulo M = mq-...- my,.

Demostracion. Bajo la hipétesis m.c.d.(m;, m;) = 1, para i # j podemos
escribir:

M=mq---my =m1 M = msMy=---=m, M,
y calcular los inversos multiplicativos
M}, M, ..., M),
de My,. .., M, respecto de los médulos mq, ..., my respectivamente. Es decir:
MM =1 mod(my), ..., MM, =1 mod(m,,).

Entonces las soluciones del sistema son: © = xg mod(M ), donde xy =

Efectivamente, es claro que:

xo = My Mz = x1 mod(m;)
xg = MaM)xe = x9 mod(ms)

Por otro lado cualquier solucién de
x = x; mod(m;)
ha de ser, necesariamente, solucién de x = xo mod(m;) y, puesto que
m.c.d.(m;, m;) =1, © # j,
esto fuerza a © = xo mod(my - - - my,). [
Ejemplo 5: Resolver el sistema:
2z = 1 mod(3)
7r =2 mod(5)

10z = 4 mod(7)

Como 2 x 2 =1 mod(3), 7x 3 =1 mod(5), 10 x 5 =1 mod(7) el sistema es
equivalente a:

x =2 mod(3)

x=6=1 mod(5)

x =20=6 mod(7)
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Sea M =3x5xT7=105,y

M; =5x7=35=2 mod(3)
My =3 x7=21=1 mod(5)
Mz =3x5=15=1 mod(7).

Entonces, M{ =2, M}, =1, M} = 1 verifican:

MiM{ =1 mod(3)
MyM} = 1 mod(5)
MsM; =1 mod(7)

Luego la solucién buscada es:

r=35x2x2+4+21x1x14+15x1x6=251=41 mod(105).

3.3. Bases de numeracion. Aritmética binaria

Hay 10 tipos de personas en el mundo, quienes
conocen el sistema binario y quienes no lo conocen

Nuestro sistema decimal de numeracién es una maravilla y esta basado
en el uso de diez cifras o digitos y un algoritmo que atribuye a cada digito
un valor que depende de su posicién relativa. Por ejemplo

2076 = 2x10°+9x 10 +7x10+6
mientras que 6792 = 6 x 10%+7 x 102 +9 x 10 + 2.

Parece ser que su origen se remonta a los sumerios, siendo luego desa-
rrollado por los indios y por los arabes. Su introduccién en Europa suele
atribuirse a la actividad de los comerciantes italianos de los siglos X111 y XIV
v se simboliza en Leonardo de Pisa, alias Fibonacci, quien fue ya mencionado
en el capitulo 1, aunque hay sobrada evidencia de su introduccién en Espania
en tiempos del rey Alfonso X el Sabio.

La operacién de contar, y el propio nombre de digitos, tiene una estrecha
relacion con los diez dedos de las manos, pero desde tiempos remotos se
han utilizado también otros sistemas (recordemos que los huevos todavia se
cuentan por docenas, la circunferencia se divide en trescientos sesenta grados,
que la hora tiene sesenta minutos y el minuto sesenta segundos).

Dado un entero b estrictamente mayor que uno, podemos establecer un
sistema de numeracién que consta de b digitos, a saber 0,...,b— 1, que
constituyen un sistema residual completo médulo la base b.
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Si b es menor o igual que diez, entonces podemos bastarnos con los sim-
bolos que ya conocemos, pero, en caso contrario, es conveniente inventarlos
para los digitos correspondientes a los niimeros comprendidos entre 10 y b—1.
Por ejemplo, en base doce podriamos utilizar el sistema:

0,1,2,...,9,a,p

donde o = diez, = once son los simbolos que habria que anadir a los
habituales del sistema decimal.

La expresion xpx_1 ...x22170, donde cada x; es un digito en nuestra
base b, representa al entero:

x0+a;1><b+x2><b2+---+a:k><bk.
Ejemplos:

a) En base 4 tenemos cuatro digitos {0, 1,2,3}. El niimero 3012 escrito
en base cuatro corresponde (es igual) a

24+ 1x4+0x4%+3x4%=198
en el sistema decimal.

b) En base 5 los digitos son {0,1,2,3,4} y el nimero mil novecientos
cuarenta y nueve se escribe de la siguiente manera 30244. A veces
resulta conveniente escribirlo en la forma 30244 5 que especifica la base

de numeracién adoptada. Usando pues esta notacion tenemos la igual-
dad:
194919 = 30244 5.

¢) En base doce (usando el convenio anterior a = diez, 3 = once) resulta
que el numero al7( se convierte en:

114+7x124+1x1224+10x 122 = 17519 escrito en el sistema decimal.

Ejercicio 5. Cambios de sistemas de numeracion.

5.1. Escribir en las bases de numeracién b = 2,5, 8,12 los siguientes
numeros dados en base diez: 1711, 25348 , 343.

5.2. Encontrar la expresién en base 10 de los niimeros siguientes:

123457, 10111015, 201201 3.

El caso particular b = 2 es de especial importancia por ser el sistema
natural usado internamente en los computadores modernos, debido a su fécil
adaptacion a las caracteristicas de los circuitos electrénicos.



128 Capitulo 3. Los enteros

En el sistema binario cada niimero natural estd representado por una fila
de ceros y unos. Por ejemplo:

Binario | Decimal
010
1|1

10 | 2

111 3

100 | 4

101 | 5

110 | 6

111 | 7

1000 | 8

111100011 | 483

Aritmética binaria

Las reglas de la suma binaria son idénticas a las del sistema decimal.
La tabla elemental es la siguiente:

040 = 0
0+1 =
141 = 10

donde la tercera fila ilustra el latiguillo de “me llevo” cuando la suma excede
a dos (a diez en el caso del sistema decimal). Ejemplo:

_/_

S|~ =
~ i~

1

1 1

1 0 1

Ejercicio 6. Recuperar la aritmética de la infancia haciendo cuentas (sumas,
restas, multiplicaciones y divisiones) en el sistema binario.

Los computadores representan datos en forma de sucesiones de bits.
Un bit es la unidad minima de almacenamiento de informacién en una memo-
ria, y puede adquirir dos estados 0 o 1. Resulta que toda la informacién que
recibe, almacena o produce un computador es, en tltima instancia, un rosario
de bits. Esta es la razon por la que el sistema binario es el natural para los
ordenadores:

0]

. dos estados posibles
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Un grupo de ocho bits, un octeto, suele designarse por byte en el argot
de la computacién y tiene 28 = 256 estados posibles:

o] [][1][o][o] o] ][]
1][o][1][o][o] 1] [o] 1]

Los miltiplos, kilobyte, megabyte, gigabyte, terabyte. .. forman parte del
lenguaje comiin para describir la capacidad de memoria de los ordenadores.
Pero hay que tener en cuenta que estamos en el sistema binario y un kilobyte,
abreviadamente 1 KB, no es equivalente a 1.000 bytes sino a 2'0=1.024
bytes. Similarmente un megabyte, 1 MB, es igual a 1.024 KB=1.048.576
bytes mientras que:

GB=1 gigabyte=1024 MB=2" B
TB=1 terabyte=1024 GB=2%" B
PB=1 petabyte=1024 TB=2" B
EB=1exabyte =1024PB =2% B
YB=1 yotabyte=1024 EB=27" B
7ZB=1zetabyte=1024 YB=2% B.

I~ N N

3.4. Ejemplos de ecuaciones diofanticas

Diofanto, como Euclides, fue un miembro distinguido de la escuela de
Alejandria cuya obra sobrevivié al incendio de la Biblioteca. Escribié un
tratado sobre las soluciones enteras de ecuaciones algebraicas cuyos coefi-
cientes son también ntimeros enteros. Traducido al latin influyé decisiva-
mente en la matemaética europea del siglo XV1i, especialmente en Pierre de
Fermat, quien usé los margenes de un ejemplar del libro de Diofanto para
escribir muchas de sus observaciones y descubrimientos.

Consideremos la ecuacion ax 4+ by = ¢ donde a, b y ¢ son niimeros ente-
ros y, siguiendo a Diofanto, preguntémonos sobre soluciones en 7. Es decir
parejas de enteros (m,n) € 7 x Z que verifiquen la identidad: am + bn = c.

Es claro que si d = m.c.d.(a,b) no es un divisor de ¢ entonces la ecuacion
carece de soluciones. Lo que demostré Diofanto es que esta condicién nece-
saria es también suficiente. Veamos:

Sean d = m.c.d.(a,b), a = daj, b = dby, ¢ = dci, entonces resolver la
ecuacion ax + by = c es equivalente a encontrar las soluciones de la ecuacién

a1z + by = c1.

Por lo tanto, nuestro problema se reduce al caso en que los coeficientes a y b
son primos entre si.
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Proposicion. La ecuacion diofantica ax + by = ¢, m.c.d.(a,b) = 1 tiene
como soluciones la familia:

{ r=sc+bn

Z
y=tc—an ne

siendo s y t dos enteros tales que as + bt = 1.

Demostracion. Por ser m.c.d.(a,b) = 1 el algoritmo de Euclides nos per-
mite encontrar dos enteros s y t tales que as + bt = 1. Multiplicando esta
ecuacién por ¢ obtenemos una solucién particular xo = sc, yo = tc de la
ecuacién diofantica: axg + by = c.

Ahora bien

a(zo + bn) + b(yo — an) = axg + byo = ¢

cualquiera que sea el entero n € 7. Por otro lado, si (x,y) es una solucion,
restando las identidades

ar+by=c y axg+byg=c

obtenemos a(x — xo) = b(yo — y).

Luego a por ser primo con b debe dividir a yy — y. Andlogamente b es un
divisor de x — xq, y la identidad anterior fuerza las igualdades: yo — y = an,
x — xg = bn para un mismo entero n. Es decir:

T =1x9+ bn Y =1yo— an

luego la solucién (z,y) pertenece a la familia. [ |

Ejemplo 6: El libro de Diofanto contiene una coleccién de ejemplos pare-
cidos al siguiente.

Problema: Una senora va de compras y se gasta un total de 900 euros en
vestidos (137 euros la unidad), camisas (41 euros la unidad) y camisetas
(a 13 euros cada una). En total ha adquirido 16 prendas. ;Cuantas compro
de cada clase?
Sean x = niimero de vestidos
Yy = niimero de camisas
z = niimero de camisetas.

Entonces
zr+y+z = 16
137z + 41y + 132 = 900

Sustituimos:
137z + 41y + 13(16 — 2 — y) = 900

luego, 124x + 28y = 692. Es decir,

3lx 4+ 7Ty = 173.
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Tenemos que
31 x(-2)+7x9=1

por lo tanto:
r=-2x1734+Tn
y=9x173 —31n, nez

es la solucién general de la ecuacion diofantica.

Para acabar el problema tenemos ahora que determinar los valores del
parametro n que originan soluciones validas al enunciado de la compra:
x>0,y >0, z>0. Ahora bien

2> 0e=Tn>2x 173 <:>n22><7173:49+% s n>50
9 x 173 7
y>0e=3ln<9x173 = n< 21 =50+ <> n <50

luego solo nos queda la posibilidad de tomar n = 50, y obtenemos:

r = —2x173+7x50=4
= 9x173-31x50=7
z = 16—-11=5

que es la solucién buscada.

Las ecuaciones diofdnticas pueden tener mds variables x, y, z, ... Tam-
bién podemos considerar polinomios con coeficientes enteros de grado mayor.
Un ejemplo notable es la ecuacién z% + y?> = 2? que fue estudiada por los
pitagoricos y cuyas soluciones originan todos los tridngulos rectiangulos de
lados enteros. Por ejemplo: 3% 4+ 4% = 52, 62 4 82 = 102, ...

Proposicion. (Ternas Pitagoricas). Las soluciones enteras de la ecuacion

22 +y? = 22 son las siguientes:
T = 2mn r = n®>-—m?
y = n?—m? Yy = 2mn
z = n?+m? z = n?+m?

donde m y n son enteros arbitrarios.

Es decir obtenemos dos familias biparamétricas de soluciones: dando
cualquier valor entero a los parametros m y n obtenemos una terna. Susti-
tuyendo en la primera obtenemos:

I
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La ecuacion x® + y? = 22 es simétrica en las variables x, y, lo que explica la
duplicidad en las familias de soluciones.
Demostracion. Es claro que si multiplicamos las tres componentes de una
terna pitagérica por el mismo nimero obtenemos otra de ellas:

si 22 4+ y? = 22 entonces (nr)? + (ny?) = (nz)? ¥n € Z.

Luego para conocer todas las soluciones de x> 4+ y?> = 22 basta con que nos
limitemos a encontrar las primitivas, es decir aquellas en las que

m.c.d.(z,y) = m.c.d.(y,z) = m.c.d.(z,z) = 1.

En este caso solo uno de los niimeros x, y, z puede ser par y los otros dos
impares. Pero es facil ver que z no es el par ya que siz =2m+1,y =2n+1
y 2 = 2p entonces:

2 +y?=@2m+ 1)+ 2n+1)? = 4(m® + 0’ +mtn) +2#4p° = 22
Sin pérdida de generalidad podemos pues suponer que x = 2z1 y asi

z— Z+
x2:4x%:(z—y)(z+y) = x%: 2y. 23/_

Los enteros 5%, ¥ son primos entre si ya que cualquier divisor comiin lo

deberia también ser de su suma z y de su diferencia y. Al ser su producto
el cuadrado perfecto a:% cada uno de ellos debe ser igual, a su vez, a un
cuadrado perfecto:

z+ —
Yy _ n2, Y 2
2 2
Por tanto:
z = n?+m?
— n2_m2
r = 2mn
que es lo que queriamos probar. ]

Segiin la leyenda Pierre de Fermat se sintié fascinado por estos resultados
v en su ejemplar del libro de Diofanto sugirié haber encontrado una ingeniosa
demostracién de que la ecuacion

" +y" = 2", xy-z#0, n>3

carece de soluciones enteras, pero que el margen a su disposicién no era
suficiente para dar cabida a la prueba.

En 1994 A. Wiles logré culminar el esfuerzo de varias generaciones con
una demostracion cuya complicacién excede el nivel de este libro, haciendo
uso de ideas muy avanzadas respecto a las matemadticas conocidas en los
tiempos de Fermat.
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Existen dudas razonables acerca de si Fermat tenia, o no tenia, una
demostracién. No obstante, en el caso particular n = 4 si nos legé un método
ingenioso que la reduce al caso de las ternas pitagéricas: Fermat probé que
la ecuacién z* + y* = 22 carece de soluciones no triviales, es decir tales que
x -y -2z # 0. Observemos que este resultado es mas fuerte que afirmar la no
existencia de tales soluciones para z* + y* = 2* (= (22)?).

La demostracién de Fermat es por reduccién al absurdo. Supongamos que
el conjunto de soluciones no triviales fuese distinto del vacio y escojamos
una de ellas (xg, Y0, 20) de manera que zy sea minimo (es claro que basta
considerar enteros positivos x, y, z).

Esa solucién “minima” verifica que
m.c.d.(zg,yo) = m.c.d.(yo, 20) = m.c.d.(xg, z0) = 1

pues en caso contrario habria otra menor. Consideridndola como una terna

pitagérica ) )
2 2 2
(z0)” + (W) = 2
podemos concluir la existencia de dos enteros positivos m y n tales que:

r3=2mn
g =n2 —m?

zozn2+m2

siendo n y m de distinta paridad. Pero n no puede ser par porque entonces
tendriamos la congruencia y? = —m? = —1 mod(4) que carece de soluciones.

Luego m = 2my para un entero m; y n es impar. Observemos que xg es
también par, o = 2x1, y que los enteros m y n son primos entre si. Tenemos
que:

i =my-n

y como m.c.d.(my,n) = 1 resulta que ambos son cuadrados perfectos. Es
decir:
my = a2, n=b?

donde a y b son enteros positivos primos entre si.

2

La terna pitagorica y3 + m* = n? nos da la existencia de enteros c, d

tales que:
m=2my = 2cd
yo=c* —d?
n=c?+d?

Comoquiera que m.c.d.(c,d) = 1 de la ecuacién cd = mi = a? deducimos
que ¢ = f?, d = g% son cuadrados perfectos. Sustituyendo en n = c* + d?
obtenemos que

V=n=c+d=f"+g4'
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es otra solucién de la ecuacién original y como
b§b4:n2<n2+m2:zg

tenemos una contradiccion con la eleccién de zy. Esto nos permite concluir
la demostracion. ]

Una ecuacién diofantica general involucra expresiones (polinomios) en
varias indeterminadas x1, T3, X3, ..., Tn del tipo

ai a2 an __
E Car..an®i'ag? -+ xpr = P(x1,...,2y)
0<a;<d

donde los coeficientes, Cy, ...q, , Son niimeros enteros y los exponentes, a;, son
enteros no negativos.

La cuestion planteada es encontrar, si las hay, soluciones enteras, x; € Z,
7 =1,...,n de la ecuacion

P(z1,...,2,) =0.

Con la ayuda de un computador, creando un programa adecuado, pode-
mos ir evaluando el polinomio en los distintos valores enteros y comprobando
si este se anula o no se anula, ordenandole que se pare la primera vez que
encuentre una solucién. Aunque para algunas ecuaciones haya que tener
mucha paciencia, en principio podriamos asi resolver aquellas que tienen
soluciones enteras.

Pero, jqué ocurre con las que carecen de ellas? En este caso el computador
seguiria ad nauseam y no se pararia. ;Existe un algoritmo que permita saber
a priori que esto no va a ocurrir?

Esta interesante pregunta fue uno de los problemas (el décimo) de la
famosa lista que D. Hilbert elaboré en el congreso internacional celebrado
en Paris en el ano 1900. La respuesta, como se dice ahora, es “pues va a ser
que no”, y fue obtenida por Yuri Matiyasevich basandose en los trabajos de
Davis, Putnam y Robinson.

La construccion de Matiyasevich tiene conexién con la Teoria de la com-
putabilidad y con el famoso problema de la “parada” de las maquinas de
Turing.

Ejercicios
1) Hallar el resto de dividir entre 13 el niimero

999998997 ...... 003 002 001 000.
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2) El namero n expresado en base 2 tiene la expresion
10010100111010100010100111.

Decidir si es multiplo de 3.

3) D. José estudié en un colegio que tenia entre 150 y 300 alumnos. Aunque
no se acuerda del nimero exacto de ellos, si se queja de no haber podido
practicar el fiitbol, el balonmano ni el baloncesto porque, cuando en cada
deporte intentaban organizar el colegio en equipos, siempre faltaba o sobraba
uno. ;Cudntos colegiales habia?

4) Probar el reciproco del teorema de Wilson: “si (n — 1)! +1 = 0 mod(n),
entonces n es primo”.

5) Probar que todo niimero de la forma 4n® + 1 es producto de primos de la
forma 4m + 1.

6) Hallar todos los p tales que p, p+4, p+6, p+10, p+ 12, p+ 16 y p+ 22
sean primos simultidneamente.

7) Hallar todas las soluciones de la congruencia

23+ 227 — 2+ 6 =0 mod(14).

8) Resolver las siguientes congruencias:
i) 243z + 17 = 103 mod(125);
ii) 6z + 3 =4 mod(10);

iii) 2z = 16 mod(14).

9) Resolver las congruencias simulténeas:

x =3 mod(5) }
S5x =7 mod(8)

10) En una isla desierta, cinco hombres y un mono recogen cocos durante
todo el dia, y después se duermen. El primer hombre se despierta y decide
tomar su parte. Divide los cocos en cinco grupos iguales y le sobra un coco que
le da al mono. Después toma su parte y vuelve a dormirse. Entonces despierta
el segundo, y haciendo un montén con los cocos que quedaron, lo divide en
cinco partes iguales, y le sobra un coco, que da al mono. Sucesivamente ocurre
Io mismo con cada uno de los tres hombres restantes. Se pide encontrar el
niimero minimo de cocos que formaban el montén original.

11) Escribir las tablas de sumar y de multiplicar en Za, Zs3, Zs, Z¢ y Z7.



136 Capitulo 3. Los enteros

12) Demostrar que si dos nimeros son primos entre si, su suma y su dife-
rencia son primos con su producto.

13) Demostrar que hay infinitos niimeros primos en la progresion aritmética:

anp =4n—1, n=123,...

14) Hallar formulas para la suma y el producto de todos los divisores del
nimero cuya descomposicion en factores primos es: m = pi* - - - p&r. Aplicarlo
al caso m = 617400.

15) Demostrar que el niimero 2%~ * (2“ — 1) es perfecto siempre que 2% — 1
sea primo. Dar ejemplos.

16) Calcular el resto mod(7) de 45251000,

17) Demostrar que si 2" — 1 es primo entonces n es primo. ;Es cierta la
reciproca?

18) Encontrar una férmula para todas las parejas (z,y) de enteros tales que

1332 — 355y = 1.

19) Encontrar el entero positivo menor que da restos 1, 2, ..., 9, respecti-
vamente, cuando lo dividimos por 2, 3, ..., 10.

20) Calcular los valores n, 0 < n < 50, tales que ¢(n) = 2% para algun
a>0.

21) Sip es un primo impar y si a + b = p — 1, demostrar que

alb! + (=1)* =0 mod(p).

22) Resolver los sistemas

z =3 mod(9) 9z = 3 mod(15)
x =5 mod(10) b5x =7 mod(21)
x =7 mod(11) 7r = 4 mod(13)



Los nimeros racionales

... Porque me he dado cuenta de que sois la otra mitad.
El vizconde que vive en el castillo, el malo, es una mitad.
Y vos sois la otra mitad, que se crefa perdida en la guerra
vy que ahora ha regresado. Es una mitad buena. ..

Italo Calvino
(El vizconde demediado)

Los ntimeros enteros nos sirven para contar, sumar y restar. Pero es
también importante dividir, pesar y medir.

Supongamos que queremos medir longitudes y que nuestra unidad es el
metro. Con los nimeros enteros podemos considerar cantidades tales como
uno, dos o cinco mil metros. Pero todos sabemos que hay distancias més
cortas que no llegan al metro, por ejemplo, medio metro, o distancias que
estdn comprendidas entre dos miiltiplos enteros consecutivos de la unidad,
pero sin coincidir con ninguno de ellos, como es el caso de cinco metros y
medio.

En principio, podriamos pensar que la situacién se arregla cambiando la
unidad de medida y adoptando como tal el medio metro, en cuyo caso el
ntimero 1 representaria medio metro, mientras que 11 corresponderia a los
cinco metros y medio. Claro que esto no mejora mucho las cosas, ya que
alguien podria tener el capricho, o la necesidad, de medir la tercera parte de
un metro.

Bueno, quizas todavia haya esperanzas de manejarnos con los enteros si
somos lo suficientemente perspicaces y adoptamos como unidad de medida
la sexta parte de un metro. Entonces el niimero 3 representaria medio metro,
33 a cinco metros y medio, y 2 a la tercera parte, pero alguien podria necesitar
medir la séptima parte de un metro. ..

El proceso de cambiar la unidad de medida, ademas de agotador, no

parece tener mucho futuro. Lo que haremos, en su lugar, es introducir los
ntimeros racionales.
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4.1. Quebrados o fracciones
Ejemplos de quebrados o fracciones son: un medio, 1/2, un tercio, 1/3,
un cuarto, 1/4, once quintos, 11/5, cinco catorceavos, 5/14, ...; en general:

Definicién. Una fraccion a/b, b # 0, consta de un nimero entero a, llamado
numerador, y otro b, necesariamente distinto de cero, que es el denominador.

=]

2 3 4

Operaciones. Las operaciones aritméticas, suma y producto, pueden tam-
bién efectuarse con los quebrados, lo que confiere a estos caracteristicas simi-
lares a los enteros.

SUMA- a n c ad + be
) b d bd
1 3 4+9 13
Ejemplos: 4D = o=
Jempros 571 12 12
5,2 _ 5x3+2x8 31
8 3 3x8 Y
ProbpucTo: a X c - axc
' b d  bxd
3 4 12
Ejemplos: Ix— = =
JEMPpILOS 7 X 11 77
5 2 10
- X = = —.
4 3 12

Ejercicio 1. Realizar las operaciones siguientes:

o201, -8 L L1
103 7 27 2734”7

N =
Wl
N | =
=

4.2. Los niimeros racionales

Los quebrados o fracciones tales como 1/2,1/3 y 1/4 aparecen de manera
natural a la hora de pesar y medir cantidades, pero también al dividir enteros.
Sabemos que 2 no es divisible por 7, no existe ningiin entero que multiplicado
por 7 nos dé 2. Entre los enteros no siempre es posible hacer divisiones
exactas. Sin embargo las fracciones nos proveen de un medio adecuado y
comodo para poder dividir enteros arbitrarios: el cociente del entero 2 por
el 7 esta descrito por la fraccion 2/7.
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Ahora bien, si esto es asi, querremos que la fraccion 2/1 sea equivalente
al niimero 2, como también lo deben ser 6/3 o 4/2. Es decir, tendremos que
establecer un criterio para saber cudndo dos fracciones son equivalentes o
representan el mismo cociente. El criterio es el siguiente:

Diremos que las fracciones a/b y ¢/d son iguales y escribire-
mos:

si se verifica que ad = bc.

12
Ejemplos: 5 = 7 ya que 1 x4=2x2
2
,zéyaque2><6:4><3 1/2 2/4 3/6
4 6
mQ 4
2 4 - =
3= graque2x6=3x4. m3 6

Es claro que esta relacion es: reflexiva (toda fraccion es igual a si misma:
a/b = a/b pues ab = ab); simétrica (si a/b = c/d entonces c/d = a/b);
y, sobre todo, transitiva, si a/b = c¢/d y ¢/d = e/f entonces a/b = e/f
(ad = be y cf = ed, igualdades que llevan a adf = bcf y bef = bed, de donde
adf = bed es decir, af = be).

Estas tres propiedades (reflexiva, simétrica y transitiva) hacen que este-
mos ante una verdadera relacién de equivalencia de fracciones, de manera
que estas quedan clasificadas en clases disjuntas de equivalencia. En cada
clase estan todas las fracciones equivalentes a una dada.

2 4 6 -2 -4 -6
I—i—g— ...... —_71—_72__73_
1 2 3 4 5 -1 -2
24 6 8 10 T —2  —4
1 2 3 4 5 -1 -2
376 9 12 15 T -3 -6

Ejercicio 2. Entre las fracciones siguientes detectar las que son iguales:

22 3 105 5 60 15
773137 4557 77 84" —105
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Es fécil ver que cada clase contiene una unica fraccion irreducible a/b,
esto es, una fraccién cuyos numerador y denominador son enteros primos
entre si. Entonces el resto de las fracciones de la clase de equivalencia se
obtienen a partir de la irreducible, a/b, sin méas que multiplicar al numerador
y al denominador por el mismo entero n:

a 2a 3a 4a

b’ 207 3b7 4b7
12 3 4
510" 15" 207

En realidad hay una pega: hemos dicho que la fraccion irreducible a/b es
tinica en cada clase, pero esto no es estrictamente cierto ya que (—a)/(—b) =
a/by si a/b es irreducible, resulta que (—a)/(—b) también lo es (por ejemplo
(=2)/3=2/(=3)).

Pero esta es la tinica ambigiiedad posible y se resuelve aceptando el cri-
terio de escoger a/b, si b es positivo, o (—a)/(—b) si b es negativo (con lo
cual —b es positivo). En el ejemplo anterior nos quedaremos con (—2)/3.
Ejercicio 3. Simplificar una fraccién, a/b, consiste en encontrar otra equiva-
lente cuyos términos sean primos entre si. Simplificar:

12 147720 665 17
207 847 19917 847 2857 21°
Fijémonos en el siguiente ejemplo:
60 3-4-5 10 o bie 60 60:6 10
2 237 71 R T e T
va que m.c.d.(60,42) = 6.

Reducir a comiin denominador varias fracciones consiste en encontrar
fracciones equivalentes con el mismo denominador. Por ejemplo:

1 30 1 24 120

4- 12005 1200 7 6 120
son fracciones con denominador comiin 120 = 4 x 5 X 6. La manera mas
eficiente es tomar como denominador comin al minimo comtn multiplo de
los denominadores. Asi, en el ejemplo anterior tendriamos:

111 12 1 10
176005 600 Y 6 60’
al ser 60 = m.c.m.(4,5,6).

Definicion. Una clase de equivalencia de fracciones se llama un niimero
racional y cualquiera de sus fracciones puede tomarse como un representante
de la clase.
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El nimero racional “un medio” puede ser presentado por medio de las
fracciones equivalentes:

2 4 6 8 10

36 9 12 15

EI conjunto de los niimeros racionales se designa por Q y de una manera
natural contiene a Z, el conjunto de los enteros, puesto que identificamos al
entero n con el racional representado por la fraccion n/1:

7Z es un subconjunto de Q. ‘

Esta clasificacion de los quebrados en clases es muy 1itil en el empeno de
aumentar nuestra libertad de cdlculo y poder dividir siempre. Es también
una relacién natural en el arte de pesar y medir. Es lo mismo tener dos
cuartos que medio kilo de aziicar. Sin embargo, alguien podria objetar que
no es lo mismo tener dos medio amigos que un amigo de verdad. Es decir,
los racionales sirven para lo que sirven, que no es poco, pero no para medir
amistades.

4.3. Operaciones con los niimeros racionales

La suma y el producto de fracciones dan lugar a sendas operaciones
entre los niumeros racionales. El punto crucial es que si tenemos fracciones
equivalentes a los sumandos (o factores), entonces las fracciones que resulten
al sumar (o multiplicar), son también equivalentes. Es decir, la clase de
equivalencia de la suma y del producto de dos fracciones solo depende de las
clases de cada una de ellas.

2 4 5
Ej lo 1: =2y =2 es facil :
Jemplo Como 3 6 y - 21’ es facil comprobar que
2,5 _ 20 11 _4 1
37 21 126 6 21
2 5 10 60 4 15
Xz = === X_—.
377 21 126 6 21

En general, si a/b y ¢/d son irreducibles, entonces toda fraccion equiva-
lente debe ser de la forma (na)/(nb), (mc)/(md) para ciertos enteros n y m.
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Entonces:
na  me _ namd +nbme _ (nm)(ad + bc)
nb  md nbmd (nm)(bd)
_ad+bec a ¢
T b b d
na omc_ namc (nm)(ac)
nb  md nbmd  (nm)(bd)
_ac _a _c
b b d

Denominador comiin. La férmula de la suma se simplifica notablemente
si las fracciones tienen el mismo denominador:
a ¢ ad+dc dla+c) a+c

d+d d? d? d

Si las fracciones tienen el mismo denominador, su suma se
obtiene sumando los numeradores y manteniendo el denomi-

nador comun.

Es una buena estrategia la de obtener fracciones equivalentes a los suman-
dos de denominador comin antes de proceder a realizar la suma.

Propiedades:
a c e a c e
Suma: (5+g)+?_g+(g+?)
Asociativa L. . o
P d to: (=X =) X —-—=—=—X (=X —
\ roaucto (b d) f b (d f)
S ma: g —+ E — g + E
. uma: ;T3 3
Conmutativa
Producto: % X 5 = % X 2
a a 0
Suma: —4+0= - (Ozf,d#())
b b d
FElemento neutro
Producto: %xl:% (1=-,c+#0)

Elemento opuesto (suma): % + —Ta =0

b
Elemento inverso (producto): % X o= 1 (sia#0,b#0)

Distributiva: % X (E + E) =2 X

atP Ty at

X

Ul o
(Sl
| o
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Estas propiedades nos simplifican muchos cdlculos. Por ejemplo, la pro-
piedad asociativa es muy importante ya que nos permite sumar (o multi-
plicar) cualquier niimero de fracciones en el momento en que sabemos hacerlo
con dos de ellas, sin preocuparnos de la manera en que las vamos asociando.
Es decir, para sumar 3/4, 5/7 y 2/11, podemos sumar primero:

3,5 _4l
47 28
y al resultado anadirle 2/11:
41 2 507
— =
28 11 308

o bien, aniadirle 3/4 al resultado de sumar

5 2 69 3 69 507

a1t T 3w

La propiedad asociativa nos permite escribir sumas del tipo:

1 2 3 99

sin necesidad de indicar la manera precisa de cémo empezamos a sumar.
Lo mismo ocurre con la multiplicacién, y esto es un gran alivio, ya que seria
horrible tener que andar con paréntesis,

3+ GGG (oot m) )
2 3 4 5 99 100/ " ’
y con sumo cuidado de cémo se asocian los sumandos (o los factores) de

sumas (o productos) multiples. Gracias a la bendita propiedad asociativa
eso no es necesario.

Finalmente, los niimeros racionales pueden dividirse siempre que el divi-
sor sea distinto de cero:

o

X

be'

g ad
c

Sl S
Sal S

Potencias de niimeros racionales. La nocién de potencia de un niimero
entero tiene una extension natural a los racionales. Veamos:

6.8 _ axa_a

b b bxb b
a a a axXaXa a3
- X=-X- = ——=—
b b b bxbxb b
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a\”" a”
En general definiremos: (3) = —.

Las propiedades de las potencias de niimeros enteros siguen siendo vilidas
para niimeros racionales:

1) ¢"xq"=q¢"™ 2) (¢gxr)"=q"xr"

3) (¢")™ =q"™ 4) ¢ =1 cualquiera que sea el racional q # 0.
Ejemplos:
2\° _ 2 _ 64
3 36 729
Ny Loyl L
2 2 - \2/) 128
[ AN S A E AN ST
2 5 o\ 2 5/ 8 125 1000
3
2\ 2\ 2064
3 ~\3/) 36 729

4.4. Representacion geométrica de los ntimeros
racionales

Recordemos que entre los niimeros enteros los hay positivos y negativos,
ademas del cero. El orden m < n significa que n — m no es negativo. Esta
relacion puede extenderse también a los niimeros racionales.

Relacién de orden. Dadas dos fracciones, a/b y ¢/d, con denominadores
positivos, diremos que los nimeros racionales que representan verifican

<

SRS
alo

(< “menor o igual”) si se verifica que bc — ad es un entero no negativo.
Ejemplos: (1/2) < (3/2) puesto que 2 x 3 —1x 3 =4.
(3/7) < (5/9) puesto que 7x 5 —3 x 9= 8.

El simbolo “>” tiene el significado de “mayor o igual”:

> si y solo si

aulo
SallEs!

a _c
- < -
b~ d

Usaremos ademas los simbolos < y >, que designan a las desigualdades
estrictas “menor” y “mayor” respectivamente.
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La relacion de orden nos permitira, en lo sucesivo, hablar de racionales
positivos, los que son mayores que el cero, y negativos, los menores que él.

Es también importante la nocion de valor absoluto |a/b|, que es el mayor

entre a/b y —(a/b):
‘a’ . a —a
3l = maximo de 7

Ejemplos: (2/3) < (4/6), (3/5) <(5/7), |(=2/3)|=(2/3)

3, =6 _|21=30 _|21) |=30| _|3
5 71 | 35 |~|35 35 | |5

|68, 6
715 7T

Teorema de Tales. Los segmentos determinados
por rectas paralelas en dos concurrentes son propor-
cionales.

AB AP

BC ~ BC"

Si en una linea recta escogemos un origen, al que asociamos el niimero 0,
y una ubicacién para la unidad 1, automaticamente tenemos situados a todos
los niimeros enteros:

Z

T @& @& @& @& ® @& ©® ¢ ¢ o ¢® o o o o o o o o

.-9-8-7-6-5-4-3-2-1012 345 6 7 8 9...

El entero n estard, a la derecha de 0 si es positivo, y a la izquierda si
es negativo. En cualquiera de los casos distara |n| unidades de longitud del
origen.

Los niimeros racionales también pueden representarse por puntos de la
recta. Por ejemplo: a 1/2 le corresponde el punto medio del segmento entre
0 y 1; a 3/4 el punto medio entre 1/2 y 1; etcétera.

En general, para representar el nimero racional a/b > 0 podemos pro-
ceder de la manera siguiente:
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Trazamos una recta auxiliar que corta al eje por el origen. Con un compas
marcamos los puntos situados a distancia a del origen, en la recta r, y b del
origen, en la recta s. Unimos estos dos puntos por una recta y trazamos una
paralela que pase por el punto 1 de la recta s. La recta asi obtenida corta
ar en un punto P, cuya distancia al origen OP verifica:

OP a

OP=—=-=3

por el Teorema de Tales de Mileto.

El punto que representa a (—2)/3 esta a la izquierda del origen y a la
misma distancia que 2/3.

Una observacion sencilla, pero interesante, es que si a/b es mayor que ¢/d,
entonces el punto que representa al primero esta ubicado a la derecha del
segundo.

El orden de Q tiene una diferencia muy importante con el de los enteros Z.
Entre los enteros sabemos que n+1 es el siguiente de n, pero con los racionales
pasa todo lo contrario: entre dos racionales (¢/d) < (a/b) siempre podemos
colocar otro, por ejemplo:

c < a+c < a
d b+d b
Problema. Encontrar un racional comprendido entre 2/3 y 4/5.
2+5

2
SOLUCION: 3 < 334 < Z La fraccion (a + c¢)/(b+ d) es la mediana entre

a/byc/d.

Ejercicios

1) En una recta donde 0 es el origen y el segmento unidad es de 1 cm,
representar los niimeros

3 0 1 7 —-18 2
57107 107 10
2) Los puntos de la recta marcados con un circulo se corresponden con
nimeros racionales. Calciilense.
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3) Dividir el segmento AB en cinco partes iguales usando la regla y el com-
pas.

4) Dividir el segmento rectilineo limitado por 0,9 y 1 en diez partes iguales.
¢, Qué numero racional corresponde a cada una de las partes obtenidas?

5) Ordenar de mayor a menor los niimeros 1/3, 7/4, —=5/2, 1 y 5/2.

6) Considérense las fracciones positivas irreducibles y propias (numerador
menor que denominador) cuyo denominador sea menor que 7, y ordénense
de menor a mayor. Calcilense las diferencias entre los términos consecutivos
que se obtienen. ;Se observa alguna propiedad interesante?

4.5. Fracciones decimales

El sistema de numeracién usual es el decimal, y es una maravilla. Con los
diez digitos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 y 9, podemos representar a cualquier
ntimero. Por ejemplo, dos mil cuatrocientos treinta y nueve:

2439 =2x 1000 + 4x 100 + 3x 10+ 9=2x10% + 4 x 10> + 3x 10 + 9.

La concisién y la comodidad del sistema de numeracion decimal resulta
evidente si la comparamos, por ejemplo, con la numeraciéon romana o la
babilénica. Sumar y multiplicar “a la romana” es mucho méas complicado.

No es de extranar que las fracciones cuyo denominador es una potencia
de 10 desempenen un papel especial y, de ahora en adelante, las llamaremos
fracciones decimales.

Como ejemplo podemos tomar:

2349 9+4x 10+ 3 x 100+ 2 x 1000 _3+i+i+i
10000 10000 10 102 103 104
que, en perfecta consonancia con la expresién decimal de los niimeros enteros,

escribiremos en la manera abreviada:

2349 2 3 4 9
— = 4+ — 4+ — 4+ — =0,2349.
10000 10 * 102 + 103 + 104 0,2349

Usaremos pues la notacion 0,abed . . . , donde cada letra representa a uno
de los diez digitos, para designar al ntimero:

a b c d

bed... = — + — —
0,abc 10+1 +104

que son las fracciones decimales propias.
En general una fraccién decimal positiva puede tener una parte entera
distinta de cero:
7 2 8 2 8

7
243728 =243+ — + —— + — =2x 10 +4 x 1 —
3,728 = 243+ 15+ 105+ o5 = 2% 10° +4x 1043+ 75 + 15 + 15
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EI niimero 243 es la parte entera de la fraccion 243,728, y escribiremos
243 = [243,728], usando el corchete [x] para designar a la parte entera del
niimero racional z, es decir al “mayor entre los enteros menores o iguales

que x”’:
5 -7
1,2] =1 —| =2 — | =-3.
[’:I ’ [2} ’ {3] 3

Una de las ventajas de la notacién decimal es la siguiente: multiplicar
por 10 una fraccién decimal equivale a correr la coma un lugar a la derecha;
dividir por 10 es lo mismo que trasladar la coma un lugar hacia la izquierda.

7 2 8
10%243.728 = 10 (2x10°+4x 1 —
0 x 243,728 0( X 10° + 4 x 0+3+10+102+103>

2 8

= 2x10%+4x10° 10474+ —+ —

x 10°+4 x 10 +3 x 10 + +10+102
= 2437.28;

72 8
243728 :10 = (2x102+4x10+3+ — + — + — ) :10
’ (X A +10+102+103>

3 7 2 8
X 10444 o4y =S
X A0+4+ 5+ 12 T 1 T 1o

— 24,3728,

Toda fraccion decimal es igual a un entero mas una frac-
cion decimal propia, es decir, contenida entre 0 y 1: 0 <
0,abcde ... < 1.

Veamos como son las fracciones decimales propias.

En la primera generacién, es decir con una sola cifra decimal, tenemos
las fracciones:

0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10

0:E<TO<E<E<TO<TO<E<TO<E<TO<E:1

0<01<02<03<04<05<0,6<0,7<08<09<1

e ®  ® & & & & & & &
N N N N N e N N N N
Iy I I Iz I, Is Is Iy Iy Iy

que dividen al intervalo entre 0 y 1 en diez partes que hemos designado I,
7=0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. De manera que Iy consta de los niimeros q entre
0y 1/10 (0 < ¢ < 1/10); I; contiene a aquellos q tales que 1/10 < q < 2/10;
q € I quiere decir que 2/10 < q < 3/10, y asi sucesivamente.
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La segunda generacion de fracciones son las que obtenemos con dos cifras
decimales y hay 100 = 102 de ellas: a/10 + b/100 donde a y b toman cada
una los diez valores: 0, 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9.

Es claro que

e _a, b atl

10 = 10 ~ 100 10 7
luego, para un a fijo, las fracciones a/10+b/100 forman, al variar b entre 0 y 9,
una particion del intervalo I, en diez intervalos iguales, con extremos: a/10,
a/10 +1/100, a/10 +2/100, ..., a/10+9/100, a/10 4+ 10/100 = (a + 1)/10

o ® & & & & & & & &
a a+1

10 10

Tenemos pues 100 intervalos que designaremos con la notacion I, p. Asi
el intervalo I, contiene a todos los racionales q tales que:

a b
— L < T ey
10 7100 =970 " 100

Por ejemplo: I 3 consta de los nimeros q tales que:

18 14
10 7100 =75 10 " 100
como pueden ser: 133/1000, 137/1000, 132/1000 = 33/250, ...

Observemos que la longitud de un intervalo de la primera generacion,
que es la distancia entre sus extremos, vale 1/10, mientras que en la segunda
generacién miden 1/100.

Si continuamos la construccién, las fracciones de la tercera generacion

a n b n c

10 ~ 100 1000’
se obtienen al dividir cada intervalo, I,, de la segunda generacion en diez
partes iguales. Tenemos pues 1000 fracciones decimales de la tercera genera-
cion, y 1000 intervalos disjuntos I, ., de longitud 1/1000; y asi sucesiva-
mente.

Una pregunta natural, a estas alturas, es la de saber qué niimeros racionales
tienen representantes que sean fracciones decimales. Ejemplos inmediatos
son: 1/10, 7/10 +2/(10%); pero también 1/5 ya que 1/5 = 2/10, 1/2 = 5/10,
y 13/(2352%) = (13 x 5)/(2353) = (65)/(1000).

1 1
Por el contrario 3 no es una fraccion decimal ya que la igualdad 3= 0%
implica que 10* = 3n, que es absurda por cuanto 3 no es divisor de 10*.
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Estos ejemplos ilustran el siguiente resultado, que no es mas que una
sencilla consecuencia del Teorema Fundamental de la Aritmética:

La fraccién irreducible a/b es decimal si y solo si los tinicos
factores primos del denominador, b, son 2 y 5. En otras pala-
bras, si y solo si el denominador es de la forma b = 2"5™.

Luego 1/3 no es una fracciéon decimal, pero, sin embargo, podemos aproxi-
marla por fracciones decimales, tanto como queramos:

1
0 Sg 1;
0,32% §%< 1%:0,4;
0733=%+% §%< %4‘%:0,34;
0’333:%+%+1§W §%< %+%+ﬁ:0,334;

En general, es ficil comprobar que:

1
0,333...333 < 3 < 0,333...334.

Definiciéon. La fraccién propia q tiene como desarrollo decimal la expresién
0,abcde . . . si se verifica que:

a a+1
0 =7 Tqp ¢
e b e 0t
10 100 — 10 100
a b c a b c+1

I < B A
10+100+1000 Sas 10+100+1000’

y asi sucesivamente. En otras palabras: el desarrollo decimal del niimero q
nos da informacién precisa sobre los intervalos decimales de cada generacién
a los que pertenece el niimero q.

Ejemplos: El desarrollo decimal de 2/3 es 0,66666. .. :

6 _2_ 1
10 3 10
6 6 2 6 7
07100 3% 107 100
6,6 6 _2_ 6 6 7
10 100 1000 3 10 100 1000
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El desarrollo decimal de 4/3 es 1,33333 . ..
Para verlo basta observar que 4/3 = 1+ 1/3, luego:

AR S .
10 3 10
T C IR Pa
10 ' 100 3 10 ' 100
QAU IR NS R S (i A
10 " 100 ' 1000 3 10 7100 ' 1000

La interpretaciéon geomeétrica de las cifras decimales es muy sugestiva y
describe maravillosamente cémo aproximar un niimero racional arbitrario
por fracciones decimales, con el grado de precisién que se desee. Sin embar-
go parece complicada de implementar para calcular efectivamente las cifras
decimales.

Por el contrario, en la escuela primaria, todos aprendimos aquel magnifico
algoritmo de la divisién: se anade un cero a la derecha del dividendo y se
prosigue la divisién después de poner una coma en la tltima cifra entera del
cociente.

1 13
10 0,333333 ...
10
10
10
10
10

Afortunadamente ambos algoritmos, el geométrico y el de la escuela pri-
maria, coinciden:

El primer cociente, 0, es la parte entera de 1/3, 0 = [1/3], o bien:
1=0x3+1.
La primera cifra decimal se calcula segtin la regla:

1 a+1
<

<< ’
-3 10

a
10
es decir: a < (10/3) < a+ 1. Luego, a = [10/3] = 3, que corresponde
al segundo paso de la divisién anterior: se anade un 0 al primer resto,

que es 1, y lo que resulta, 10, se divide por 3, dando como cociente 3
que es la primera cifra decimal y asi sucesivamente.
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Ejemplos:
7 6 13 11
20 1,1818 ...
10 1,166 ...
90
40
40 20
4 90
2 ..

Todos los ejemplos tienen algo importante en comin: los desarrollos deci-
males de los nimeros racionales son muy previsibles, se repiten a partir de
un término en adelante, son periédicos.

Si nos detenemos un poco a pensar en el proceso de obtencion de las cifras
decimales, nos convenceremos de que la periodicidad no es una sorpresa.
Por el contrario, es lo que cabe esperar, ya que los restos sucesivos de las
divisiones son siempre menores que el divisor y, por lo tanto, tendrdan que
repetirse desde uno en adelante.

Todo niimero racional ¢ tiene un desarrollo decimal de la forma
m,xy...zabc...eabc...eabc...eabc...e
PR

= m,xy...z abc...e

que es periédico desde un término en adelante:

m = [q] es la parte entera;
xy...%z designan las cifras del anteperiodo;
abc...e son las cifras que se repiten, o que forman el periodo. Es
. . . A .
tradicional usar la notacién abc...e para designarlo.
E' 1 o 1 . A
Jemplos: 3 tiene como desarrollo 0, 3
7 ) )
5 tiene como desarrollo 1,1 6
13 ) m
1 tiene como desarrollo 1,18
7227
999 tiene como desarrollo 7,234

La propiedad anterior tiene una reciproca que también es verdadera:

“Todo desarrollo decimal periédico proviene de un nimero racional”.
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Ejemplos: a) 0,232323--- = O,ég. Una manera inteligente de proceder
seria la siguiente: supongamos que hay un racional q con ese desarrollo,
entonces ha de verificarse que:
0,23 <g< 0,24
0,2323 <g< 0,2324
0,232323 < g < 0,232324

Si multiplicamos por 100 estas desigualdades obtenemos:

23 <100g < 24
23,23 < 100g < 23,24
23,2323 < 100g < 23,2324

Restemos 23 a todos los términos:

0 <100g—23< 1
0,23 < 100g — 23 < 0,24
0,2323 < 100q — 23 < 0,2324

Luego si q es el niimero que buscamos, resulta que 100q — 23 también
tendria el mismo desarrollo, por lo que se cumple la igualdad:

23
100g — 23 =¢q, esdecir 99¢ =23, yasi q= 99"
Veamos: 23 99 jFunciona!
230 0,23 ...
320
23
/M
b) 1074,12476 7676 --- = 1074,124 76.

La técnica anterior nos indica que el niimero q — 1074,124 debe tener el
a a
desarrollo 0,000 76. Luego 1000(q — 1074,124) tiene como desarrollo 0, 76.

N\
Ahora bien, 0, 76 es el desarrollo del niimero 76/99, por lo mismo que antes.
Luego buscamos un niimero q que verifique:
76

1000g — 1074124 = %

1074124 N 76
1000 99000°

yva esta: jCompruébese!
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Ejercicios

1) Calcular los desarrollos decimales de los siguientes nimeros:

22 14 1074 5 7

77033 1937 37 13
2) Hallar los nimeros racionales cuyos desarrollos decimales son:
M\ N\ VRN /) N
21,034, 0,7, 1,715, 2351, 0,1234.

3) ;Puede haber un desarrollo decimal de la forma 0,a; . ..a,99999...7

4.6. Potencias negativas: la notacién cientifica

Sabemos que si n > m entonces podemos escribir

Esta identidad nos marca una pauta para extender la definicién de potencias
al caso de exponentes negativos:

vas:

Cuando tenemos que manejar niimeros muy grandes 0 muy pequenos,
resulta conveniente escribirlos en la forma

N=a - 10*

donde a es un niimero decimal cuya parte entera esta comprendida entre 1
v 9. Es decir, tiene un solo digito, y es distinto de 0. EI exponente, k, es un
entero, positivo, negativo o nulo.

1,30 - 10%; 2,7814 - 10% 1,3 -107°
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Ejemplos:

Velocidad de la luz: 299.792.458 metros por segundo
=3-10°km/s.

Volumen de la Tierra: 1.080.759 miles de billones de metros ctibicos
=1,080759 - 10%'m3.

Radio del electrén: 2,817939 - 10~ 15 metros.
Ntimero de Avogadro: 6,02 - 1023,
Carga del electron: 1,6 - 10~ culombios.

Masa del proton: 1,7-107?"kg.

La ventaja de esta notacion es que una mirada al exponente k nos da
una idea del orden de magnitud, pequenio o grande, del nlimero que estamos
considerando. Resulta también titil a la hora de calcular.

Ejemplo 2: La estrella a—centauro se encuentra a 40,7 billones de kilometros
de la Tierra. ;Cudnto tiempo tarda la luz de esa estrella en llegar a nuestro
planeta?

SOLUCION: 40,7 billones de km = 4,07 - 10%km, ¢ = 3,00 - km/seg, y en un
afio hay 3600 - 24 - 365 = 3,15 - 107seg. Luego la luz tarda

4,07 - 1013

3108 /(3,15 -107) = 4,3 afios.

Ejercicios

1) Expresar en notacién cientifica los nimeros:

184.900.000 0,000137 0,000000012 1.239.000.000.000 0,00000079.

2) Expresar en forma decimal las siguientes cantidades:
= Constante de Planck: 6,6 x 1074 julios por segundo.
» Energia del primer nivel del 4tomo de hidrégeno: —21,8 x 10719 julios.

» Carga del electrén: e = 1,6 x 1071 culombios.

3) La velocidad de la luz en el vacio es de 300.000 kilémetros por segundo.
¢ Cudntos kilémetros recorre la luz en un ano?
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4) En una época del ano, las distancias de la Tierra al Sol y a la Luna son,
respectivamente, 1,4 x 108 y 3,9 x 10° kilémetros. ;Cudntas veces mayor es
la distancia de la Tierra al Sol que a la Luna?

5) Recordemos la primitiva definicién del metro: la diezmillonésima parte del
cuadrante del meridiano terrestre. Usémosla, junto con el desarrollo decimal
del niimero 7, para calcular el volumen de la Tierra (en kilometros ciibicos).

6) Escribir en forma de fraccion los decimales periodicos siguientes:

N\ N\ IO\ M
547, 10336, 8,4, 7,135.
7) Consideremos el “desarrollo” decimal

0,1010010001000010000010000001 . . .

(cada cifra 1 esta seguida de un bloque de ceros cuya longitud aumenta en
cada paso). ;Puede existir un ntimero racional que lo tenga por desarrollo
decimal?

8) Efectuar las operaciones siguientes:

N N 19 46} A

(3,8 +4,12) - = y ——:3,5
M\ /N
0,7 1,10

9) En el caso en que sea posible, hallar una fraccién equivalente
i) a 3/8 de manera que el numerador sea 93;
ii) a —2/7 con denominador 49;

iii) a 2/9 con denominador —59.

10) En la estanteria de un supermercado hay cuatro botellas de aceite que
contienen, respectivamente, 30/21 litros, 2 litros, 15/14 litros y 2/7 de litro.
. Qué botella contiene mas y cudl menos?

4.7. En fila de a uno: estricta formacion

La relacion < entre los racionales es un orden total (dados dos racionales,
q1, q2, siempre se verifica una de las dos relaciones: ¢1 < g2 0 q¢2 < q1).
Sin embargo, difiere del orden de los enteros en una propiedad importante
como es la existencia o ausencia de sucesores. Entre dos racionales distintos,
a/b y c¢/d, siempre cabe otro (y por tanto infinitos) a saber: (a + ¢)/(b+ d).

Sin embargo, es posible dotar a Q de otras ordenaciones que si son
hileras como las de los naturales. Si un conjunto tiene un nimero finito de
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elementos, puede ponerse en correspondencia biyectiva con un subconjunto
{1,2,3,...,n} de los naturales. Los conjuntos finitos son, pues, numerables
o contables.
Definicion. Un conjunto infinito numerable, X, es aquél que admite una
biyeccion con el conjunto N de los naturales.

Sea ® : N — X una aplicacién biyectiva. Podemos poner el conjunto X
en fila de a uno por el procedimiento siguiente:

xo = ®(0), 21 = (1), ..., x, = ®(n), ... El orden de un elemento
r € X es el natural ®'(x). Es decir el conjunto X es la sucesion:

Lo, L1, L2, T3, -+, Ty -« -

Supongamos que tenemos un conjunto numerable de tales filas (es decir
un conjunto numerable de conjuntos numerables). Podemos representar esta
situacién por una doble hilera de sucesiones:

Xo mg,m?,mg,xg,...,x%,xgﬂ,...
X1 xé,m%,x%,mé,...,m}l,x}LH,...
Xo x%,x%,x%,x%,...,:ciwfﬂ_l,...
X3 x%,xi’,x%,x%,...,xi,xiﬂ,...

El superindice k en $§ significa que es un elemento de la k—ésima fila,
mientras que el subindice j nos da su posicién en dicha fila, la j—ésima
columna. Pues bien, GG. Cantor, que fue uno de los creadores de la Teoria de
Conjuntos, observé que es posible poner todo el cuadro en fila de a uno. Por
ejemplo, siguiendo la linea quebrada de flechas:

W — 0 W) —al 2 —
S S S
x% I R S SO
S0 S S
2 27 g 27 27 .
S 0SS
m? xy T3 x5 x5 o
S S S
Tg xf T4 s xh

. / .1/ .2/ .3/ .

De ese modo podemos “numerar” todos los x;“ del cuadro infinito. . .
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Pero si lo que pretendemos es tener una biyeccién entre N y el conjunto
unién | J Xy, hay que recordar que los Xj pueden no ser disjuntos, y evitar
que un mismo elemento reciba dos “posiciones distintas en la fila”.

Se puede hacer del modo siguiente: consideremos para cada natural n el
conjunto

n—1
En:Z{fL’?‘k-i-j:n}\ UE’VTU EO::{xg}v

m=1

donde el signo \ indica la diferencia de conjuntos: los xf de la “diagonal”
j + k =n que no hayan aparecido en ninguna anterior.

Como FE, contiene un numero finito de elementos, podemos ponerlos en
un orden lineal. A continuacion organizamos la fila en |J X) de la manera
siguiente: empezamos con 1‘8, luego ponemos en su orden los elementos de E,
después los de L, y asi sucesivamente.

Proposicién. La unién numerable de conjuntos numerables es numerable.
Corolario. El conjunto Q de los nimeros racionales es numerable.

Demostracion. Q es la unién de los conjuntos
m
E, = {— | m.c.d.(m,n)=1 mneZ,n> 1}
n

cada uno de los cuales es numerable. [ |

Ejercicio 4. Suponiendo que si fuesen disjuntos los Xy, y que cada diagonal
se recorra hacia la derecha y arriba, probar que cada l’? recibira el niimero
de orden:

f(ah) = (j +k:)(j2+k+ 1) ny

Una biyeccion ¢ entre el conjunto finito A y el subconjunto N,, de los
ntimeros naturales comprendidos entre 1 y n, es, simplemente, una manera
de contar los elementos de A. Es decir, de ponerlos en fila de a uno:

v:N, — A
o(1) = a1, p(2) = az, ..., p(n) = an
A= {al, ag, - -, an}.
Pero hay n! maneras distintas de hacerlo, tantas como permutaciones de los
elementos de A.
Definicion. card(A) = n si existe una tal biyeccién entre A y N,,.
La consistencia de la definicién anterior exige comprobar que un conjunto

finito A no puede ser biyectable a la vez con N, y N, si n # m. Se trata del
siguiente ejercicio:
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Ejercicio 5. a) Si m# n demostrar que no existe una biyeccion entre
N, v Np,.
Sugerencia: usar el principio de inducciéon. Suponiendo que N, no
es biyectable con Ny, (m < n) demostrar que N, 41 tampoco puede
ponerse en correspondencia biyectiva con Nj, j < n.
b) Demostrar que un conjunto finito A nunca es equipotente, es decir,
biyectable, con un subconjunto propio.

Lema. Todo conjunto infinito E (no biyectable con ningin N,,) contiene a
un subconjunto equipotente con N.

Demostracion. Como F # () podemos escoger un primer elemento e € E.

En general, elegidos eq, ..., e, en E| el conjunto E'\ {e1,...,e,} es distinto
del vacio (porque en caso contrario tendriamos que E = {e1,...,e,} y seria
biyectable con N,,, en contra de la hipétesis de partida), luego podemos elegir
un nuevo elemento ep+1 € E\ {e1,...,e,}.
Por induccién construimos una aplicacién inyectiva
p:N— F
p(n) =en

que nos da una biyeccién entre N y su imagen Im(p) = {e,}n=12,... CE. R
Consideremos ahora la unién disjunta
FE = {en}n:]_g,m @] E/, E' =F \ {61, €2,y ... }
Tenemos que F' = {ea,}n=12.. U E' es un subconjunto propio de E. La
aplicacion:
v: E — F

Pe)=¢ si € €eF

P(ej) =ezj, Jj=1,2,...
es una biyeccién de los conjuntos E y F'. Esto demuestra lo siguiente:

Corolario. Todo conjunto infinito es biyectable con un subconjunto propio.
Un conjunto es finito si y solo si no es biyectable con ningiin subconjunto

propio.
Siguiendo a Cantor diremos que un conjunto infinito tiene cardinal Ng

(“alef subcero”) si es equipotente con el conjunto de todos los nimeros natu-
rales, es decir, si es infinito numerable.

4.8. Sucesiones de Farey

Una manera especialmente interesante de colocar los racionales consiste
en fijar un entero positivo n y escribir, de menor a mayor, las fracciones
irreducibles propias cuyo denominador es menor o igual que n. El conjunto
ordenado resultante F,, se llama sucesién de Farey, en honor del gedlogo
britanico que descubrié sus propiedades.
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He aqui algunos ejemplos:

01
- -
1
b 011

1"2° 1

01121
Fyio oo, 2=
3173727371

0111231
Fiio, = o =, 22 =
U3 23al
F'01112132341
5'17574737572a573a4>571
F‘0111121323451
6'1767574737572757374757671
F'0111121231432534561
7‘17776757477’37577727775737774’576’771

. . ., . / L .
En una primera inspeccién vemos que si  y 37 son términos consecu-

. / / . .
tivos de F,, entonces b+ V' > n: como § < %ig/ < 37 se verifica siempre,

la desigualdad b + b' < n contradiria la hipétesis de ser § y ‘b‘—,/ términos

consecutivos de la sucesién de Farey F,,.

Observemos también que dos términos sucesivos de Iy, 7, Z—/l tienen deno-
minador distinto (b # V') esto es verdad porque entre ¢ y “1 (a+1 < b)

siempre podemos intercalar la fraccién %5 .

Unas propiedades importantes de las fracciones de Farey son las siguientes:

. * . / ~ . .
Proposicién. Si { < {7 son dos términos consecutivos de I, entonces

a'b—ab =1.

. . / " . . .
Corolario. Si § < {7 < {7 son tres términos consecutivos de F,, entonces

a’ a+a’

V= orbT
Estas dos propiedades se observan en los ejemplos presentados antes.
El corolario resulta especialmente ttil a la hora de obtener F,.1 a partir

de F,: basta con intercalar la mediana de dos fracciones sucesivas de F,,

siempre que aquélla tenga denominador menor o igual que n + 1.
. . / , . . .
Demostracion. Sean ; < - términos consecutivos de F, y consideremos

la siguiente ecuacién diofantica:

br —ay = 1.
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Dada una solucién particular bxg — ayo = 1, la general es de la forma:
(x,y) = (xo+am,yo+bm), meZ
y como b < n, podemos escoger m de modo que sea:
O<n—-b<y<n.

Ademas, bx — ay = 1 implica que

1 1
§:7<a+7) a+1§1,
y b Y b

IN

luego % estd en Fy, y la demostracion concluiria si logramos probar la igual-

/

Lz d
dad.y—b,.

. L / / .
Pero, en caso contrario, tendriamos que % > %, por ser § y 3 fracciones
consecutivas de Fy,. De la igualdad bx — ay = 1 deducimos:

!/ /

1_z a_o o d a_atf—yd db—Va
by y b oy oW b yb b/
SEg l}zy;b.i>17
“vly b v by = by
va que y+b>n >, lo que es una contradiccion. ]

La demostracion del corolario se obtiene despejando a’ y b’ en las identi-
dades:

+a
a'b — b'a =1 } a/ . a/(llb_aab// . a + CL,/

I i — = T = e
ba" —b"a" =1 b m b+b u

Dadas una coordenadas cartesianas en el plano, representemos en el eje de
abscisas a los ntimeros racionales y, sobre cada uno de ellos (g, m.c.d.(p,q)=1)

tracemos un circulo Cr de didmetro q% y con centro en el punto de coorde-
q

P 11)'

nadas (E’ 5 qu

)
1

wlro

1
1

ol
o
wlor
=i
wl~
[V
wloo
ico

.

S
[SB]
SIS

11 11
3 2 3

“

Para entender esta geometria basta con restringirnos al caso de las frac-

ciones propias §. Entonces resulta que la condicién necesaria y suficiente

/ .
ara que Ca y C'y sean tangentes en un punto es que ¥ y % sean términos
b b b
o

consecutivos de una sucesién de Farey Fy,:
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b/

1 1 11 1 1
(7 3 (b’)2) y radios 5 33, 5 gy
La distancia d entre sus centros satisface:

p_(a_a@y? (11 1 1,2

d_<b b’>+<2b2 2(b’)2)

(@ —db)* -1 (11 1 1 \2
oz Gi#*a (b’)2) '

Luego si ab' —a’b > 1 la distancia entre sus centros es estrictamente

mayor que la suma de los radios y los circulos no se cortan, mientras
que si ab' — a’b = 1 resultan ser tangentes.

Los circulos Ca, C, tienen, respectivamente, centros
b’ a_ ) )

SIS}
DN
=
SN—

[ |
;Cuantos términos tiene la sucesion F,? La respuesta es ficil si se nos

permite usar la funcién de Euler ¢(n) = card{k | 1 < k < n,(k,n) = 1}
ya que:

card(Fp) =1+ ¢(1) + ¢(2) + - - - + ¢(n).

Pero no existe una manera elemental de evaluar la suma anterior, aunque
si sabemos su orden de magnitud, que es el siguiente:

1+ (1) + 62+ + d(n) =~ > n?

Nin;

~
o dicho de modo mas preciso, sabemos que:
n
> ¢(n)
k=1 3
lim ~——— = — =0,3039...
n—oo  m2 2

El cémputo de este limite exige un poco de célculo diferencial y puede
perfectamente omitirse en una primera lectura. Recordemos la formula

d)(k)—kH(l—;)
plk

donde el producto se extiende sobre todos los divisores primos de k. Desarro-
llando ese producto podemos escribirlo como una suma sobre los divisores:

¢<k>=kzz“(j)

donde la funcion p (funcién de Mobius) esta definida por la formula:

0 si m es divisible por el cuadrado de un primo
p(m) (_1)k

si m es el producto de k primos distintos.
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Entonces:
S ) 1 )
Dok =D kY EE =D @Y =g’ Y B+ E)
k=1 k=1 d|k d=1 J=1 d=1

k=1 d=1 d=n+1
y el céalculo se termina observando que
i pd) _ 6
2 2
d=1
o0 [e.e]
(d) 1 1
7|s 2 7y
d=n+1 d=n+1

o0
La identidad — = i) se debe a Euler y es equivalente a esta otra:
T

i=1 d?
2 x 1
i n2=:1 3 bor la razon siguiente:
N 0
1 p(d)
lim (1 — —2) — Z >
N—oo Pl pk e
N N 0o
1y\-1 1 1 1 1
im [T(1-5) =dim [T(1+5+-+5+) =3 -
N—oo e pk N—oo i) pk pk pk o n

En las identidades anteriores hemos usado el Teorema Fundamental de la
Aritmética para escribir los productos, donde p1 = 2, pp = 3, p3 = 9, ...
designa a la sucesion de los primos.

La manera mas sencilla que conocemos de demostrar la formula de Euler
es la siguiente:

Sea

| =1
D=2 7= Gy T L@y

n=1

> 1 1
:;M+4§(2).
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Luego

o o0

4 1 4 . .
C(2)=3Zm 3;_:(/0932 dﬂf)(/o 2dy>

0

// tdedy = = //1—9&2 dz dy
+1 +1

== 7d dy.

3/_1 /—1 T ey

El cambio de variables:

sinh(s) e®—e™* sinh(t) ' —e™?

=tanh(s)= tanh(z =
z=tanh(s) cosh(s) e*+e = y=tanh(t)= cosh(t) et +e™?

nos da:

/'H’O / dsdt
s cosh?(s) cosh?(t) — sinh?(s) sinh?(t)

1 /+°° /+°° ds dt
3 )_o J_oo cosh(s+t) - cosh(s —t)

El cambio s+t =u, s —t = v produce

1 oo du ? 2
C(2):6</_OO cosh(u)) ~ 6

ya que haciendo e" = z obtenemos:

/+°° du /+°0 2du /00 2z _ oo Z} /2
— - = _— = = Tr.
—oo cosh(u) o €Y F e 0 1+22 0 u




Los nimeros reales

También Lamuro vivio en aquella época, como Morencio, primero entre
los historiadores; Takehiko Mitsukuri, autor de la Etica de la decisién y de
otros famosos libros; Martino, padre de Las condiciones de la Razén y de la
Observacion de mi cunada; Cebrino, creador de la Analitica de los sucesos;
v Policrito, definidor del nitmero y de la Divinidad, e investigador de los
irracionales. ..

Miguel de Espinosa

(Escuela de Mandarines)

Los niimeros racionales pueden ser representados por puntos de una recta

|
[
@)
=
N[
N[9SV
—
\)
w

de manera que entre dos cualesquiera de ellos siempre hay otro: entre 0 y 1
se encuentra 1/2; entre 1/2 y 1, estda ubicado 3/4. En general, entre los
niimeros racionales a y b se encuentra situado (a + b)/2, que corresponde al
punto medio del segmento que los tiene por extremos. Esta propiedad de los
racionales, que los diferencia de los enteros, es muy interesante. Diremos que
son densos en la recta: entre dos puntos cualesquiera de la recta siempre hay
un racional y, de hecho, infinitos de ellos.

Sin embargo, los racionales no llenan la recta porque dejan muchos huecos.
Uno de estos agujeros fue detectado por los pitagéricos y, como estudiamos
en la primera leccién, dio lugar a una de las primeras revoluciones del pensa-
miento cientifico.
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Consideremos un cubo de lado la unidad:

d D

1 d

?=12+12=2 D?2=d?>+12=3

Sus caras son cuadrados de lado 1 y la diagonal de una de ellas verifica
la relacién d?> = 12 + 12 = 2, que es un caso particular del Teorema de
Pitagoras. Andlogamente, la diagonal D del cubo es la hipotenusa de un
triangulo rectiangulo cuyos catetos miden d y 1; luego: D? = d? + 12 = 3.

Ahora bien, con todo lo que ya sabemos, no resulta dificil comprobar que
no puede haber ningtin niimero racional m/n que verifique alguna de las dos
relaciones:

Como la primera de ellas ha sido ya analizada, veamos qué pasa con
la segunda: la igualdad 3n? = m? carece de soluciones enteras porque el
exponente de 3 en la descomposicién en factores primos de n? tiene que ser
par, mientras que en 3n? es impar. EI Teorema Fundamental de la Aritmética
impide que puedan ser iguales.

Ejercicio 1. Comprobar que el razonamiento anterior sirve también para
5n2 = m?; Tn? = m?; 11n? = m?. En general, dado un nimero primo p no
existe un racional m/n tal que p = m?/n?.

Ejercicio 2. Aplicar la técnica del ejercicio anterior, es decir, el Teorema
Fundamental de la Aritmética, para mostrar que no existen racionales m/n
que verifiquen las igualdades:

a) (T)g =2;

n

0 ()

n
c) en general, (m/n)* = p, donde p es un niimero primo, y k es un niimero
natural.
Ejercicio 3. Sean = p{'---p}* la descomposicion de n en factores primos.
;Cuando serd {/n un niimero racional?

Luego, con solo los niimeros racionales, no podemos medir estas longi-
tudes que, en adelante, escribiremos d = /2 y D = /3. El emperio de asignar
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un numero a cada punto de la recta, o, lo que es equivalente, poder medir
cualquier longitud, nos impulsa a ampliar el conjunto Q. El resultado seran
los niimeros reales que designaremos por la letra R.

Presentaremos la busqueda de los niimeros reales en forma de una suce-
sién de objetivos:

Objetivo 1. Los niimeros reales constardn de los racionales junto a otros
nuevos que, por contraposicion, llamaremos irracionales.

Objetivo 2. La propiedad de densidad que tienen los puntos racionales per-
mitird aproximar a los irracionales por racionales, con tanta precision
como queramos prescribir.

Un ejemplo Otra manera de escribirlo
12 <3< 22 1 <V3< 2
(1,7 <3< (1,8)? 1,7 <vV3< 18
(1,73) <3< (1,74)? 1,73 <3< 1,74
(1,732) <3< (1,733)2 1,732 <3< 1,733
(1,7320)% <3 < (1,7321)? 1,7320 <+/3 < 1,7321
(1,73205)% <3< (1,73206)% | 1,73205 < /3 < 1,73206

En el ejemplo previo hemos puesto de manifiesto a los intervalos deci-
males de cada generacién que contienen al niimero /3.

Los ntimeros de la izquierda, 1 < 1,7 < 1,73 < 1,732 < 1,7320 < ...,
son aproximaciones racionales por defecto del irracional v/3; mientras

que los de la derecha, nos dan aproximaciones por exceso: 2 > 1,8 >
1,74 > 1,733 > 1,7321 > ...

La bondad de las aproximaciones la podemos estimar por medio de las
diferencias:

1 1 1
1=2-1;, —=18-1,7; —=1,74-1,73; ——=1 —1,732; ...
P g =18 LT g =L LT 1 = 1733 - 1,73
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Por ejemplo, podemos decir que 1,732 y 1,733 son aproximaciones
racionales del nimero v/3 (por detecto y por exceso, respectivamente),
con un error menor que una milésima.

Un niimero real puede ser aproximado por niimeros racionales con tanta
precisiéon como se desee.

Objetivo 3. A todo nimero real le podemos asignar un desarrollo decimal.
Este sera periédico en el caso de los racionales y no sera periédico para
los irracionales. Reciprocamente: todo desarrollo decimal corresponde
a un niimero real.

1
3= 0,333333... V2 =1,41421356 . . .
22
== 3,142857142857 ... | v/3 =1,73205080. ..
5
G 0,0757575 . .. V5 = 2,23606797 . . .

El sentido preciso de las igualdades anteriores lo iremos matizando en
el futuro. El desarrollo decimal nos indica, en cada caso, los intervalos
decimales de cada generaciéon que contiene al nimero real dado. Por
ejemplo: 2,23606 < /5 < 2,23607.

Objetivo 4. Querremos poder sumar, restar, multiplicar y dividir niimeros
reales como una extensiéon de las operaciones con racionales.

Objetivo 5. Querremos que los nlimeros reales sean completos en el sentido
de que toda sucesion de Cauchy tenga un limite.

Quizéd el namero irracional mas famoso sea 7: la razon de la circunferencia
y su diametro. El uso de la letra w es natural puesto que asi comienza, en
griego, la palabra que designa la longitud de una circunferencia (recordemos
perimetro, periferia, ... ). La irracionalidad de 7 se logré demostrar en el
siglo xXviil. La prueba se debe a Lambert y la entenderemos mas adelante.
De momento basta con saberlo y también conocer algunas de las primeras
cifras de su desarrollo decimal:

= 3,14159265358979 ...
Vro o= 1,7724538509. ..

Otro niimero especialmente importante de las matematicas es el niimero e,
que también es irracional:

e = 2,718281828459045 . ..
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Finalmente, en este sucinto Gotha de nimeros famosos, hay que incluir
al nimero de oro, la razon aurea o divina proporcién:

1++5
2

P = = 1,618033988.. ..

Aqui la letra griega ® se usa en honor del gran escultor Fidias, cuyo nombre
griego comienza, naturalmente, con la letra ®. Fidias utilizé sistemética-
mente la divina proporcién en sus bellas y armoniosas esculturas.

Segtin los clasicos, los rectdngulos mas perfectos son aquellos cuyos lados
guardan esta proporcion. El Partenén estaba disenado de esta manera:

x_1+\@

Si — , observemos que:
Y 2
Y - I 1
= - =
x T —y i 1 \/52+1 _1

x_y{ 2 2(V5+1)

Vi-1 (V5-1)(V5+1)

— 1+V5
- 22

Si a un rectangulo cuyos lados, x, y, guardan la divina proporcién, le
quitamos un cuadrado de lado y (x > y), el rectangulo que resulta es también
de oro.

Observemos que:

1++v5 5—1 1
VB _ L Vh-1l L

2 2 P

Si repetimos esta formula sucesivamente, resulta que:

1
—14— = ..
1 1

o 144 L+

Otra relacién interesante satisfecha por el niimero ® es la siguiente:
P% =1+ 9,

luego:

<I>=\/1+7<I>=\/1+x/1+7¢>=\/1+\/1+x/fz...
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5.1. La construcciéon de los niimeros reales

Aunque el descubrimiento de las magnitudes inconmensurables se remon-
ta a los pitagoricos y tenga, por lo tanto, mas de veintiséis siglos de exis-
tencia, la construccién formal de los numeros reales es mucho mas reciente.
Hacia finales del sigloXiX, G. Cantor y también R. Dedekind, de manera
independiente, nos ensenaron cémo conseguir la nocion precisa de niimero
real. A continuacién vamos a seguir el camino trazado por Cantor.

Definicion. Diremos que una sucesion, {q,}, de numeros racionales es de
Cauchy si para todo entero positivo, N, existe otro, m = m(N), tal que

1
|Qj —q| < N siempre que j, k > m.

Ejemplos de sucesiones de Cauchy de niimeros racionales son los siguientes:

1
.oy —,..., de otra forma: {qn} con g, = —.
n n

no3

b) 0.3,0,33,0.333,0.3333, ..., 0 bien: {gn}. 4n = > 1.
1

c) 1,1,4,1,41,1,4142,1,41421, ...:
2 1 ?
a, <2<|gn+ 1)

d) 3,3,1,3,14, 3,141, 3,1415, 3,14159, ...:

_ [10"'x]  parte entera de (10" ')
In = 10n—1 1071 )

TR U S S SN S B
¢ LI+ qpltgtopltgtgtg

"1
dn = ZE
k=0

PRETS B B SV R P

’ 2’ 2 3 2 3 4777
n

_1k:+1
- D

k=1
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Existe, no obstante, una diferencia importante entre las seis. A saber:
a) y b) son convergentes, es decir, tienen un limite dentro de Q:

1 "3 1
lim — =0, lim — = .
n—oo N n—00 T 10n 3

Por el contrario c), d), e) y f) no tienen limite racional: \/2, 7, e y log?2 no
son numeros racionales.

Dada una sucesién {q,}, diremos que {r,} es una subsucesién si existe
una funciéon monétona creciente, ¢ : N — N, de manera que:

"n = dyp(n)-
Ejercicio 4. Demostrar que:

a) si la sucesion de numeros racionales {q,} es de Cauchy, entonces tam-
bién lo son todas sus subsucesiones;

b) sila sucesién de niimeros racionales {q,} es convergente en Q, entonces
también lo son sus subsucesiones y todas tienen el mismo limite.

La razon principal de la construcciéon de los ntimeros reales radica, preci-
samente, en tratar de subsanar este estado de cosas, y conseguir que todas
las sucesiones de Cauchy sean convergentes o que tengan un limite real.

Entre todas las sucesiones de Cauchy de niimeros racionales que son
convergentes merecen una mencién especial las que convergen a cero, como
ocurre en el ejemplo a).

La sucesién {q,} converge a 0, o tiene limite 0 (lim g, = 0), si para todo
entero positivo, N, existe otro, n = n(N), tal que |gj| < 1/N siempre que
Jj=n.

Designemos por C al conjunto de todas las sucesiones de Cauchy de
niimeros racionales, y por N al subconjunto de las convergentes a cero. En C
definimos la siguiente relacién:

{gn}R{rn} siysolosi{qg, —rn} € N.

Resulta facil (y se deja como ejercicio para el lector) ver que R tiene las
propiedades reflexiva, simétrica y transitiva. Se trata pues de una relacién
de equivalencia, que divide al conjunto C en clases de equivalencia disjuntas.
Pues bien, el conjunto de los niimeros reales, R, es el conjunto cociente de C
por esta relacién: “cada nimero real es una clase de equivalencia de sucesiones
de Cauchy de niimeros racionales”.



172  Capitulo 5. Los niimeros reales

Aunque, a primera vista, la definicién resulta algo rebuscada, si la anali-
zamos detenidamente, no lo es tanto. Por ejemplo: el algoritmo de hallar
raices cuadradas que aprendimos en la escuela, nos va dando las sucesivas
cifras decimales de \/2 = 1,41421356 ... Eso significa, segiin queriamos en
uno de nuestros objetivos iniciales, que el tal nimero, /2, puede ser apro-
ximado, con la precision que se desee, por los términos de la sucesion de
Cauchy:

a1 =1; as =14; a3 =1,41; agy = 1,414; ...

Pero también por los de la sucesion

by = ap + — ;

o por los de la sucesion ¢, = an + 1/(10™"); etcétera.

De ahi a decir que /2 es simplemente la clase de equivalencia de todas
esas sucesiones hay un solo paso, que fue dado por G. Cantor.

5.2. El cuerpo R

Para que los ntimeros reales adquieran la categoria de nimeros verdaderos,
es fundamental que podamos sumarlos, restarlos, multiplicarlos y dividirlos
(siempre que el divisor sea distinto de cero). El ejercicio siguiente contiene
las claves necesarias para hacerlo.

Ejercicio 5. Demostrar que si {an}, {bn}, {a,}, {b,} son sucesiones de
Cauchy en C tales que:

{an}R{an} v {ba}R{b,}
entonces:
{an + b} R {a,+b}
{an - bn} R {a% : b;L}

Ejercicio 6. Demostrar que si {a,} y {bn} son elementos de N y q € Q,
entonces las sucesiones:

{an +bn}, {an - bu}, {qan}

son todas elementos de N .

Definicion. Podemos ahora definir la suma y el producto de niimeros reales.
Sean r = [{an}], s = [{bn}], dos nimeros reales (clases de equivalencia de
sucesiones), entonces:

r+s = [{an+ by}
r-s = [{an-bn}l.
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Ejercicio 7. Demostrar que la suma y el producto de niimeros reales gozan
de las propiedades siguientes:

—~

) asociativa;

ii) conmutativa;

iii) distributiva del producto respecto de la suma;

iv) existencia de elemento neutro para la suma: 0 = [{0}] = N;
v) existencia de elemento opuesto para la suma;

vi) existencia de elemento neutro para el producto: 1 = [{1}].

vii) La notacion {q} designa a la sucesién de racionales cuyos elementos son
todos iguales a q: a, = q, para todo n € N. Probar que la aplicacion
inyectiva ¢ : Q — R dada por ¢(q) = [{q}] preserva la suma y el
producto. Esto nos permite identificar Q con ¢(Q) C R.

Definicién. Diremos que r € R es positivo (r > 0), si dada {a,} € r, existen
enteros positivos, N y n, tales que a,, > 1/N para todo m > n.

Para que la definicién sea legal, es preciso demostrar la independencia
respecto a la sucesion elegida en la clase r. Es decir, supongamos que {b,} € r
es otra de las sucesiones de r. La relacion de equivalencia {ay}R{b,} implica
la existencia de un entero ng tal que |a,, —b,| < 1/(2N) siempre que n > ny.

Por lo tanto:
m=Am T oN 7N 2N~ 2N

siempre que m > max{n,no}.

Luego la definicién r > 0 estd bien dada. A partir de ella diremos que
r=[{b,}] <0si —r=[{-by}] >0.

Definiciéon. El orden natural s < r significa que, o bien s = r, o bien
r—s>0.

Ejercicios

1) Demostrar que < es una relaciéon de orden en R (es decir tiene las
propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva).

2) Demostrar que < es un orden total: dados r y s en R, o bien r < s o
bien s < r.

3) Demostrar que si r > 0 y s son dos nimeros reales, entonces existe n € N
tal que n-r > |s|.
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4) Demostrar que dado r # 0 existe s = 1/r de manera que s -r = 1.
Sugerencia: sea r = [{an}] > 0; comprobar que existen ¢ > 0 y ng € N
de manera que a, > € para todo n > ng. Definir s = [{b,}|, donde b,, =
(@ning) L. Comprobar que {b,} es efectivamente una sucesién de Cauchy de
niimeros racionales tal que

lim a,-b, =1.

n—oo
5) La nocién de sucesion de Cauchy de niimeros reales es la extension natural
de la de racionales. Sea {ay, } una sucesion de Cauchy de nimeros reales. Para
cada n, sea qn un numero racional tal que |a, — gn| < 1/n. Consideremos la
sucesion {qy}. Demostrar que:

i) {qn} es de Cauchy.
ii) Sea r = [{qn}], entonces: lim,,_ o a, = 7.

Este ejercicio nos dice que R es completo: Toda sucesion de Cauchy de
ntimeros reales tiene un tinico limite real.

5.3. Desarrollos decimales

Las nociones de parte entera y parte fraccionaria tienen una extensién
inmediata a R: r = [r] 4 (r), donde [r] € Z y 0 < (r) < 1. Por otro lado,
todo numero real € [0,1) admite un tnico desarrollo decimal:

= 0,212223 ... TpTnt1 - -

donde cada cifra, x, es uno de los diez digitos del sistema decimal de numera-
cion, z; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, y tales que no son todos iguales a 9 desde
uno en adelante; es decir: existen infinitos x; < 9.

La expresién anterior significa que tenemos la cadena infinita de desigual-
dades:

valida para cadan =1,2,3,...

Es decir, las cifras decimales de x determinan la sucesion de intervalos
decimales encajados que contienen al punto x, y viceversa. Recordemos que
los niimeros racionales coinciden con los desarrollos decimales periodicos
(desde un punto en adelante). Por tanto, los niimeros que llamaremos irracio-
nales, I = R — Q, se corresponden con los desarrollos decimales que no son
periédicos.

Ejemplo 1: 3,101001000100001000001... es el desarrollo de un ntimero
irracional (en su parte decimal, entre cada dos unos aparece un bloque de
cada vez un cero méas: un 1, un 0; un 1, dos 0; un 1, tres 0; ... ).
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Ejercicio 8.

a) Demostrar que el desarrollo decimal x = 0,x1x9x3 ... es equivalente a
la igualdad:
= s Ep— '
v=2 1 = o
7=1 7j=1

Donde supondremos siempre la condicién de que hay infinitas cifras
distintas de 9.

b) Cada natural n > 1 puede ser la base de un sistema de numeracion.
Cuando n = 2 solo tenemos dos digitos: 0 y 1; y los desarrollos binarios
de x € [0,1) son de la forma:

= 0,212973 . . ., zj € {0,1}
— =7
v = Z 2
j=1

En este caso la condicién es que existan infinitas x; = 0.

Cuando n = 3 tenemos tres digitos, 0, 1 y 2. Elaborar la teoria de
los desarrollos decimales en bases 2 y 3, describiendo los intervalos de
[0,1) que dan lugar a las distintas cifras.

¢) Hallar el desarrollo en base 2 del niimero racional un tercio.

d) Encontrar las tres primeras cifras decimales en base dos y en base tres
de los niimeros: e, T y \/2.

5.4. Ejemplos de nimeros irracionales

Ademis de \/2, /3, el Teorema Fundamental de la Aritmética nos per-
mite demostrar la irracionalidad de otras muchas raices. Por ejemplo: /p, p
primo, es siempre irracional, ya que si tuviéramos \/p = a/b, con a, b enteros
primos entre si, entonces pb> = a2, por lo que p debe ser un divisor de a:
a = pay. Sustituyendo en la igualdad anterior, obtenemos que pb*> = p*a?, es
decir, pa3 = b%. Luego p debe ser un divisor de b, y esto es una contradiccién
con la hipétesis de partida de que m.c.d.(a,b) = 1.

Ejercicio 9. Sean = pi*---p" la descomposicién de n en factores primos.
Demostrar que {/n es racional si y solo si k | aj para todo j =1,...,r.

Dados dos numeros racionales distintos, p/q y p1/q1, tenemos que
1
aq

P — ap1
qq1

‘p_pl >

q q1

_ ‘pfn —ap
aq

1
yasi: q ‘ > —.
q
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Esta observacion nos permite enunciar el siguiente criterio de irraciona-
lidad: “Sea r un niimero real para el que podemos encontrar una sucesion de
racionales distintos py/qn, m.c.d.(pn, q,) = 1, tales que

Pn
r——

dn

lim gq, =0;

n—oo

entonces r es irracional”.

Un ejemplo notable es e] nuimero:

, 1 1
ezhmzk'—1+1'+ +3

n—o0

Pt

1
Observemos que p— =1 + Tttt t verifica la estimacion:
n!

3!

1
St Mwm}
1 1
+
1

2!

Pn
e — —

an

an

+ (n+1)(n+2) * (n+1)(n+2)(n+3) +

< R T
n+1 2-3 3-4
2

= — 0, n — oo.
n+1

Por lo tanto e es irracional.

La demostracion anterior se remonta al Siglo de las Luces, y se debe a
J. Lambert. Funciona porque la representaciéon

1+1+1+1+ AR
e — S
3! n! " (n+1)!

es muy buena, ya que la serie converge rapidamente.

En el caso de 7 tenemos formulas tales como

IV N T N U
= 375 779 11

pero que no convergen con la rapidez suficiente para que podamos utilizar la
estrategia anterior. No obstante, el mismo J. Lambert logré demostrar que m
es también un niimero irracional.
Soy y seré a todos asequible
31 41 5 9
mi nombre tengo que daros
2 6 5 3 5
cociente diametral siempre inmedible
8 9 7 9
soy de los redondos aros.
3 2 3 8 4
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La siguiente es una prueba por reduccién al absurdo. Supongamos que
fuese un nimero racional, digamos: m = m/n, m.c.d.(m,n) = 1. Considere-
mos el polinomio de segundo grado

P(x) = nx(m — nzx),

que se anula en © = 0 y en © = m/n = m, y es positivo en el intervalo
0 <« < 7. La funcién “continua”

2, P(z)* X P(a)k
P(z) _ 2
¢ _gﬁ il _Nlinookz_o

esta acotada en [0, |. La integral:

T 00 ™ P k
I:/ sen:cep(’”)dx:z:/ sen x (z) dz
k=0

es un nimero real positivo, I > 0, como cada uno de los niimeros:

T P k
I = sen x (z) dz.
0 k!

La contradiccion se obtiene comprobando que cada I, es un niimero entero
estrictamente positivo, vy, por lo tanto, mayor que 1: “el niimero I no puede
ser la suma de infinitos enteros positivos”.

Para concluir la demostracién observemos que el polinomio

R = (2l

obtenido al derivar j veces el polinomio de grado 2k que aparece entre parén-
tesis, toma siempre valores enteros cuando sustituimosz =0y x = m/n = 7.
Eso es una consecuencia de que , si j < k, entonces

Pi0) =P} (=) =0,

mientras que si k < j < 2k, P,z (0) # 0, y al haber derivado al menos k veces

el factor =¥, se obtiene el factor k!, que cancela al denominador. Igualmente

ocurre en m/n con el factor (m — nx)".
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El célculo de Iy, se hace integrando por partes:

T P k T p k
I, = sen x (2) dr = — (z) dcosz
0 0 k!

T ™ k
+ / COS:Ei <P(x) ) dx
0 0 dx k!

™ ™ 2 k
- / sen:cd—2 (P(w) ) dz
0 0 dx k!

Observemos que sen(0) = sen(m) = 0, cos(0) = 1, cos(mw) = —1 y, por lo visto
anteriormente: '

d/ [ P(x)k

dad k!
toma valores enteros en x = 0 y * = m. Por otro lado, el proceso anterior

se acaba cuando j = 2k, va que al derivar 2k + 1 veces un polinomio de
grado 2k obtenemos cero.

Resumiendo: “I es un entero y, como es estrictamente mayor que cero,
resulta que I, > 17. Esto produce la contradiccion.

El niimero Pi

EI ntimero Pi es digno de admiracién

tres coma uno cuatro uno

todas sus cifras siguientes también son iniciales

cinco nueve dos, porque nunca se termina.

No permite abarcarlo con la mirada seis cinco tres cinco

con un calculo ocho nueve

con la imaginacién siete nueve

0 en broma tres dos tres, es decir, por comparacién

cuatro seis con cualquier otra cosa

dos seis cuatro tres en el mundo.

La mas larga serpiente después de varios metros se interrumpe.
Igualmente, aunque un poco mas tarde, hacen las serpientes fabulosas.
El cortejo de cifras que forman el niumero Pi

no se detiene en el margen de un folio,



5.5. Irracionalidad de ¢(2) y ((3) 179

es capaz de prolongarse por la mesa, a través del aire,
a través del muro, de una hoja, del nido de un péajaro,
de las nubes, directamente al cielo
a través de la total hinchazoén e inmensidad del cielo.
jOh qué corta es la cola del cometa, como la de un ratén!
jQué fragil el rayo de la estrella que se encorva en cualquier espaciol
Pero aqui dos tres quince trescientos noventa
mi nidmero de teléfono la talla de tu camisa
ano mil novecientos setenta y tres sexto piso
niimero de habitantes sesenta y cinco décimos
la medida de la cadera dos dedos la charada y el cédigo
en la que mi ruisenor vuela y canta
vy pide un comportamiento tranquilo
también transcurren la tierra y el cielo
pero no el numero Pi, este no,
él es todavia un buen cinco
no es un ocho cualquiera
ni el 4ltimo siete
metiendo prisa, oh, metiendo prisa a la perezosa eternidad
para la permanencia.
Wislawa Szymborska

(Premio Nobel de Literatura 1996)

5.5. Irracionalidad de ((2) y ((3)

Recordemos la identidad de Euler (capitulo 4):

1 ™
2) = = —
Observemos que
[ee] 1 [e.e]
SA-5([era)([rw)-[ [ Eorsce
n=1 n=1

Y a+n—1 a+n 1
//1_xydxdy—2// dz dy

oo

1 |
:;(n—ka) - ;72
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v si a < 3 son dos enteros positivos distintos:

Ll gy =11 1 1
Ty

// dfndy:E = E —.

0o Jo 1—ay f—ntantp 6—ak:ak

Resulta facil ver que si P(x,y) = Y. pasr®y’ es un polinomio de coe-
a<n
B<n

ficientes enteros en dos variables, x, y, de grado menor o igual que n en cada
una, entonces:

n

B, B
// 1_$y dxdy— nC(2)+C—, m.c.d.(B,,Cy,) =1

donde A, B, y C, son enteros, verificindose ademés la desigualdad: C,, <
m.cm.(1,2,...,n)%
n

También que P,(xz,y) = (1 —y)" — z™(1 — z)"} es un polinomio

] n! dz”
de coeficientes enteros.

Integrando por partes n veces en la variable x obtenemos la desigualdad:

o<‘// 1_3}ydd' ‘// 1_;y§£}r;y)ndxdy‘

) z(l—x)y // dady
< max [
0<z,y<1 1—xy 1—ay
ey

donde C es una constante fija e independiente de n.

Finalmente el teorema de Chebychev sobre los niimeros primos para con-
cluir que:

lim C,

n—o0

n

1 5n
<C lim m.cm.(1,2,...,n)? <\/5> =0.

n—oo 2

2
Esto implica que ((2) = % es irracional.

El caso de ((3) es muy parecido: En primer lugar tenemos la repre-

sentacién integral siguiente:
1
/ / 108(@Y) 4 4y
1—xzy

o0

Yty 1
Ty
dedy = —_—.
// L—ay % nz(wwn)?

=1

Consideremos la integral
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Tomando derivadas respecto de v y evaluando en v = 0 obtenemos

Oé al
/ / ngy dz dy
1—ay

- ‘Q;mims - —2{w-> )

n=1

Analogamente, si o > f3:

T 1 o 1 1
[ e S s e
1—zy a—ﬁnzl n+B8+v nt+a+ry

luego, derivando respecto a v y evaluando en v = 0 tenemos

A1 =1
l/ og(zy)

d il
// 1—xzy zd Z n

n=pF+

Es decir, si Q(z,y) es un polinomio de coeficientes enteros, de grado n en
cada variable separadamente, entonces

//Q:L‘ylog:vy)d dy = AnC(3) + By

1—xzy

donde A,, es un entero y B,, es un racional cuyo denominador de un divisor
3 _
de &, d, = m.cm.{1,...,n}.

Escogiendo P, (z,y) = P,(x) P,(y)

)1
Inz// () Og”””yddy—/// da dy du
1—=zy 1— 1—xy

S

después de integrar por partes, n veces, respecto de la variable x.

EIl cambio de variables

u_l——w du = —y
i (-apu’ T - (-

nos permite escribir

I—/// 1_ 1_x;;bp()dxdydw
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Integramos por partes, de nuevo n veces, pero ahora respecto a la varia-
ble y:

B Lot rban(a — 2)y™ (1 — y)"w"(1 — w)"
In_/o /0 /0 [1 —y(l—a:z)w]n—Irl dody dw
z(l—x —yw(l —w)\1n [0
SW@(U fﬂ?ﬂ%g )H‘Aﬂﬁl_uiwmdmww
=c(vVz-1)".

La irracionalidad de ((3) es una consecuencia de que (v/2 —1)4"e? < 1y
del teorema de Chebychev.

Ejercicio 10. Un niimero real x puede ser escrito de la forma siguiente:

2 =[]+ (@) = [a] +

(z)
llamando ag = [z], a1 = [é] > 1, tenemos que:
o
ay + (é) '

Este procedimiento puede ser iterado:

@_hby”

para obtener el desarrollo en fracciéon continua:

Tr=ag +

T =ag + T que se abrevia como [ag; a1, az,...|.
a 1
TR ==
1. Hallar los desarrollos en fraccién continua de los racionales %, % v %.

2. La razoén durea ® = verifica la ecuacion ®* = ® +1, que puede

escribirse de la manera siguiente:

1 1
=1+ =1+ =---=[1;1,1,...].

P 1+ ¢

Hallar las fracciones continuas de los nimeros v/2, V'3 y V/7.

3. ;Qué nuimeros reales tienen fracciones continuas finitas? j A quién corres-
ponden los desarrollos periédicos?

4. Hallar los tres primeros cocientes parciales, aj, j = 0,1,2, de las frac-
ciones continuas de e y de 7.
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5.6. El continuo y sus enigmas

Un resultado muy importante de la Teoria de Conjuntos, obtenido por
Cantor, es el siguiente:

Teorema. Los niimeros reales no son un conjunto numerable.

Demostracion. (Reduccién al absurdo) Supongamos lo contrario, entonces
todos los reales del intervalo [0,1) pueden ponerse en una sucesion:

[0,1) = {$1,$2,1‘3,...,xn,...}.

Usando ahora los desarrollos decimales (en base 10, por ejemplo) podemos
escribir:

v = O,ztafada}.. ab. ..
Ty = O,ziadaday.. . axl. ..
x3 = O,zixdaday... af. ..
g = O,ziaiaial... 2. ..

Sea y = 0,y y?y3y*...y"... el niimero del intervalo [0,1) cuyas cifras han

sido elegidas de manera que:
gl ALy £ A A% s Y Ean A
La unicidad de los desarrollos decimales implica que y # x;, para todo j,

por cuanto y’ # xj Pero eso contradice la hipétesis de partida acerca de que
todos los elementos de [0, 1) estaban en la fila {z;}. |

Los conjuntos infinitos que pueden ponerse en correspondencia biyectiva
con los naturales (o que son equinumerables o equipotentes con los naturales)
son los numerables, o los que pueden ponerse en fila. Diremos que su cardinal
es Xg (“alef subcero”). La prueba de Cantor muestra que el cardinal de R
(al que llamaremos C, o continuo), es distinto de Xy. Podriamos decir que
es mayor, por cuanto N C R y cardN = Xg. Un instrumento bdsico para
comparar cardinales es el siguiente.

Lema. (Cantor-Schréder—Bernstein). Sean X, Y dos conjuntos tales que
existen dos aplicaciones inyectivas ¢ : X — Y y ¢ : Y — X. Entonces
hay una biyeccién ® : X — Y, es decir, los conjuntos X eY son biyectables,
equipotentes o equinumerables.

Este lema garantiza pues que la definicién
card(X) < card(Y') :=: X es inyectable en Y,
es consistente con la implicacion

(((card(X) < card(Y)) A ((card(Y) < card(X))> — (card(X) = card(Y)).
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Demostracion. Dado un y; € Y vamos a construir una familia y1, x1, Y2,
Tg,... de elementos, alternando entre Y y X, de la siguiente manera:

Puede existir o no un 1 € X tal que ¢(x1) = y1. Si existe es tnico
(porque ¢ es inyectiva). Elijamos, si podemos, 1 como la preimagen
de y1.

Supongamos que hemos obtenido x1 en . Elegimos yo como el tinico,
si existe, elemento de Y tal que ¥(y2) = x1 (¢ es inyectiva); yo puede
no existir.

Si hemos obtenido y2 en , construyo, si puedo, x2 € X como en ,
a partirde ys € Y.

Si seguimos este proceso pueden ocurrir tres cosas:

a) Paramosen X, i.e., obtenemos algiin x,, € X y paramos porque 2y € Y
con Y (y) = xp, (Y no es necesariamente sobreyectiva).

b) ParamosenY i.e., obtenemos algin y,, € Y y paramos porque Ax € X
con ¢(x) = yYm (¢ no es necesariamente sobreyectiva,).

¢) No paramos.

Asi, para cada y € Y tenemos un proceso bien definido que nos plantea
3 posibles casos, dando Iugar a una particién de Y en 3 conjuntos disjuntos:

Yx = {ye€Y |paramosen X}
Yy = {y €Y |paramosenY}
Yoo = {y €Y | no paramos}.

El mismo proceso se puede montar para X, obteniendo una particién de
X en 3 conjuntos disjuntos:

Xx = {x € X |paramosen X}
Xy = {x € X |paramosenY}
Xo = {z € X | no paramos}.

Es facil ver que las siguientes aplicaciones son biyectivas:
w : Yy — Xy
(p:XX — Yx; (p_1:YX—>XX
V:Ye — Xoo-

Se tiene asi una biyeccién F' : Y — X definida como sigue

U(y) siy €Yy
Fly)=14 ¢ Hy) siyeYx
Y(y)  siy € Yo u
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Ejemplo 2: Sean X = (0,1) CReY = (0,1] C R, y tomemos las siguientes
aplicaciones inyectivas:

p: X — Y v:Y — X
1
ro— plr) = y — W) =5y
Obsérvese que Im(¢) = (0,1) e Im(¢p) = (0,1/2). Si aplicamos el algorit-
mo descrito en la demostracién del lema de Cantor-Schréeder—Bernstein, se
obtienen las siguientes particiones de X e Y:

X =XxUXyUXy Y=YxUYyUY,
donde: donde:

> 11 > 1 1
Xx = U (2n+1727> Yy = U <2n+1’27)

n=0 n=0

1 yoo 1 yoo

XY - {2n+1 }nZO YY - 27}71:0
Xoo=0 Yo =0,

v las siguientes aplicaciones biyectivas:

v:Yy — Xy oYy — Xy
1

y — Yy =3y y — oy =y

De esta manera, se obtiene la siguiente biyeccién F : Y — X:

1

—y siy€eYy
Fly)=4 2

Y siy € Yx.

Es un buen ejercicio para el lector comprobar que todas las afirmaciones
realizadas son ciertas.

La funcién y = tanx es una biyeccion del intervalo (—m/2,7/2) con
la recta real R = (—o00,400). Luego ambos tienen el mismo cardinal, C.
La transformacién y = (2a/m)x es una biyeccién entre (—m/2,7/2) y (—a,a).

Por otra lado la traslacion y = x — (a + b)/2 lleva el intervalo (a,b)
en el intervalo (—(b —a)/2, (b — a)/2). Combinando estas transformaciones,
podemos concluir que todo intervalo abierto (a,b), a < b, es equipotente (o
equinumerable) con la recta real R, y su cardinal es el continuo C.

Ejercicio 11. Probar que y = es una biyecciéon entre (—1,1) y R.

1 — [z
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Dado el intervalo cerrado [a,b], a < b, la traslacion y = x — a lo pone en
correspondencia biyectiva con [0,b — a|. A su vez, la homotecia

A —
es una biyeccién de [0,b — a] con [0,1]. La inclusién
0,1] — R
t —

es una inyeccion de [0,1] en R.

Por otro lado sabemos que R y (0,1) son equipotentes, luego existe
una inyeccion ¢ : R — (0,1) C [0,1]. Por el lema de Cantor—Schréder—
Bernstein, R y [a,b] son equipotentes. Un razonamiento similar sirve para
los intervalos semiabiertos [a,b) y (a,b].

Corolario. Todos los intervalos de R no triviales (distintos de un punto) son
equipotentes a R; es decir, siempre que a < b se tiene:

card([a, b]) = card((a,b)) = card([a, b)) = card((a,b]) = card(R).

Como R = QU y sabemos que la unién de dos conjuntos numerables es
numerable, podemos concluir que el conjunto I, de los nimeros irracionales,
no es numerable. Eso no implica, automaticamente, que su cardinal sea el
continuo. Pero si lo es por la proposicion siguiente.

Proposicion. I es equipotente a R.

Demostracion 1. Sea P1/2 = {\/I) | p ntiimero primo } Tenemos que:
R = (QUP1/2> U (R - (QUP1/2>) .

Observemos que P'/2 yQuU PY/2 son ambos numerables y, por tanto, existe
una biyeccion: ® : Q UPY/2 — PY2, Entonces la funcién ¢ definida por la

formula:
Y(z) = ®(x) sizeQUPY?

P(r) = x sixeR—(QulPﬂ/?)

es una biyeccion entre R y

IP’l/zu(R—<QUIP>1/2>):R—Q:I. -
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Demostracion 2. Por el lema de Cantor-Schrider-Bernstein, basta verificar
que es inyectiva la siguiente funcién f : R — [

r+aflx] sizel
f@)=<2/V3 siv/3>|z| €Q
V2/x siv3<|z| €Q

porque: cada una de esas formulas da una funcién inyectiva, |f(x)| > 1 si
y solo si x € I, y no puede ser x/v/3 = v/2/y, es decir xy = \/6 para dos
racionales x, . |

Ejercicio 12. Dar una demostracion de esta iiltima proposicion, esencial-
mente distinta a las dos mostradas.

Proposicion. El producto cartesiano [0,1) x [0,1) es equipotente a [0, 1).
Demostracion. Usaremos los desarrollos decimales (en base 10). Dado un
punto (z,y) € [0,1) x [0,1) consideremos los desarrollos decimales

r = 0,x12273...
y = 0919293 ..

Con ellos le asignamos el punto z = 0,21y12x2y2x3Yy3 . .. € [0,1). Por otro lado
la inclusion x — (x,0) es una inyeccién de [0,1) en [0,1) x [0,1). EI lema de
Cantor—Schréoder—Bernstein nos permite concluir la faena. [ ]

Ejercicio 13. a) Demostrar que sia < by ¢ < d entonces todos los cuadrados
(a,b)x(c,d), [a,b)x(c,d), [a,b)X][c,d), ..., [a,b]x]c,d] son biyectables con R.

b) Probar que R* y R son conjuntos equipotentes para todo k =1,2,3,....
Explicar qué ocurre en el caso:

RY =R xR x - = {(2,)% | 2, € R}.

Para un conjunto finito, A, con n elementos (card(A) = n), sabemos que
P(A) = { subconjuntos de A} tiene cardinal 2":

card(P(A)) = 2" > card(A).

Esta relaciéon sigue siendo vélida también en el caso de conjuntos infinitos.
Por ejemplo: card(P(N)) = card(R) = C. Dado un subconjunto de N, que

podemos suponer ordenado E = {n; < ny < ng < ...}, la funcion
ni no ng

©(E)=0,0---010---010---010- - -

le asigna un niimero real del intervalo [0,1) cuyo desarrollo “decimal” en
base 3 tiene el digito 1 en las posiciones ny del conjunto EX y el 0 en las
restantes. Es facil ver que ¢ es biyectiva.
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Teorema. No existe una biyeccién entre X y P(X), de otra manera

card(X) < card(P(X)).

Demostracion. (Por reduccion al absurdo). Supongamos que existe una tal
biyeccion ® : X — P(X). En particular, para cada x € X, su imagen, ®(z)
es un subconjunto de X que puede contener a x, o puede no contenerlo.
Sea E ={z € X |z ¢ @)} C X,y por tanto E € P(X). Como ® es
una biyeccion, existirda un tnico e € X tal que ®(e) = E. Tenemos dos
posibilidades:

a)ee ®le) y b)le¢ D(e).

Ahora bien: a) no puede ser, por cuanto ¢(e) = E = {zx € X |z ¢ ®(x)}.
Luego e ¢ ®(e), pero esto resulta también imposible por la definicién de E,
va que si e ¢ ®(e) entonces e deberia pertenecer a E = ®(e). |

Corolario. C = card(R) < card(P(R)) < card(P(P(R)) < ...

Luego tenemos un procedimiento para generar conjuntos de cardinalidad
arbitrariamente grande. No obstante, la pregunta que cada vez parece mas
relevante es la siguiente: ;Existe un conjunto cuyo cardinal esté estrictamente
comprendido entre Ng y C7 ;Es C =Ny 7

Conocida como la hipétesis del continuo, fue abordada por Cantor y
recogida en la famosa lista de problemas que elaboré D. Hilbert para el
Congreso Internacional de Matematicas celebrado en Paris en el afio 1900.
La solucién se debe a K. Gdédel y P. Cohen: resulta que la hipétesis del
continuo es independiente de los otros axiomas de la Teoria de Conjuntos
(axiomas de Zermelo—Fraenkel que discutiremos en el capitulo 8). Es decir,
podemos adoptarla como un nuevo axioma de nuestra teoria sin peligro de
que el sistema asi ampliado sea inconsistente, dé lugar a contradicciones,
sin que lo fuera el de partida.

Pero también podriamos, si eso fuese conveniente, introducir como axioma
su negacion. La hipétesis del continuo generalizada afirma que entre card(X)
v card(P(X)) no existe un cardinal intermedio. La demostracion de Godel
y Cohen prueba también la independencia del axioma generalizado respecto
al sistema de Zermelo—Fraenkel.

En particular, este resultado hace ociosa la bisqueda de subconjuntos
de R con un cardinal comprendido estrictamente entre Yo y C. Empero,
los esfuerzos realizados por Cantor, y otros muchos, dieron lugar a cons-
trucciones que luego resultaron ser ttiles para resolver otros problemas.
Un ejemplo notable es el llamado conjunto de Cantor.
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El conjunto de Cantor. En su construccién se comienza dividiendo el
intervalo unidad, [0, 1), en tres partes iguales:

0.1) = [0.5) U5 5) U [51),
y eliminamos el trozo de en medio, [, 2).

|

|

1
0 3

wivo
©l~1
Nello}

—_

|
|

1
3

Rell )

[0.3) = [0.5)

2 2 7

51 = [53)
para eliminar los de en medio: [%, %), [%, % ; v asi sucesivamente. El conjunto

)
de Cantor es lo que queda del intervalo [0,1) después de repetir el proceso
anterior una cantidad numerable de veces.

Otra descripcion del conjunto de Cantor se consigue al escribir, en base 3,
el desarrollo decimal de los nimeros del intervalo [0,1). Obtenemos expre-
siones 0,z12z223 . . ., donde los digitos son ahora 0, 1 0 2. En la primera etapa
de la construccién del conjunto de Cantor eliminamos el intervalo central,
[1/3,2/3), que consta precisamente de los nimeros cuya primera cifra deci-
mal es 1.

En la segunda etapa los intervalos suprimidos, [1/9,2/9) y [7/9,8/9),
son, respectivamente, los nimeros cuyo desarrollo empieza como 0,01...
0 0,21... Es decir, al quitar ambos intervalos nos aseguramos que 1 no
aparezca entre las dos primeras cifras decimales del conjunto. Y asi sucesiva-
mente: el conjunto de Cantor esta constituido por los elementos, 0,x1x223 . . .,
del intervalo [0,1) en cuyo desarrollo en base 3 no aparece la cifra 1.

Si en lugar de base 3 tomamos ahora base 2, entonces todo niimero real
y € [0,1), admite un unico desarrollo de la forma y = 0,y1y2y3 . .. donde los

[e.°]

digitos y; € {0,1}, y la igualdad significay = /2.

7j=1
Lema. Existe una biyeccién entre el conjunto de Cantor, C, y el intervalo
real [0,1). Es decir, el cardinal de C' es el continuo.

Demostraciéon. Sea
z=0,r12223 ...

el desarrollo en base 3 de un elemento del conjunto de Cantor. Como x; # 1
para todo j, resulta que y; = x;/2 es uno de los digitos 0 o 1. Considerado
en base 2, el desarrollo y = 0,y192y3 ... es un nimero del intervalo [0, 1),
v la funcién y = ¢(x) asi construida es una biyecciéon: ¢ : C — [0,1). W



190 Capitulo 5. Los ntimeros reales

El conjunto de Cantor tiene otras muchas propiedades notables. Por ejem-
plo, es autosemejante: si cortamos un trozo y lo ampliamos suficientemente,
reproduciremos el conjunto. Es también un fractal, es decir un conjunto de
dimension fraccionaria. Otra propiedad importante es que tiene medida nula.

Definicion. Un subconjunto A C R tiene medida nula si para todo € > 0
existe una coleccién numerable de intervalos {I,,}, I, = (ay, by), tales que:

ACUIn v i’bn_@n’<5~
n=1

Metaforicamente podemos describir un conjunto de medida nula en R
como uno que puede ser tapado con un trozo de cinta adhesiva tan pequeno
como queramos. Dada una pieza de longitud € > 0 podemos partirla en
trozos I, tales que > u(I,) = € de manera que trasladando estos trozos
convenientemente a posiciones I,, cubrimos a todo el conjunto A C | I,.

Un ejemplo de un conjunto de medida nula es el que solo tiene un punto,
{q}, o un nimero finito de puntos, {q1,...,q,}. Hay, sin embargo, muchos
conjuntos infinitos con medida nula.

Lema. Si A = {aj1,a2,as,...} es numerable, entonces tiene medida nula.

Demostracion. Dado € > 0, consideremos los intervalos:

I = (a %7601 + 2%)
I = (a2 2%7602 + 2%)

9 9
In = (a” T on+l? an + 2n+1)

oo oo o
2
Es claro que A C U I,,, mientras que Z longitud (I,) = Z 2ni1 =c. N
n=1 n=1 n=1

En particular, los racionales, aunque densos en R, son un conjunto de
medida nula por ser numerable. El conjunto de Cantor, sin embargo, nos da
un conjunto de medida nula que no es numerable.

Lema. EI conjunto de Cantor tiene medida nula.

Demostracion. Observemos que segiin la primera etapa de su construccion,
C' esta contenido en la unién de dos intervalos de longitud 1/3 cada uno. En el
segundo paso obtenemos C contenido en la unién de 4 intervalos de longitud
1/32%, ..., en el paso n-ésimo C aparece contenido en la unién de 2" intervalos
de longitud (1/3)". Como lim,_,~(2/3)" = 0, resulta que C' es de medida
nula. ]
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El hecho de que Q tenga medida nula en R tiene una interesante interpre-
tacién probabilistica. Si elegimos un niimero “al azar” la probabilidad de que
sea racional es cero. “Casi todos” los niimeros son irracionales. No obstante,
si alguien nos senala un niimero concreto, por ejemplo,
oo
. , 1 1 1
7, y=lim (1+_-+---+ = —log(n)), ((5)= E —,
n—00 2 n n
n=1
y nos pregunta si es racional o irracional, es posible que nos ponga en un
aprieto, y no sepamos contestar. Es una situacion paradéjica que da que
pensar: resulta relativamente facil saber que casi todos los niimeros reales son
irracionales, pero puede ser un problema tremendo el decidir si un niimero
concreto, por ejemplo 2™, lo es o no lo es.

Ejercicio 14. Demostrar que si {E,,} es una familia numerable de conjuntos
de medida nula su unién, | J,, E,, es también de medida nula.

Indicacioén: dado € > 0 podemos gastar 5 encontrando una familia nume-
rable de intervalos que cubren E; y cuya suma de longitudes sea menor o
igual que §; luego con § nos apanamos para cubrir Iy y asi sucesivamente.
El cardinal total de intervalos usados en los pasos es numerable (unién nume-
rable de numerables) y la suma de longitudes de todos ellos serd menor o

X €
n=1 27

Consideremos los desarrollos decimales en base 10 de los niimeros del

intervalo [0, 1):
= 0,x12973 . .. IS {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

igual que € =

Escojamos una cifra, por ejemplo 7, y tratemos de medir el subconjunto de
los x tales que la cifra 7 no aparezca en su desarrollo decimal:

T #FT <=z ¢ [1—70, 1%) luego hemos eliminado un intervalo de
longitud %0.

En los 9 intervalos restantes [1%, 1%1)} k # 7, la condicién xo # 7
exige quitar, en cada uno de ellos, un intervalo de longitud ﬁ.
Precisamente: x ¢ [% + ﬁ, % + %). En total 9 intervalos de
longitud ﬁ.

En cada uno de los 9> = 81 intervalos restantes la condicién

x3 # 7 exige eliminar un intervalo de longitud ﬁ.

Y asi sucesivamente: en cada paso del proceso nos vemos obligados a
eliminar 9"~ intervalos de longitud ;. Si sumamos sus longitudes resulta

10m
que
1+9+92+ 1°°(9)’“ = .
R 72 73 “ e e = — — pu— 9 pu— 5
10 7102 " 10 10 &\ 10 1-2

lo que equivale a afirmar que el conjunto complementario = {x € [0,1) |
el desarrollo decimal de x no contiene el digito 7} es un conjunto de medida
nula.
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Como la cifra 7 no tiene nada de especial y como la unién de 10 conjuntos
de medida nula es también de medida nula, podemos afirmar lo siguiente:

Los puntos del intervalo [0,1) en cuyo desarrollo decimal falta
alguno de los digitos es un conjunto de medida nula. Dicho de
otra manera: si con los ojos bien cerrados escogemos un niimero
al “azar” en [0, 1) entonces, con probabilidad igual a 1, hallaremos
todos los digitos entre sus cifras decimales.

Supongamos ahora que en vez de un solo digito nos interesan dos de
ellos y nos preguntamos por los desarrollos ¢ = 0,x1x2x324%5%¢ . .. tales que
Top_1Tok 7# 75 para todo k =1,2,3,...

Veamos: x1x9 # 75 elimina el siguiente intervalo de longitud ﬁ:

ot +—

TL5 76
100”10 100 /)"

La condicién xsxy # 75 en cada uno de los 99 intervalos restantes [1% +

o b ) k=0,1,2,...,9,j=0,1,2,...,9, (k,j) # (7,5), elimina un
subintervalo de longitud ﬁ. Y asi sucesivamente. En total la longitud de

los intervalos eliminados es:

99  99° s
[ T T T =1.
100 1002 1005 © -

Luego su complementario en [0, 1) es de medida cero.

Observemos de nuevo que la sucesiéon 75 no tiene nada de particular
v que el mismo razonamiento nos serviria para cualquier otro par de digi-
tos (k, j). Como en total obtenemos 10 x 10 = 100 conjuntos de medida nula,
su unién también lo serd. Es decir: excepto por un conjunto de medida cero
los ntimeros del intervalo [0, 1) contienen cualquiera de las 100 combinaciones
de digitos mn en posiciones sucesivas de su desarrollo decimal.

Pero lo hecho para dos nos sirve también para tres, cuatro... Estamos
pues en condiciones de ser mas ambiciosos y con el mismo argumento probar
que, para cada n, existe un subconjunto E, de medida nula, u(E,) = 0,
tal que si z € [0,1)\ E, entonces el desarrollo decimal del niimero x contiene
todas las 10™ sucesiones posibles de n digitos.

Ahora bien, sabemos que la unién de todos esos conjuntos E = |J E,
tiene también medida nula. Luego su complementario [0,1) \ F no puede ser
numerable, ni por consiguiente vacio. Sea pues o un namero en [0,1) \ E,
entonces el desarrollo decimal de « contendrd cualquier sucesién finita de
digitos que podamos escribir: nuestro N.L.F.; el niimero de nuestro teléfono;
los niimeros premiados en la loteria; la fecha de nuestro nacimiento. .. jtodo!
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La discusién anterior podriamos haberla hecho con otras bases de numera-
cion. En particular el sistema binario esta especialmente adaptado al funcio-
namiento de los ordenadores. Los digitos son ahora 0 y 1 y todo x € [0,1)

tiene un tnico desarrollo
o0

_ o _ Ty
r=0x129..., zj=001, x—Z;Zj.

J:
Salvo por un conjunto E de medida cero, todo x € [0,1) contiene cualquier
sucesion finita de digitos (0 y 1) colocados de forma consecutiva en su desa-

rrollo decimal en base 2.

Por lo tanto, si elegimos un niimero [3 al azar en el intervalo [0,1),
con probabilidad igual a 1, tendremos que dada una sucesién cualquiera
de digitos, por ejemplo 100111001101011000010010, aparecera siempre en el
nimero B = 0, 15205 ... aunque quizas tengamos que avanzar mucho, tal
vez muchisimo, en su desarrollo decimal.

Supongamos ahora un alfabeto, por ejemplo el castellano, que conste de

letras, signos ortograficos, tales como ’, iy o ! ()‘ ..., y al que hemos

anadido también un signo para los espacios en blanco. Escogiendo n suficien-
temente grande podemos asignar un nimero natural menor que N = 2" a
cada signo. No importa cémo lo hagamos, por ejemplo (a =0), (b=1), ...,
(z = 27), (espacio en blanco = 28), (,= 29), (. = 30), etcétera.

Ahora escribimos en base dos estos niimeros utilizando n lugares:

a=0=0...000000 b=1=0...000001
c=2=0...000010
z=27=0...0011011

Este sistema nos permite codificar cualquier texto escrito en nuestro
idioma como una sucesién de ceros y unos. Por ejemplo usando n = 6 nos da
un total de 64 posibilidades, que son méas que suficientes para numerar todas
las letras y signos del castellano, tenemos que “En un lugar de la Mancha
...” empezaria asi:

000100001110011100010110011100011100001011010110000110000000010011

Todo el Quijote seria pues una sucesién, enorme pero finita, de ceros y
unos que, segiin hemos demostrado, encontrariamos en el desarrollo decimal
de . Podemos pues escribir un programa de descodificaciéon de (3, hacien-
do que el ordenador vaya transcribiendo cada bloque de siete digitos con-
secutivos en su signo ortografico correspondiente. Al principio seguramente
encontraremos textos ininteligibles pero, jsi esperamos suficiente tiempo!,
habra un momento en el que el ordenador empezara a escribir aquello de
“En un lugar de la Mancha ...” y seguirad el Quijote completo.
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iMagnifico! Ese numero (, elegido al azar, es, con toda probabilidad, la
biblioteca de Babel ensonada por Jorge Luis Borges. jToda la informacién
esta contenida en 3, pero hay que tener una paciencia infinita, y un tiempo
inmenso, para sacarla! jLa informacion esta alli pero no nos sirve de nada!

El universo (que otros llaman la Biblioteca) se compone de un numero inde-
finido, y tal vez infinito, de galerias hexagonales, con vastos pozos de ventilacién
en el medio, cercados por barandas bajisimas. . .

... Hace quinientos anos, el jefe de un hexdgono superior dio con un libro tan
confuso como los otros, pero que tenia casi dos lineas homogéneas. Mostré su
hallazgo a un descifrador ambulante, que le dijo que estaban redactadas en
portugués; otros le dijeron que en yiddish. Antes de un siglo pudo establecerse
el idioma: un dialecto samoyedo—lituano del guarani, con inflexiones de drabe
clasico. También se descifré el contenido: nociones de analisis combinatorio,
ilustradas por ejemplos de variaciones con repeticion ilimitada. Estos ejemplos
permitieron que un bibliotecario de genio descubriera la ley fundamental de la
Biblioteca. Este pensador observé que todos los libros, por diversos que sean,
constan de elementos iguales: el espacio, el punto, la coma, las veintidoés letras
del alfabeto. También alegé un hecho que todos los viajeros han confirmado:
No hay, en la vasta Biblioteca, dos libros idénticos. De esas premisas incontro-
vertibles dedujo que la Biblioteca es total y que sus anaqueles registran todas
las posibles combinaciones de los veintitantos simbolos ortograficos o sea todo
Io que es dable expresar: en todos los idiomas. Todo: la historia minuciosa del
porvenir, las autobiografias de los arcangeles, el catalogo fiel de la Biblioteca,
miles vy miles de catdlogos, la demostracién de la falacia del catdlogo verdadero,
el evangelio gnéstico de Basilides, el comentario de ese evangelio, la relacién
veridica de tu muerte, la versién de cada libro a todas las lenguas, las interpo-
laciones de cada libro en todos los libros. ..

Jorge Luis Borges

(“La biblioteca de Babel”)

Volviendo a la Aritmética, los resultados anteriores tienen diversas prolon-
gaciones en teorias sumamente interesantes. Por ejemplo, con la notacién
usual z = [z| + () =“parte entera’+“parte fraccionaria”, el desarrollo deci-
mal (en base 10) admite la interpretacion siguiente.

(x) =0,z122. ..
z1 =[10(z)]
x9 =[10(10(x))]

Es decir la k—ésima cifra decimal xj se obtiene de x por la siguiente regla:

1. Se halla la parte fraccionaria y el resultado se multiplica por diez:
Tz =10(x).

2. Se itera el procedimiento anterior k veces y al resultado se le calcula
la parte entera: xj = [Tk w]
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Si asociamos k con un tiempo discreto, el proceso anterior es un sistema
dindmico que tiene caracteristicas parecidas con otros relevantes en contextos
muy distintos tales como algunos de la teoria cinética de los gases y de la
mecéanica estadistica. Un resultado profundo de estas teorias dindmicas es el
llamado teorema ergédico que aplicado a nuestro ejemplo permite concluir
lo siguiente:

Para casi todos los niimeros = € [0,1), x = 0,z1x223 . .., es decir

si exceptuamos un subconjunto de medida cero, se verifica que:

card{xj]xj:a, 1§j§n}_ 1
n—00 n _To’

para todo digitoa =0,1,2,3,...,9.

Es decir, si elegimos un ntimero al azar en el intervalo [0,1) entonces,
con probabilidad igual a 1, tendra un desarrollo decimal equilibrado: las
frecuencias con las que aparecen cada uno de los 10 digitos son iguales a 1—10.
Esos niimeros se llaman normales en base 10. Es facil senialar a uno de ellos,

T~
por ejemplo el racional z = 0,0123456789. Un caso menos obvio es el niimero

de Chanpernowne:
0,12345678910111213.. ..

obtenido disponiendo uno detras de otro a los niimeros naturales en base 10.
Otro es el niimero de Copeland-Erdds:

0,23571113171923 . ..

cuyas cifras decimales siguen la sucesién de los niimeros primos.

En realidad los resultados de E. Borel demuestran que, salvo un conjunto
de medida cero, los niimeros reales del intervalo [0, 1) presentan en su desa-
rrollo cualquier patrén, o sucesion finita de k digitos, que prescribamos con la
frecuencia ﬁ que es la que le corresponde por su tamano. A veces se llama
normales a estos niimeros y se designan a los anteriores como simplemente
normales que es una condicién menos restrictiva como muestra el niimero

. 5 T T~ i
racional antes senalado 0,0123456789, que es simplemente normal pero no
es normal en base 10.

Las nociones anteriores y los correspondientes teoremas de Borel son
ciertos en cualquier base de numeracion. Un resultado reciente obtenido por
D. Bailey y R. Crandall afirma que la suma de la serie

! + ! + ! +
axb®  a2xb?®  g3xb

es un nimero normal en base b > 2 siempre que m.c.d.(a,b) = 1.

Resulta facil demostrar que ser normal en una base b es equivalente a ser
simplemente normal en todas sus potencias, b¥, k = 1,2, 3, ... También lo es
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probar que el conjunto de los niimeros del intervalo [0,1) que son normales
en todas las bases, llamados absolutamente normales, es de medida total, es
decir, su complementario tiene probabilidad cero.

En el ano 1917 el matematico polaco W. Sierpinski consiguié una demos-
tracion constructiva del teorema de Borel que le permitié sefialar, o nombrar,
a un ndmero real concreto que es absolutamente normal. Recientemente,
Veronica Becher y Santiago Figueira, de la Universidad de Buenos Aires, han
mejorado la construccién de Sierpinski demostrando que su ntimero absolu-
tamente normal es computable, en el sentido de la secciéon siguiente, pero el
algoritmo que obtienen para calcular sus cifras decimales es de tipo expo-
nencial.

En estos momentos todavia nos pondrian en un gran compromiso al pedir-
nos decidir si un nimero dado es o no absolutamente normal. Surge una pre-
gunta que aparece enroscada en el poema de la premio Nobel W. Szymborska:

;Es m un nimero normal?

A la que podemos anadir: ;Lo son e, v/2, log 27

5.7. Numeros computables

Diremos que un niimero es computable si existe un programa de orde-
nador para calcular sus cifras decimales. De manera mas precisa, un nimero
real es computable si existe una funcion recursiva f : N — N tal que f(n)
sea su enésima cifra decimal. La nocién de funcién recursiva es sencilla, pero
vamos a obviarla en esta seccién por motivos de espacio, quedidndonos con
la idea intuitiva de programa de ordenador.

Ejemplos de niimeros computables son 1/3, /2, © y e. También todos los
ntimeros racionales. Sin embargo hay muchos niimeros, la mayoria, que no son
computables porque, como nos muestra el siguiente teorema, los computables
forman un conjunto de medida cero, por ser numerable.

Teorema. Los nimeros computables forman un conjunto numerable.

Demostracion. Cada programa de ordenador es un texto finito escrito en un

alfabeto que contiene un niimero finito de simbolos o letras: A = {a1,...,an}.
Hay N textos de una sola letra: (ai1), ..., (an)
N? textos de dos letras: (a1a1), (aiaz), ..., (axay)
N3 textos de tres letras: (ajaia1), (a1a1a2), ..., (ayayan)

N* textos de k letras: (a;, ai, - . . ai,)

La unioén de todos ellos es por tanto un conjunto numerable.



5.7. Nuimeros computables 197

Muchos de esos textos carecen de sentido y seran rechazados por el com-
pilador. Entre los que sean aceptados hallaremos los programas que sirven
para calcular las cifras decimales de los niimeros computables. Podemos pues
establecer una correspondencia biyectiva entre tales nimeros y un subcon-
junto del conjunto numerable de textos, es decir: los niimeros computables
forman un conjunto numerable y, por tanto, de medida nula. jLa mayoria de
los niimeros reales no son computables! ]

Pensemos en los textos (finitos) que podemos escribir en cualquier idioma
conocido (arameo, hebreo, drabe, griego, latin, fortran, algol, java, lisp...)
vy que forman un conjunto numerable. La mayoria de ellos no tendrian que
ver con los niimeros, pero aquellos que nos sirvan para designar a un nimero
real concreto formardan un subconjunto que también serd numerable. Luego
el conjunto de niimeros reales que podemos nombrar en alguna lengua es
siempre numerable. El resto, la mayoria, es innombrable. Estan ahi, en la
recta real, pero son auténticos parias a los que nunca podremos mencionar.

EI concepto de ntimero computable se debe a Alan Turing, quien lo intro-
dujo en un articulo titulado “On computable number with an application to
the Entscheidungsproblem” que publicé en el ano 1936 en los Proceedings
of the London Mathematical Society. En estos tiempos estamos tan familia-
rizados con los ordenadores y sus lenguajes, algoritmos, programas que no
es necesario hacer hincapié en un concepto tan natural como el de nimero
computable. Pero ese no era el caso en el anno 1936, por lo que Turing tuvo que
concebir una miquina que pudiese realizar las operaciones légicas requeridas
en la definicién de niimero computable.

Una maéaquina de Turing Universal, que es una precursora ideal de un
computador moderno, admite programas que consisten en sucesiones de bits
en una de las dos posiciones 0, 1. Una vez que un programa ha sido recono-
cido por la maquina, esta empieza su proceso pudiendo ocurrir que en un
ntimero finito de pasos genere una respuesta. Pero también puede suceder
lo contrario y que el proceso nunca se detenga. Es el famoso problema de
“la parada” detectado por Turing, quien lo usé para dar otra demostracion
del teorema de incompletitud de Gédel (ver capitulo 8).

Recientemente Gregory Chaitin ha profundizado en este flujo de ideas,
algunas de las cuales tienen su origen en Leibniz, para introducir la nocién de
numero algoritmicamente aleatorio y de complejidad algoritmica. Sabemos
que un programa consta de una sucesion finita de bits, pero puede ocurrir que
un mismo célculo u operacion, el “output” del programa, pueda ser codificado
de diversas maneras originando sucesiones distintas de ceros y unos. Pode-
mos asignar a cada “output” el niimero minimo de bits que son necesarios y
suficientes para obtenerlo. Este niimero mide la complejidad del algoritmo
0 programa y nos permite introducir la nocién de programa elegante, o efi-
ciente, si minimiza la complejidad entre los que producen el mismo resultado.
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Siguiendo a Chaitin diremos que un nimero real x = 0,x1x223 . .. es algorit-
micamente aleatorio si existe una constante c(x) tal que para cada natural
n, cualquier programa que calcule la enésima cifra decimal de x ha de tener
por lo menos n — ¢(x) bits.

Chaitin ha estudiado las propiedades de estos niimeros algoritmicamente
aleatorios y ha demostrado que son absolutamente normales, es decir, nor-
males en todas las bases de numeracién. Un ejemplo es el nimero de Chaitin
de una méaquina Universal de Turing

Q _ E 2—mjmero de bits del programa P

obtenido sumando, sobre todos los programas elegantes P, la probabilidad
de haberlos obtenido al azar en lanzamientos independientes de una moneda
bien hecha, es decir, que tenga igual probabilidad, %, de obtener cara (bit=0)
o cruz (bit=1). En otras palabras, dada una maquina Universal de Turing
imaginemos contenidos en una gran caja a todos lo programas que se paran en
un ndimero finito de operaciones. Supongamos también codificados en forma
de sucesiones finitas de los dos digitos binarios, 0, 1, de manera eficiente o
elegante. El numero €2 describe la probabilidad de que, lanzando al azar una
moneda, acabemos generando un programa de la caja en un niimero finito de
tiradas. € es definible o nombrable, pero Chaitin ha demostrado que no es
computable y, aunque sabemos que es absolutamente normal, solo conocemos
un nimero finito de sus cifras decimales.

Ejercicios

1) Sea x € R, z > 0. Demostrar que existe ¢ € Q tal que 0 < g < z.

2) Demostrar que cada nimero real positivo tiene una tinica raiz cuadrada
positiva.

3) Demostrar que en cada base de numeracion b, los decimales que sean per-
iédicos desde algtin lugar en adelante, corresponden a los nimeros racionales.

4) Demostrar que P(N) es equipotente con R.

Sugerencia: sean f : [0,1) — P(N), dada por f(z) = {a;107 | j > 1}
si x tiene desarrollo decimal O,ajay...; y g : P(N) — [0,1) dada por
9(X) =0,a1az ... siendo

0 sijgx
Tl 1 sijeX

Demostrar que ambas, [ y g, son inyectivas.
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5) Demostrar que el conjunto de todos los polinomios con coeficientes enteros
es numerable. Deducir que el conjunto de todos los niimeros reales que son
raices de polinomios es numerable. ; Qué puede decirse del conjunto de todos
los niimeros reales que no son raiz de ningiin polinomio?

6) Probar que el conjunto de todos los subconjuntos finitos de N es nume-
rable. Deducir que el conjunto de los subconjuntos infinitos de N no es
numerable.

7) ;Existe un conjunto X tal que P(X) sea infinito y numerable?

8) Demostrar que si card(A) < card(B) entonces card(P(A)) < card(P(B)).
Demostrar que si A y B son equipotentes, entonces también lo son P(A)

y P(B).
9) Demostrar que el conjunto de las lineas rectas del plano es equipotente
con R.

10) Demostrar que el conjunto de todos las sucesiones infinitas de elementos
de R es equipotente con R.






Los niimeros complejos

FEl camino mds corto entre dos verdades
reales pasa por lo imaginario.

Jacques Hadamard

A pesar de su nombre, la construccién del cuerpo C de los niimeros
complejos a partir de los reales, R, es mucho mas sencilla que la de estos
sobre los racionales. Como conjunto C es simplemente R x R, el producto
cartesiano de los reales por si mismos. Es decir, un niimero complejo es un
par ordenado de niimeros reales. No obstante, para que R x R adquiera Ia
categoria de cuerpo de niimeros es menester saber sumarlos y multiplicarlos
apropiadamente.

Definicion. Sean (a;j,b;), j = 1,2, elementos de R x R. Se definen las opera-
ciones siguientes:

1. Suma: (a1,b1) + (az,b2) = ((11 + ag, b1 + b2);
2. Producto: (al,bl) X (ag,bg) = (a1a2 — b1by, a1by + azbl).

Ejercicio 1. Demostrar las propiedades siguientes de la suma y el producto
de niimeros complejos.

1. Asociativa (suma y producto).

Conmutativa (suma y producto).

Distributiva del producto respecto de la suma.
Existencia de elemento neutro para la suma: (0,0).
Existencia de elemento neutro para el producto: (1,0).

Elemento opuesto para la suma: (a,b) + (—a,—b) = (0,0).

NS Stk N

Elemento inverso para el producto. Si (a,b) # (0,0), entonces:

a —b
a? +bv%’ a2+b2> = (1,0).

(a,b) x (
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Estas propiedades se resumen en la frase siguiente: el conjunto C, dotado
de la suma y el producto antes definidos, es un cuerpo.

Observemos que la aplicacién ¢ : R — C, definida por
z— p(x) = (2,0),
conserva la suma y el producto:
plet+y) =) +ely), @ y)=el)- o).

Luego nos permite identificar a los niimeros reales, R, con un subcuerpo de
los complejos:

0=(0,0), 1=(1,0), —-1=(-1,0), etcétera.
Observemos que
(0,1)? = (0,1) x (0,1) = (=1,0) = —1,
es decir, el numero complejo (0,1), que se designara por el simbolo i (la

unidad imaginaria), verifica la ecuacién i>
de —17) la otra es —i = (0, —1).

= —1: “es una raiz cuadrada

Tomando como base de R x R los vectores 1 = (1,0), i = (0, 1), encon-
tramos la expresion tipica de un nimero complejo, z = x + iy, x,y € R,
donde:

x = Re(z) = parte real

y =Im(z) = parte imaginaria.

6.1. Representaciéon polar

En C tenemos las coordenadas polares. Todo nimero, z = x + 1y, queda
determinado por su médulo, r = |z| = \/x? + y2, o distancia del punto (z,y)
al origen (0,0) de R x R, y por su argumento, el angulo 6 que el vector (x,y)
determina con el eje OX: x =rcosf, y = rsenf, es decir:

z=x+1iy = z=r(cosf+isend), (r=+z?+y?).
El origen, (0,0), queda fuera de esta discusion.

No obstante, las coordenadas z, y, no determinan univocamente el angu-
lo 0, puesto que cos(0 + 2km) = cosf y sen(f + 2kmw) = sen§, para cualquier
entero k. Es decir, a un nimero complejo, z, le podemos asociar una familia
numerable de dngulos, o argumentos, de manera que dos cualesquiera de ellos
difieran entre si en un multiplo entero de 2.
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Una manera de describir esta situacion es la siguiente: en R establecemos
la relacion
r~y<<= JkeZ,x—y=2knm.

Es facil ver que ~ satisface las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva.
Tenemos, por lo tanto, una relacién de equivalencia que divide a R en clases
disjuntas de equivalencia: [0]. Pues bien el argumento del nimero complejo
z serd una de estas clases, y las coordenadas polares asocian a cada z # 0
un moédulo, |z| > 0, y un argumento, [0], de manera univoca.

A veces, no obstante, es conveniente hacer una eleccién adecuada de
representantes del argumento para los niimeros complejos de una regién
del plano C. Una estrategia usual consiste en fijar un intervalo de longi-
tud 2w, a,a + 27), y exigir que el representante del argumento pertenezca a
él: a < 0 < a+2n. Un ejemplo es [—7,m), a = —m, que suele llamarse argu-
mento principal de z, Arg(z). Obsérvese que Arg(z) es una funcién continua
en el plano C menos el eje real negativo: C\ (—oo, 0]. Precisamente en (—oo, 0]
se da un salto de 2w en Arg(z), que presenta una discontinuidad en todos
sus puntos.

z=x+ 1y
!
r !
I Vy=rsenf
0 !
+m l
— I —m < Arg(z) <m
/xércose
r = /Cﬂ2+y2

La representacion polar resulta especialmente adecuada para analizar el
producto. Dados

z=r(cosf +isenf), w = s(cosy+isenyp),
tenemos que:

z - w=rs((cosf cosp —senbsen ) + i(cosfsen ¢ + sen b cos ¢))
= rs[cos(f + @) + isen(f + ¢)].
Es decir, el médulo del producto es el producto de los médulos (|z - w| =

|z| - |w|), mientras que el argumento es la suma de los correspondientes argu-
mentos.

La regla anterior se traduce en la siguiente formula para las potencias de
un nimero complejo: si z = |z| (cos + isen#), entonces:

2" = |2|"™ (cos(nf) + isen(nd)).
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6.2. Raices

Supongamos que queremos resolver la ecuaciéon z" = w, siendo
w = |w|(cos @ +isenbh).
Si z = |z| (cos ¢ + isen ), tendremos que
2" = |z|" (cos(ng) + isen(ny)) = |w|(cos 6 + isend)
da lugar a las igualdades:
* 2| = |w|Y/™, raiz enésima positiva del niimero real positivo | wl.

** 