Śńăąő čřăďşĺřőćăŋŋżě ăŋăńőčĺ ńěňňż Čăşśśă ĺ łřĺšěřĺ£ İľğěŋÿšěľŋă

Ă. Ŋ. ŢĂĽŁĹŊ

Łń¿ůěćżě śńőćă: łřĺšěřĺľ İľğěŋÿšěľŋă, čřăďşĺřőćăŋŋżě łőńĳűă, łőńĳűă ś ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺ£ňĺ.

Ăŋŋőšăűĺ£

Ďăŋŋă£ řăąőšă £ćń£ěšś£ ŕřőďőńęěŋĺěň űĺłńă řăąőš, ŕőść£źěŋŋżţ őąźĺň ťőřňăň ńěňňż Čăşśśă ĺ łřĺšěřĺ£ İľğěŋÿšěľŋă. Šăł, ć řăąőšăţ [1] ĺ [2] ďăŋż ťőřňşńĺřőćłĺ ďń£ łőńěű ś ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺěň, ă ć [3] | ďń£ Z- ĺ Z+-čřăďşĺřőćăŋŋżţ łőńěű. Ć ďăŋŋőľ řăąőšě řăśśňăšřĺćă¿šś£ Z+-śńăąő čřăďşĺřőćăŋŋżě łőńĳűă, ćłń¿ůă¿źĺě ć śěą£ ďćă ŕřěďżďşźĺţ łńăśśă łőńěű. Šěőřěňă 1 £ćń£ěšś£ ăŋăńőčőň łřĺšěřĺ£ İľğěŋÿšěľŋă, šěőřěňă 2 | ăŋăńőč ńěňňż Čăşśśă, śńěďśšćĺě ĺğ ŋĺţ | ŋěłőšőřőě şńşůÿěŋĺě őśŋőćŋőčő řěğşńĳšăšă śšăšĳĺ Łőćăůĺůă [1]. Ć šěőřěňě 3 ŕőłăğăŋă ůăśšĺůŋă£ ŋěőąţőďĺňőśšĳ ŋěłőšőřżţ ďőśšăšőůŋżţ şśńőćĺľ, ŕřěďńőęěŋŋżţ ć řăąőšě.

Abstract

A. N. Khaikin, Week graded analogues of Gauss lemma and Eisenstein criterion, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika 1(1995), 813{816.

This paper continues a series of investigations, devoted to generalized forms of Gauss lemma and Eisenstein criterion. Thus in papers [1] and [2] statements for rings with derivations are given, and in [3] those for Z- and Z+-graded rings. In this paper Z+-weak graded rings (which include two previous classes) are considered. Theorem 1 is an analog of Eisenstein criterion, theorem 2 is an analog of Gauss lemma. Some improvement of the result of Kovachich [1] follows from these theorems. Partial necessity of some su‹cient conditions introduced in the paper has been demonstrated in theorem 3.

Őŕřěďěńěŋĺě. Łőńĳűő A = ⨁_∞ i=0 Ai ŋăğżćăěšś£ Z+-śńăąő čřăďşĺřőćăŋŋżň, ěśńĺ ďń£ şňŋőęěŋĺ£ őďŋőřőďŋżţ ¡ńěňěŋšőć ćżŕőńŋ£ěšś£ śńěďş¿źěě şśńőćĺě:

a_tb_s = c0 + · · · + c_t+_s, čďě a_t ∈ A_t, b_s ∈ A_s, c_i ∈ A_i.

Ŕăřăńńěńĳŋő řăśśňőšřĺň Z+-čřăďşĺřőćăŋŋőě łőńĳűő A^∗, śőśšő£źěě ĺğ ¡ńěňěŋšőć łőńĳűă A śő śńěďş¿źĺň şňŋőęěŋĺěň ŋă őďŋőřőďŋżţ ¡ńěňěŋšăţ a_t ∈ A_t, b_s ∈ A_s: a_t ∗ b_s = c_t+_s, čďě c_t+_s | őďŋőřőďŋżľ ¡ńěňěŋš ĺğ A_t+_s ć řăğńőęěŋĺĺ a_tb_s. Ěśńĺ řăśśňőšřěšĳ łăŋőŋĺůěśłş¿ ťĺńĳšřăűĺ¿ łőńĳűă A (A = ⋃_∞ n=0 A^n, čďě A^n = ⨁_n k=0 A^k), šő łőńĳűő A^∗ ĺğőňőřťŋő ăśśőűĺĺřőćăŋŋőňş ś ďăŋŋőľ ťĺńĳšřăűĺěľ čřăďşĺřőćăŋŋőňş łőńĳűş.

Őŕřěďěńěŋĺě. Ŋăğőćěň ĺďěăń I őďŋőřőďŋżň ć A, ěśńĺ ĺğ šőčő, ůšő

a = a0 + · · · + a_n ∈ I (a_i ∈ A_i),

Ťşŋďăňěŋšăńĳŋă£ ĺ ŕřĺłńăďŋă£ ňăšěňăšĺłă 1995, 1, Â 3, 813{816.

cfl 1995 Űěŋšř ŋőćżţ ĺŋťőřňăűĺőŋŋżţ šěţŋőńőčĺľ ŇČŞ,

Ĺğďăšěńĳśłĺľ ďőň \Őšłřżšżě śĺśšěňż"

śńěďşěš, ůšő a_i ∈ I ďń£ ćśěţ i.

Ĺğ őŕřěďěńěŋĺ£ śńěďşěš, ůšő ěśńĺ I | őďŋőřőďŋżľ ĺďěăń ć A, šő I | őďŋőřőďŋżľ ĺďěăń ć A^∗.

Őŕřěďěńěŋĺě. İńěňěŋš L ∈ A ŋăğżćăěšś£ ŋěřăğńőęĺňżň, ěśńĺ ĺğ šőčő, ůšő L = M N , śńěďşěš, ůšő ĺńĺ M , ĺńĺ N ńěęăš ć A0.

Šěőřěňă 1. Ŕşśšĳ A^∗ | űěńőśšŋőě, I | őďŋőřőďŋżľ ĺďěăń ć A, I |

ćŕőńŋě ŕěřćĺůŋżľ ĺďěăń ć A^∗. İńěňěŋš L = c0 + · · · + c_l ∈ A. Ěśńĺ c0 /∈ I, c_i ∈ I (i ¿ 1), c_l /∈ I2, šő šőčďă L ŋěřăğńőęĺň.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ďőŕşśšĺň, ůšő ¡šő ŋě šăł.

L = c0 +· · ·+ c_l = (a0 +· · ·+ a_n)(b0 +· · ·+ b_m) = M N . l = n + m, c_l = a_n ∗ b_m. Šăł łăł I | ćŕőńŋě ŕěřćĺůŋżľ ĺďěăń ć A^∗ ĺ c_l /∈ I2, c_l ∈ I, šő ĺňěěň ďćă śńşůă£: 1) a_n ∈ I, b_m /∈ I; 2) a_n /∈ I, b_m ∈ I.

1). Ŕşśšĳ ďń£ ń¿ąőčő i ¿ r a_i ∈ I. Šăł łăł L /∈ I, šő M /∈ I, šő ěśšĳ r > 0. Řăśśňőšřĺň c_m+_{r−}1 = J_m+_{r−}1 (∑ i+k¿m+r−1 a^ib^k ) ∈ I, čďě J_m+_{r−}1 | ŕřőěłűĺ£ ŋă A_m+_{r−}1, i ¿ r + (m − 1 − k). Ěśńĺ i ¿ r, šő a_i ∈ I =⇒ a_ib_k ∈ I =⇒ J_m+_{r−}1(a_ib_k) ∈ I. i < r šőńĳłő šőčďă, łőčďă i = r − 1, k = m. Śńěďőćăšěńĳŋő, J_m+_{r−}1(a_{r−}1b_m) = a_{r−}1 ∗ b_m ∈ I. Šăł łăł a_{r−}1, b_m /∈ I, šő ĺňěěň ŕřőšĺćőřěůĺě ś űěńőśšŋőśšĳ¿ A^∗/I.

Śńşůăľ 2) řăśśňăšřĺćăěšś£ ăŋăńőčĺůŋő. Šěőřěňă ďőłăğăŋă.

Ěśńĺ A0 ńěęĺš ć ňŋőęěśšćě ŋěďěńĺšěńěľ ŋşń£ ć A ĺ şďőćńěšćőř£ěš ńěćőňş şśńőćĺ¿ Őřě (š. ě. ďń£ ń¿ążţ a0 ∈ A0, M ∈ A śşźěśšćş¿š šăłĺě b0 ∈ A0, N ∈ A, ůšő N a0 = b0M ), šő ňőęŋő řăśśňőšřěšĳ śőőšćěšśšćş¿źěě łőńĳűő ůăśšŋżţ B = ⨁_∞ i=0 Bi, čďě Bi = A^−10 Ai. Ďăńěě, ŕşśšĳ ďń£ ń¿ążţ a0 ∈ A0,

a_i ∈ A_i ćżŕőńŋ£ěšś£ ćłń¿ůěŋĺě a0a_i ∈ A_i ĺ ďń£ ń¿ąőčő ŋěőąřăšĺňőčő ¡ńěňěŋšă a0 ∈ A0 śşźěśšćşěš šăłőľ ŋěőąřăšĺňżľ ¡ńěňěŋš c ∈ A0, ůšő ĺďěăń, ŕőřőęďěŋŋżľ a0, ńěęĺš ć cA. Ć ďăńĳŋěľÿěň ąşďěň řăśśňăšřĺćăšĳ šăłőě łőńĳűő A.

Őŕřěďěńěŋĺě. Őďŋőřőďŋżě ¡ńěňěŋšż {a0 . . . , a_n} ŋăğżćă¿šś£ ćğăĺňŋő ŕřőśšżňĺ, ěśńĺ ŋě śşźěśšćşěš šăłőčő ŋěőąřăšĺňőčő c ∈ A0, ůšő a_i ∈ cA ďń£ ń¿ąőčő i.

Řăśśňőšřĺň şśńőćĺ£, łőšőřżě ňż ąşďěň ŋăłńăďżćăšĳ ć ďăńĳŋěľÿěň ŋă łőńĳűő A.

Şśńőćĺě 1. Ŕşśšĳ c ∈ A0, a_k ĺ b_m | őďŋőřőďŋżě ¡ńěňěŋšż. Ĺğ ćğăĺňŋőľ ŕřőśšőšż ŕăř {c, a_k} ĺ {c, b_m} śńěďşěš, ůšő {c, a_k ∗ b_m} ćğăĺňŋő ŕřőśšż.

Şśńőćĺě 2. Ďń£ ń¿ążţ őďŋőřőďŋżţ ¡ńěňěŋšőć {a0, . . . , a_n} śşźěśšćşěš šăłőľ ¡ńěňěŋš c ∈ A0, ůšő a_i ∈ cb_i, {b0, . . ., b_n} ćğăĺňŋő ŕřőśšż ĺ c őďŋőğŋăůŋő őŕřěďěńěŋ (ś šőůŋőśšĳ¿ ďő şňŋőęěŋĺ£ śŕřăćă ŋă őąřăšĺňżľ ¡ńěňěŋš).

Ŕřěďńőęěŋĺě. Ŕşśšĳ ŋă łőńĳűě A ćżŕőńŋěŋő şśńőćĺě 1) c0 + · · · + cl =

= (a0 + · · · + a_n)(b0 + · · · + b_m). Ŕřěďŕőńőęĺň, ůšő {a0, . . . , a_n} ĺ {b0, . . ., b_m} ćğăĺňŋő ŕřőśšż. Šőčďă ¡ńěňěŋšż {c0, . . . , c_l} ćğăĺňŋő ŕřőśšż.

ĂŊĂŃŐČĹ ŃĚŇŇŻ ČĂŞŚŚĂ Ĺ ŁŘĹŠĚŘĹ§ İĽĞĚŊŸŠĚĽŊĂ 815

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ {c0, . . . , cl} ∈ aA, čďě a ∈ A0 ĺ a ŋěőąřă-

šĺň. Ŕşśšĳ a_i | šăłőľ ¡ńěňěŋš, ůšő {a, a_n, . . ., a_i+1} ŋě ćğăĺňŋő ŕřőśšżě, ă ŕřĺ ďőąăćńěŋĺĺ a_i śšăŋőć£šś£ ćğăĺňŋő ŕřőśšżňĺ. Ăŋăńőčĺůŋő ŕşśšĳ {a, a_n, . . ., a_i+1, b_m, . . . , b_j+1} ŋě ćğăĺňŋő ŕřőśšżě, ă ŕřĺ ďőąăćńěŋĺĺ b_j śšăŋőć£šś£ ćğăĺňŋő ŕřőśšżňĺ. Šőčďă {a, a_n, . . . , a_i+1, b_m, . . ., b_j+1} ∈ cA, c ∈ A0, c ŋěőąřăšĺň. Ŕşśšĳ e ∈ A0 | šăłőľ ŋěőąřăšĺňżľ ¡ńěňěŋš, ůšő ĺďěăń, ŕőřőęďěŋŋżľ c, ńěęĺš ć eA.

c_i+_j = J_i+_j ( ∑ k+t¿i+j a_kb_t ) , čďě J_i+_j | ŕřőěłűĺ£ ŋă A_i+_j.

Ěśńĺ k > i, šő a_k ∈ eA, ŕő¡šőňş a_kb_t ∈ eA, ă šăł łăł eA_i+_j ∈ A_i+_j , šő J_i+_j (a_kb_t) ∈ eA. Ěśńĺ t > j, šő b_t ∈ cA, ĺ ŕő¡šőňş a_kb_t ∈ eA (Ac ⊆ eA) =⇒ =⇒ J_i+_j (a_kb_t) ∈ eA. Šăł łăł c_i+_j ∈ eA, šő J_i+_j (a_ib_j ) ∈ eA, šő ěśšĳ a_i ∗ b_j ∈ eA. Ŋő {c, a_i} ĺ {c, b_j} ćğăĺňŋő ŕřőśšż, šăł łăł ďőąăćńěŋĺě a_i ĺńĺ b_j ć {a, a_n, . . ., a_i+1, b_m, . . . , b_j+1} ďăěš ćğăĺňŋő ŕřőśšżě ŋăąőřż. Ğŋăůĺš, ĺğ şśńőćĺ£ 1 ¡ńěňěŋšż {c, a_i ∗ b_j} ćğăĺňŋő ŕřőśšż, ůšő ŕřĺćőďĺš ć ŕřőšĺćőřěůĺ¿.

Šěőřěňă 2. Ŕşśšĳ ć łőńĳűě A ćżŕőńŋěŋż şśńőćĺ£ 1 ĺ 2. Šőčďă, ěśńĺ ¡ńě-

ňěŋš L ∈ A řăğńőęĺň ć B, šő L řăğńőęĺň ĺ ć A.

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ L = M N , M ĺ N ∈ B. Ĺśŕőńĳğş£ şśńőćĺě 2,

ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ L = p^−1q ~M ~N , čďě p, q ∈ A0, ~M, ~N ∈ A ĺ ŋăąőřż őďŋőřőďŋżţ ¡ńěňěŋšőć ć ~M , ~N ćğăĺňŋő ŕřőśšż. Ďăńěě, q ~M ~N = pL = pt ~L (őďŋőřőďŋżě ¡ńěňěŋšż ć ~L ćğăĺňŋő ŕřőśšż). Ŕő ŕřěďńőęěŋĺ¿ őďŋőřőďŋżě ¡ńěňěŋšż ć ~M ~N ćğăĺňŋő ŕřőśšż. Šő ěśšĳ q = pts, čďě s őąřăšĺň (şśńőćĺě 2). Ğŋăůĺš, L = ts ~M ~N . Šěőřěňă ďőłăğăŋă.

Śńěďśšćĺě. Ŕşśšĳ R | ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋă£ őąńăśšĳ űěńőśšŋőśšĺ, F |

ěě ŕőńě ůăśšŋżţ. D | ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě łőńĳűă R, Q | ăćšőňőřťĺğň łőńĳűă R, P | ŕřőśšőľ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżľ (ĺŋćăřĺăŋšěŋ őšŋőśĺšěńĳŋő D,

Q, Q^{−1}) ĺďěăń R. Ŕşśšĳ ďń£ ń¿ąőčő łőŋěůŋőŕőřőęďěŋŋőčő ĺďěăńă ńőłăńĳŋőčő

łőńĳűă R_p śşźěśšćşěš ŋăĺňěŋĳÿĺľ čńăćŋżľ, śőďěřęăźĺľ ěčő, ĺ ĺďěăń P R_p čńăćŋżľ. Řăśśňőšřĺň R[ D ], čďě D r = Q (r) D + D (r) ďń£ r ∈ R | şňŋőęěŋĺě ć R[ D ].

Ŕşśšĳ ¡ńěňěŋš L = ∑_l i=0 c^i D^i ∈ R[ D ] šăłőľ, ůšő c^i ∈ P (i ¿ 1), c0 /∈ P , c_l /∈ P 2. Šőčďă ¡ńěňěŋš L ŋěřăğńőęĺň ŋăď F .

Ďőłăğăšěńĳśšćő. §śŋő, ůšő A = Rp[ D ] | śńăąő čřăďşĺřőćăŋŋőě łőńĳ-

űő, čďě A0 = R_p, A_i = R_p D^i , B = F [ D ]. Šăł łăł P R_p | čńăćŋżľ ĺďěăń, šő P R_p = xR_p. Šăł łăł P | ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżľ ĺďěăń, šő D (y) ∈ xR_p ĺ

Q(y) ∈ xRp ďń£ ń¿ąőčő y ∈ P Rp. Šăłĺň őąřăğőň, şśńőćĺě, ůšő ďń£ ń¿ąő-

čő ŋěőąřăšĺňőčő c ∈ A0 śşźěśšćşěš šăłőľ ŋěőąřăšĺňżľ d ∈ A0, ůšő ĺďěăń, ŕőřőęďěŋŋżľ c, ńěęĺš ć dA, ćżŕőńŋěŋő.

Šăłęě őůěćĺďŋő, ůšő ďń£ ń¿ąőčő c ∈ A0 cA_i ⊆ A_i. Ŕřőćěřĺň ćżŕőńŋěŋĺě şśńőćĺ£ 1. Ŕşśšĳ {a, b D^n } ĺ {a, c D^m } | ćğăĺňŋő ŕřőśšżě. Šăł łăł R_p | ńőłăńĳŋőě łőńĳűő ĺ P R_p | čńăćŋżľ ĺďěăń, šő ćğăĺňŋă£ ŕřőśšőšă ¡ńěňěŋšőć {a, b D^n } őğŋăůăěš, ůšő ńĺąő a, ńĺąő b őąřăšĺň.

Ăŋăńőčĺůŋő, ĺğ ćšőřőčő śńěďşěš, ůšő ńĺąő a, ńĺąő c őąřăšĺň. Ěśńĺ a őąřăšĺň, šő {a, bQ^n(c)} = R_p. Ěśńĺ őąřăšĺňż b ĺ c, šő bQ^n(c) őąřăšĺň. Şśńőćĺě 2 śńěďşěš ĺğ šőčő, ůšő ďń£ ń¿ąőčő łőŋěůŋőŕőřőęďěŋŋőčő ĺďěăńă ć R_p śşźěśšćşěš ŋăĺňěŋĳÿĺľ čńăćŋżľ, śőďěřęăźĺľ ěčő. Ğăňěšĺň, ůšő I = P R_p[ D ] | ŕřőśšőľ őďŋőřőďŋżľ ĺďěăń ć A. Šăłĺň őąřăğőň, ĺğ šěőřěňż 2 śńěďşěš, ůšő ¡ńěňěŋš L řăğńőęĺň ŋăď F , łőčďă L řăğńőęĺň ŋăď R_p. Ă ĺğ šěőřěňż 1 | L ŋěřăğńőęĺň ŋăď R_p.

Šěőřěňă 3. Ŕşśšĳ R | łőňňşšăšĺćŋă£ őąńăśšĳ űěńőśšŋőśšĺ. Ĺğćěśš-

ŋő, ůšő řăğńőęĺňőśšĳ ňŋőčőůńěŋă D ∈ R[x] ŋăď R řăćŋőśĺńĳŋă řăğńőęĺňőśšĺ ŋăď ŕőńěň ůăśšŋżţ F . Šőčďă ŋă A = R[x] ćżŕőńŋěŋő şśńőćĺě 1 (š. ě. ĺğ šőčő, ůšő {a, b} ĺ {a, c} ćğăĺňŋő ŕřőśšż, śńěďşěš, ůšő {a, bc} ćğăĺňŋő ŕřőśšż).

Ďőłăğăšěńĳśšćő. Ŕşśšĳ śşźěśšćş¿š šăłĺě a, b, c ∈ R, ůšő {a, b} ĺ {a, c}

ćğăĺňŋő ŕřőśšżě, ŋő a = ~ae, bc = ~ad, ~a ŋěőąřăšĺň. Ąşďěň śůĺšăšĳ, ůšő ~a = a, šőčďă bc = ad. Řăśśňőšřĺň (1 + a^−1bx)(a + cx) = a + (b + c)x + dx2 = L. Ďőŕşśšĺň, ůšő L = (a0 + a1x)(b0 + b1x) řăğńőęĺň ŋăď R. Šăł łăł F [x] | łőńĳűő ś ěďĺŋśšćěŋŋőśšĳ¿ řăğńőęěŋĺ£ ŋă ŕřőśšżě ňŋőęĺšěńĺ, šő 1+a^−1bx = 1+a^−10 a1x, a+cx = a0b0+a0b1x. Šő ěśšĳ ba0 = aa1, a = a0b0, c = a0b1. Šăł łăł {a, c} ćğăĺňŋő ŕřőśšż, šő a0 őąřăšĺň, {a, b} ćğăĺňŋő ŕřőśšż, b = aa1a^−10 =⇒ a őąřăšĺň. Ŕőńşůĺńĺ ŕřőšĺćőřěůĺě.

Śńěďśšćĺě. Ŕşśšĳ R | łőňňşšăšĺćŋă£ őąńăśšĳ űěńőśšŋőśšĺ. Ďń£

ń¿ąőčő łőŋěůŋőŕőřőęďěŋŋőčő ĺďěăńă ć R śşźěśšćşěš ŋăĺňěŋĳÿĺľ čńăćŋżľ ĺďěăń, śőďěřęăźĺľ ěčő. (Ćżŕőńŋěŋő şśńőćĺě 2 ŋă A = R[x].) Šőčďă ¡łćĺćăńěŋšŋż şśńőćĺ£:

1) ń¿ąőľ L ∈ R[x], řăğńőęĺňżľ ŋăď F , řăğńőęĺň ŋăď R; 2) ĺğ šőčő, ůšő {a, b} ĺ {a, c} ćğăĺňŋő ŕřőśšż, śńěďşěš, ůšő {a, bc} ćğăĺňŋő ŕřőśšż (š. ě. ćżŕőńŋěŋő şśńőćĺě 1 ŋă A = R[x]).

Ńĺšěřăšşřă

[1] Kova»ci»c J. Eisenstein criterion for noncommutative polynomials // Proc. Amer. Math.

Soc. | 1972. | V. 34. | Â 1. | P. 25{29.

[2] Ąěřłőćĺů Ń. Ň. Ăŋăńőč łřĺšěřĺ£ İľğěŋÿšěľŋă ďń£ őążłŋőćěŋŋżţ ńĺŋěľŋżţ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ // Ňěęćşğőćśłĺľ śąőřŋĺł ŋăşůŋżţ śšăšěľ. | Łşľążÿěć, 1988. | Ś. 20{27.

[3] Ąăćşńă Ć. Ć. Ő ŋěłőšőřżţ őąőąźěŋĺ£ţ łřĺšěřĺ£ İľğěŋÿšěľŋă // Şłř. ňăš.

ęşřŋ. | Š. 42. | Â 7. | Ś. 983{985.

Śšăšĳ£ ŕőśšşŕĺńă ć řěďăłűĺ¿ ć £ŋćăřě 1995 č.