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ALGEBRA LINEAL Y GEOMETRIA

Hoja 9: Formas cuadréticas y cénicas

1. Considera las siguientes aplicaciones:

o1:PF'[a] x PRl — R, d1(p.q) = p(1)a(=1) +p(~1)a(1).

o2 1 Ma(R) x Ma(R) — R, $2(A, B) = traza(AM B'), donde M € M(R) est4 fijada.
Para i = 1, 2 se pide:

a) Probar que ¢; es una forma bilineal.

b) Hallar la matriz de ¢; en la base candnica.

¢) Determinar el rango y la inercia de la forma cuadratica @; asociada a ¢;.

2. Considera las siguientes funciones:

Q1 : My(R) — R, Q1(A) = Traza(A?)
Q2 : Ma(R) — R, Q2(A) = det(A)
Qs : P3’lz] — R, Qs3(P) =2P(1)P'(1).

Para i =1, 2, 3 se pide:
a) Probar que @; es una forma cuadratica.
b) Hallar la matriz de @; en la base candnica.
c¢) Determinar el rango y la inercia de Q;.

3. Sea E un espacio vectorial de dimensién 3 sobre los reales, sea {e1, e, e3} una base de Eysea @ : E — R
la forma cuadratica definida por

Qx,y,2) = 322 + y2 + a2’ — 2xy — 2yz

cona € Ry a#0.
a) Calcula los valores de o que hacen de ) una forma cuadratica definida positiva.
b) Calcula el indice de inercia positivo de @ en funcién de «.

4. Determina los valores de o para los cuales la forma cuadratica en R3 dada por
Q(z,y, 2) = 22 + 49° + 2azxy + 20z + 2°
es definida positiva. Determina los valores de o que hace que @) tenga indice de inercia positivo igual a 3.
5. Halla la forma candnica de las siguientes formas cuadréticas:
i. Q(x,y) = 2?2 — 2zy + 49>
. Q(x,y,2) =xy + 2xz.

iii. Q(x,y,z,t) =xy+yz + zt.



En cada caso, calcula una base ortonormal en la que se obtenga la forma canénica.

6. Encuentra la forma candnica y los indices de inercia de la siguiente forma cuadratica:
Q(z,y, 2) = 2% + 5y — 2zy + 2z2.

Encuentra las ecuaciones de la transformacién de R? que lleva la forma cuadrética dada a su forma canénica.

7. Determina los valores de « para los cuales la forma cuadrética en R? dada por
Q(z,y,2) = 22 + 4y% + 2axy + 2ayz + 2°

es definida positiva. Determina los valores de a que hace que @ tenga indice de inercia positivo igual a 3.

8. Determina los valores A, u € R para los que la forma cuadratica
¢($7 Y, z, t) = -Tz + 3y2 — 422 + )\t2 + 2uxy

es degenerada. Calcula el rango y la inercia de ¢ en funcién de A\ y pu.

9. Sea V un espacio vectorial real y Q : V — R, Q' : V — R dos formas cuadréticas. Estudia si las siguientes
afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifica cada repuesta. (Recuerda que si la afirmacién es verdadera
hay que dar una demostracién mientras que si la afirmacién es falsa es suficiente con dar un contraejemplo)

a) Existe una tnica forma bilineal ¢ : V' x V' — R tal que Q(u) = ¢(u,u) para u € V.
b) Existe una tnica forma bilineal simétrica ¢ : V' x V' — R tal que Q(u) = ¢(u,u) para u € V.
c¢) Si todos los valores propios de la matriz de @ son positivos, entonces @) es definida positiva.
d) Si Q y @' son definidas positivas, entonces @ + Q' también es definida positiva.
e) Si @ es indefinida, entonces @ es degenerada.
10. Clasifica las siguientes cénicas y da las ecuaciones del movimiento de R? que las lleva a su forma canénica:
a) 72 —2zy+y* +4r — 6y +1=0.
b) 2z — 222 +y? +4zy — 1 =0.
c) 2?2 —2y? —ay+2x+5y—3=0.

11. Clasifica las cénicas de ecuacién
ax? +2Bzy +ay’ + (a+ Bz +y)+1=0

para los distintos valores de los pardmetros «, 8 € R.

12. Dado el cono C de cuacién 622 + 4% = 22 y el plano 7 de ecuacién y = 2z + 3, calcula la ecuacién de la
conica que se obtiene al intersecar C con 7.

13. Halla la ecuacién de la hipérbola que tiene un foco en el punto (2, —1) y sus asintotas son las rectas
r=0y3x—4y =0.

14. Encuentra las ecuaciones de las siguientes cénicas:

a) La parébola de foco (1,a) y vértice (a,a) dondee a € R, a > 1. Demuestra que sélo hay un valor
de a para el cual la pardbola correspondiente pasa por el origen.

b) La elipse de focos (0, ) y (—p,2) y semieje mayor v/2, donde p € R. Demuestra que existen dos
elipses de la familia que pasan por el origen.



