UAM, 2020-21. Curso Avanzado de Analisis
Ceros e interpolacion de funciones analiticas

Ejercicios: Hoja 3

Integral de Riemann-Stieltjes

34) Sea, como es habitual, [x] =nsiysblosinsx<n+1(ne2).

(@) Si f € C[0,al, 0 < a < +oo, demuéstrese que foa fx)dlx] = chaz]l f(k), directamente o usando
una férmula vista en clase.

(b) Compruébese que foaxd([x] -X) = %

Sean0<r<R<ooy feA(D(0;R)) tal que f(0) # 0. Sean ay los ceros de f, ordenados de
manera que 0 < |a;| < |ay| <|as| < ... < R, repetidos segin sus multiplicidades y

n(t) = {ag : lagl < t}1, 0<t<R,

la funcion de contar (los ceros) de Nevanlinna, teniendo en cuenta las multiplicidades. Ya sabemos
que la férmula de Jensen se puede reescribir como sigue (véase la hoja anterior):

2 ) .
J logl £ (re 5 ~loglf O+ | M.
0 2n 0 1

Esta vez se pide demostrar la férmula usando la propiedad de integraciéon por partes para la inte-
gral de Riemann-Stieltjes (eligiendo el integrando y el integrador de manera apropiada).

Espacios de Hardy: factorizacion canénica, teorema de Beurling

(a) Sea f € H' con f Z0y f* sus valores frontera (limites radiales) correspondientes en T.
Demostrar que f es una funcién externa siy solo si

271 . it dt
loglf(0)|=f loglf™(e")—.
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(b) Si tanto f como ? € H', se pide demostrar que f es una funcién externa.

Z2+1

37) Comprobar que f(z) = e<*-1 es una funcién singular interna y determinar la funcién singular
L en su representacion

21 eit+z du(z)

f(Z) — e_ 0 Lit_,

38) Sea f una funcién interna y ¢ un automorfismo del disco unidad. Demostrar que ambas fun-
ciones compuestas fo@ y @o f son internas.

39) Se pide comprobar que la funcién f(z) = (23”25#

uno de los factores B, Sy F en su factorizacion canénica.

estd en H> y después determinar cada



Sea M un subespacio S— invariante de H? (es decir, zM < M, M cerrado y no trivial). Exa-
minando la demostracion del teorema de Beurling dada por Helson-Lowdenslager (vista en clase)
o razonando de otra manera, demostrar que el complementario ortogonal

MezM={feM: f1lzM}

es un subespacio de M de dimensién uno.

Espacios de Bergman: propiedades basicas

41) Comprobar que la funcién
Ja(@=0-2)""
pertenece al espacio de Bergman A” siysélosi a <2/p.

(Sugerencia. Integrar en coordenadas polares centradas en z = 1 en lugar de en z=0.)

Demostrar que cada funcidn fija f € AP también satisface la versiéon “o-pequeiia” de la esti-
macion puntual demostrada en clase:

lim (1-1z)*?|f(2)| =0.
|z]—1~
43) Calcule la proyeccion de Bergman de las siguientes funciones:

(@) u(z) = |zI%;
(b) v(z) =Rez.



