UAM, 2020-21. Curso Avanzado de Analisis
Ceros e interpolacion de funciones analiticas

Ejercicios: Hoja 2

Formula de Jensen. Clase de Nevanlinna

23)Sean 0 <r < R=ooy f € A (D(0;R)) tal que f(0) # 0. Sean ay los ceros de f, ordenados de
maneraque 0 < |a;| < |az| <lasl < ... <R, repetidos segun sus multiplicidades. Se define la funcion
de contar (los ceros) de Nevanlinna como

n(t) = {ay : lag| < t}l, 0<t<R,

teniendo en cuenta las multiplicidades. (Obsérvese que es una funcién creciente, escalonada, con-
tinua por la izquierda y con valores enteros.) Esto nos permite reescribir la formula de Jensen como
sigue:
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Demostrar la férmula usando los conocimientos bésicos de la integral de Lebesgue.

Sea f € A (D) y supongamos que f(0) # 0. Demostrar que f € N siy s6lo si
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sup 10g|f(re”)|’dt<oo.

0<r<1J0

25) Usando el teorema de E y R. Nevanlinna sobre la estructura de las funciones en la clase N,
comprobar que N es un espacio vectorial.

26) Sea f € N con un cero de orden m > 0 en el origeny g € # (D) tal que f(z) = 2" g(z). Demostrar
rigurosamente que g € N.

Espacios de Hardy: productos de Blaschke, factorizacién de Riesz

Se pide construir un producto de Blaschke tal que todo punto de la circunferencia unidad
sea un punto de acumulacion de sus ceros.

28) Sea a € D. En clase ya vimos que si f € H?, entonces
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Usando la técnica de factorizacion de Riesz, demostrar que si f € H”, 0 < p < oo, entonces
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Hemos visto en clase que si B es un producto de Blaschke (arbitrario), entonces
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Supongamos ahora que f € #(D) y
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Demostrar que f es un producto de Blaschke.
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loglf(reie)l‘dH:O.

30) Comprobar detalladamente que la bola unidad es un conjunto cerrado (y, por tanto, compac-
to) en (D) provisto de la topologia de convergencia uniforme sobre compactos. ;Es compacto
en lanorma de H?? ;Por qué?

Funciones de variacién acotada

31) Demuestre que
xsent six#0,

f(x)={ 0 six=0.

no es una funcién de variacién acotada en el intervalo [0, %], a pesar de ser continua en [0, %] y
derivable en (0, %].

Sea f(x) =3x?—2x3, para-2< x < 2.
(a) Calcule la variacion V7, (f) para cualquier x € [-2,2].
(b) Represente f como diferencia de dos funciones crecientes en [-2,2].

33) Sea E c [a, b]. Demuestre que la funcion caracteristica yr € BV [a, b] siy s6lo si el borde 0F es
un conjunto finito.



